Problemas de Matematicas 4° de ESO

Limites

1 Limites de sucesiones

1.1 1Idea intuitiva

1. Utiliza la calculadora para comprobar que los términos de la sucesion

3n%+3
(an) = n ; se aproximan a 3. Calcular para ello los valores de
n

ai, a4, 10, @40, @100 Y @1000

Solucién:

a] = 6

aq = 3.1875
alg = 3.03

ago = 3.001875
ajgo = 3.0003

a1000 — 3.000003
El limite sera 3.

2. Utilizar la calculadora para calcular a que valor se aproximan las si-
guientes sucesiones. Calcular para ello los valores de aq, a4, aig, a4,

a100 Y @1000

(@ (@) = (

Solucion:

n+3)
n2+4+1

a; =2

aq = 0.4117647058

a1p = 0.1287128712

a0 = 0.02685821361
a1p0 = 0.01029897010
a1000 = 0.001002998997
El limite serd 0,001.

(b) (an) = (3n+4>

3n—1



Solucion:

a] = 3.5

aq = 1.454545454
aqp = 1.042016806
ajgo = 1.016722408
a1000 — 1.001667222
Luego el limite es 1.

o= {2210
n - 27578711?"'
Solucion:

Si nos fijamos un poco el numerador sigue una progresién aritmética
y el denominador también. Calculamos el termino general de la
sucesion del numerador y del denominador para obtener la del
cociente:

e Numerador, a1 =3, d=2=a, =3+ (n—1)2=1+2n
e Denominador, by =2, d=3=10b,=2+(n—-1)3=3n-1
e El termino general de la sucesién que buscamos sera

_2n+1
C3n-—1

an

a] = 1.5

as = 0.8181818181

a1p = 0.7241379310

ago = 0.6806722689

a100 = 0.6722408026

ai1000 = 0.6672224074
Luego el limite serd 0,666...

in + 3
(an):( n+1>

Solucion:

a1 = 1.870828693
a4 = 1.949358868
ajp = 1.977142106
aso = 1.993893115
aijpo = 1.997523218



a1000 — 1.999750234
Luego el limite sera 2.

1.2 Definicion:

. . , . ., 4n — 3
1. Averigua a partir de que término de la sucesién a,, = 3 se cumple
n
4 1
e - - —.
A 1% 731 T000
Solucién:
4‘< 1 4n — 3 4‘< 1 :>‘1‘< 1
a [ _ — —_— J— —_—
"3 1000 3n 3 1000 n 1000
= 1000 < n
. . L. 4 1
Es decir, a partir del término a1ggg se cumple que |a, — 3 < 1000

1
2. La sucesién (a,) = ( +4> tiene de limite 0. ;A partir de que
n

término de esta sucesion todos los siguientes se diferencian del limite
menos de una milésima?

Solucién
|0|<1:>’10‘<1:>1<1:>
i 1000 n+4 1000 n+4 1000
= n > 996 ) )
Es deci tir del térmi 1 —0] < —.
s decir, a partir del término aggs se cumple que 1 ‘ 1000
p . ., 1—-3n .
3. Hallar un término de la sucesién (a,) = 1 a partir del cual
n

todos los términos siguientes se diferencien del limite menos de una
milésima.
Solucion
Primero calculamos a que término se aproxima la sucesién a; = —0.6666666666

ag = —1.222222222

a1g = —1.380952380

ago = —1.469135802
a100 = —1.487562189
ai1000 — —1.498750624
a1000000 = —1.49999875
Luego el limite serd -1,5.



2n+1+2

< 1000

1—-3n 3’ 1

5 < 1 . ) < 1 .
dn +2 1000 4n+2 1000

= n > 1250

A partir del término aq259 se cumple la diferencia pedida.

1.3 Sucesiones que tienden a infinito

1. Utiliza la calculadora para averiguar que ocurre con los términos de
las siguientes sucesiones al dar valores a n cada vez mayores.

(8) (an) = (47

Solucién:

al = 1

a4 = 64

aip = 262144

ag0 = 302231454903657293676544

aso = 316912650057057350374175801344

ago = 332306998946228968225951765070086144
Luego el limite serd +oo.

3
®>wn—(1n )

Solucién:

ay = 0

agy = —15.75

aio = —99.9

ag9 = —1599.975

a1o0 = —9999.99

a1000 = —9.99999999 - 10°
Luego el limite serd —oc.

(¢) (en) = ((=1)"- (0 +3)?)
Solucién:

al = —16



CL4:49

alg — 169
as1 = —1936
ajpo — 10609

aggg = —1004004

Luego no existe limite, los numeros oscilan de positivos a negati-
vos, haciéndose los positivos cada vez més grandes y los negativos
cada vez mas pequenos.

2. Dado k = 121, averiguar a partir de que término de la sucesién

1.4

(an) = (4n — 3) todos los siguientes son mayores que k. Compruébalo
calculando algin termino posterior.

Solucion:
4n —3 > 121 = n > 31

A partir del término a3; todos los términos son mayores de 121. Cal-
culamos azs = 125, aszg = 129, etc.

Dado k = —213, averiguar a partir de que término de la sucesién
(an) = (3 — 6n) todos los siguientes son menores que k. Compruébalo
calculando algin termino posterior.

Solucioén:

3—6n< 213 =n>36

A partir del término asg todos los términos son menores de -213. Cal-
culamos azy = —219, agg = —225, etc.

Calculo de Limites de sucesiones

. Dadas las sucesiones (a,) = (n2 + 2) y (bn) = (1 - n2>, calcular los

siguientes limites:

(a) lima,
Solucion

lim a, = lim(n? + 2) = +o0



(b) limb,
Solucion

lim b, = lim(1 — n?) = —c0

(¢) lim(a, — by)
Solucion

lim(b, — a,) = lim(1 — n? — n? — 2) =lim(-1) = —1

(d) lim(a, + by)
Solucion:

lim(n®>+241—n?) =1lim3 =3

(e) lim(ay, - by)
Solucion:

lim(ay, - by) = lim(n® 4+ 2)(1 — n?) = lim(—n* —n? +2) = —0

(7%
f) lim —
(f) lim b,

Solucion:

a, n 42 400 1+ 1
lim — = = |—| =lim

b, 1—-n2 |—-o0

2. Calcular los siguientes limites:

2n+1
dn+7

(a) lim

Solucion:



li =
i In+7

©. 9]

m?+1
1m
3n3 +2

Solucion:

fim S = | 2] = tim 2
3n° + 2 o+ %

o0
n3

nd —2n? 4+ 1

(c) lim 3n3 +2

Solucion:

SW‘ :w

Cond—2m2+1 {oo
lim —————— =

} = lim
3nd3 4+ 2 00

1

3

on3 4+ 2n2 + 1

y
(d) Tim 3n? +1

Solucion:

° — lim

w

o+ 1 241 92 1
nt —[OO}—lim a7 =

3

3

|
[~}
+ K
She| +
I

n3

= lim

o3 +2n2 4+ 1 [oo}
lim ———— =

3n2+1

on3 4+ 2n2 + 1

(¢) lim 3n?+1

Solucion:

(n—22—(m+1)? [oo] Ly

n2+n+1

3. Calcular los siguientes limites:

w
+ 3o
:w‘to +

3



&n +1

I
(8) lim 2n+5

Solucion:

1 8+ 1
lim |22 _[m]_lim T _i=
2n+5 00 2+ 2
3n+1
b) lim | 5
() m n2_1

Solucion:

[3n+1 T[oo 345 0
1. = [ — :1. n n- — 720
[ LO] im _% 1
(©) 1 3NZ24+2n+1
C 11m _—
n2—2

Solucion:
) 3n24+2n+1 00 ) 3424
hm 72 = | —| = hm R—

ns —2 00 1

1.5 Ntmero e

INEAIN
—

1. Calcular los cinco primeros términos de la sucesion de término general
1+ !

ap = —
3n

cionar esta sucesién con el ntimero e.

3n
) . Calcular también los términos asgg ¥ a1000.- Relac-

Solucion:
1 3
® a = (1 + 3) = 2.370370370
1 6
o g = (1 + 6) = 2.521626371
1 9
® ay = (1 + 9) = 2.581174791



1 12

as = (1 + 12> = 2.613035290
1 15

as = (1 + 15) = 2.632878717

1 600
a200 < + 600> 716020048

3000
=14+ — = 2.7181 2
a1000 ( + 3000) 718130828

El limite de esta sucesion es el nimero e.

2. Calcula los siguientes limites:

(a)

1 3n
lim (1 + )
n

Solucion:
1 4n

lim (1 + ) =[1°] =¢e* = ¢t
n

Donde A\ = lim4n <1+1—1) =4
n

1 n+5
lim <1 + >
mn

Solucion:
1 n+5

lim<1+> =[1®]=¢*=e¢
n

1
Donde A = lim(n + 5) (1+—1> =1
n

1\3
lim <1+ >
n

Solucion:
1 n

1im<1+>3 = [1“]:@:6%
n

n 1 1
Donde \=lim—-|(1+——-1) ==
onde 1m3<+n > 3



17\ 3n+2
(d) Tim (1 4 )
n
Solucién:
1\ 3n+2
lim (1 + ) =[1®]=er=¢°
n

1
Donde A = lim(3n + 2) (1 + - = 1) =3
n

2 Limites de funciones

2.1 Limite de una funcién en un punto

1. Dada la funcién

1+ 22 si z <0
flxy=4¢1 si 0<a<2
20+ 2 si T > 2

Calcular:
() lim_ f(2)

Solucion:

i 5= 1=
== limo () =1
lim f(z) = lim (1 +2%) =1 o

r—0~ r—0

(b) lim_ f(x)

Solucién:
:Elilrg+ flx) = xlﬂl2(2x +2)=6

= lime(CL‘) No existe
lim f(z)= lim 1=1 o
T—2

T—27
() lm f(x)

Solucion:

10



2. Utilizar la calculadora para calcular a que valores se acercan las si-
guientes funciones en los puntos indicados:

2
-9
(a) f(x) = 2_3 enx =3
Solucidn:

£(2,9)=5.9 £(2,99) =5.99 f(2,999) = 5.999 —>

F(3.1)=6.1 f(3.01)=6.01 f(3.001)=6.001 =

lim f(x)=6

r—37F

Podemos concluir con que lim3 f(x) =6
xTr—

22+ 2x—3
= :—3
(b) f(z) P en x

Solucion:
f(=2,9) = -39 f(-2,99) =—-3.99 f(-2,999) = —3.999 —
limgi flz)=—4

f(=31)=—41 f(=3.01)=—4.01 f(—3.001) = —4.001 =

li =—4

;g f(@)

Podemos concluir con que lim ; flx)=—-4
T——

2.2 Limite de una funcién en el infinito

1. Para las siguientes funciones, calcular lim f(x)y lim f(z)
T—>+00 T——00

11



x2 =2

(@) f() =
Solucion:
. x2—2
e I = I = =0
x2 =2
1 = I =0
Lm flz) = B =
x2 =2
b = —
(b) f(o) = 5
Solucion:
. . x2 =2
xlr{lkoo fla) = a:lmkoo x2+5 =1
x2 =2
1' = _— =
xiﬂloo f(ﬂ?) r——c0 2+ 5
a3 —2
(© fla) = s
Solucion:
3
-2
Jim fe) = dim oy = o
3
-2
(d) f(x)=3"
Solucion:

lim f(z)= lim 3%=+4oc0

T——+00 T——+00
lim f(z)= lim 3"=0

r—>—00 r——00

2. Calcular los limites de las siguientes funciones polinémicas:

12



(a)

lim (22 + 4z — 1)

Tr—400

Solucion:

lim (2% 44z — 1) = +oo

r—+00

lim (2% 44z — 1)

T——00

Solucion:

lim (22442 —1) = +oo

T——00
. 3 o
» 2l )

Solucion:

lim (:(:3 —1) =400

r———+00

lim (23 —1)

T——00

Solucion:

lim (3 —1) = —o00

. . 5_
2l = T)

Solucion:

lim (—2°—7) = -0
r—+00

lim (—2° —7)

T——00

Solucion:

lim (—2® —7) = +o0

T——00

13



2.3 Calculo de limites de funciones racionales
1. Calcular los siguientes limites y, en caso de que no existan, calcular
los laterales.

(a) T+5

1m
z—2x — 1

Solucion:

lim £T0 7
z—2 1 — 1

. x? =2
im
z—-2 x+3

Solucion:

2

-2
lim x =2
——-2r+3

r—1

1m
z—3x — 3

Solucion:

= —o00; lim = +00

x—l_{?} . r—1 . r—1
N r—3+t 1 —3

im
z—3x — 3

r—1
1m
T——2 7T + 2

Solucidn:

1—=x

im
z—3x — 3

Solucion:

14



i 1—=x {—2]
1m = |—| —
z—3 1T —3 0
—x 1—2
— lim = +400; lim = —00
z—3— T — 3 z—3+tx — 3

Solucion:

-1 [0} ~ lm (x+1)(z—1)

m
z—1 r—1 rx—>1 r—1 rx—>1

I xr+2
wir}l—QmZ—Zl

Solucion:
. T+ 2
lim —

LT - lim —— =
r——2722 — 14 0:| xi{an (:L’ =+ 2)(x — 2)
1 1

T2 {0

m =
r——21 — 2 4

. 3
lim ———
v——0 34 — 23

Solucion:

lim L— [O}— lim xig— li
a—03z4 — 23 0] -

lim 5
r—/3 T4 —3
Solucion:

lim x—\/gz[O]: lim T —V3 =
s—3 T2 =3 0 e—3 (z — V3)(z + V3)

lim =

V3T +V3  2V3

15

a—0 z3(3z — 1) 03z —1

= lim (x+1) =2

-1



() 1lim 22 + 142 + 49
T——T7 2 — 49

Solucién:
. 2P+ 14 +49 [0 , (z+7)?
ilm —=|-|= lim ———— =
s——7 a2 —49 0] a—-7(x=T)(z+7)
T+ 7 0 0
m = — =
e—-Tx—T —14

3. Calcular los siguientes limites

i 22 —3x+4
(a) z—1>n-i1-oo 2 -3
Solucion:
2 _ 3, 4
g oA _Eo) o, Loate
r—too 72 —3 +00 z—+oo 1 — %
4
Tzt —2x — 2
b i -
( ) z—1>I200 3¢ +1
Solucion:
2 2
lim z* — 2z — 2 = F_OO] = lim 71_?3_F =
z—+too 3t 41 +oo] a—teo 344
3
xz°+5r—1
i —_—
(C> x—1>H-|Eoo 2 4+ 2
Solucion:
5 1
lim %’ +52 1 S e lim T
z—too g2 42 +oo] et 1- 3%
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