Problemas de Matematicas 4° de ESO

Funciones

1 Funciones

1.1 Concepto de funcion

1. Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones
(a) f(z)=3z+1

Solucion:

e dominio todo R
e recorrido todo R

(b) f(x) = 2%+ 4z

Solucion:

e dominio todo R
e recorrido todo (—4,+00)

(¢) fla) =& T9

Solucion:

e dominio todo [—9, +c0)
e recorrido todo [0, 400)

(d) f(z)=—2?+2

Solucion:

e dominio todo R
e recorrido todo (—o0, 2]

Solucion:

e dominio todo R — {—1}
e recorrido todo R — {0}

() f(2) = —

24+

Solucion:

e dominio todo R — {—1,0}



e recorrido todo (—oo, —4) U (0, +00)
2. Halla el dominio de las siguientes funciones
(a) f(x)=a3 -z +2

Solucion:

El dominio sera todo R, ya que se trata de un polinomio.

(0) f&) =

Solucion:

Cuando se anula el denominador la funcién no esta definida, es
decir, 24+ 2 = 0 = = = —2. El dominio es R — {—2}

(€ flr) ="

Solucion:

Cuando se anula el denominador la funcién no esta definida, es
decir, z — 4 =0 = x = 4. El dominio es R — {4}

(@ f@) = 5

Solucion:

Cuando se anula el denominador la funcién no estd definida, es
decir, 3z + 6 = 0 = = = —2. El dominio es R — {2}

(e) flx)=24++Vx+5
Solucion:

Cuando el radicando es negativo la funciéon no estd definida, es
decir, z+5 > 0 = x > —5. El dominio es [—5, +00)

3. En las funciones del ejercicio anterior, calcular las imagenes de 0, 4, —2, —5.

Solucion:

(a) fz) =2 —2+2



2+
1 1 ) . 1
f(0) = X f(4) = 6 f(=2) no estd definida; f(—5) = —3
2z
(©) fr) ="
[ . 2 10
f(0) =0; f(4) no esta definida; f(—2) = 3 f(=5) = 5
2
d =
(@ f) = 5
1 1 [ . 2
f(0) = 3 f4) = 9’ f(—2) no estd definida; f(—5) = 9
() f(@) =2+ VaT5
F0) =2+ V5 f(4) =5 f(-2) =2+ V3; f(-5) =2
1.2 Funciones definidas a trozos
1. Representar la funcién
2—3x si T < =2
fz) = 2 s —2<w<?2
4 si x> 2
2. Representar la funcién f(z) = |z + 1| Tener en cuenta que por la

definicion de valor absoluto tenemos

z+1 si z+1>0
f(x)—|x—|—1|—{_($+l) si z+1<0

r+1 si x> -1
—rx—1 si z< -1

=>f(x)={

1.3 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

1. Calcula la variacién de la funcién f(x) = 2 — 4 en los intervalos que
se indican



(a) Enel [-1,5]
Solucion:

f(—=1) = -3, f(5) =21 = la variacién de la funcién f(z) en el
intervalo [—1,5] es f(5) — f(—1) =21 — (—3) = 24.

(b) En el [0, 5]
Solucion:

f(0) = —4, f(5) = 21 = la variacién de la funcién f(x) en
el intervalo [0, 5] es f(5) — f(0) =21 — (—4) = 25.

(c) Enel [-6,—1]
Solucion:

f(=6) = 32, f(—1) = —3 = la variacién de la funcién f(z)
en el intervalo [—6,—1] es f(—1) — f(—6) = -3 — 32 = —35.

2. Calcula la variacion de la funcion

1—2x si z<—1
f(z) = 2 s —1<2<?2
9 si x> 2

En los siguientes intervalos.

(a) En el [-2,1]
Solucién:

f(=2) = 3, f(1) = 1 = la variacién de la funcién f(z) en
el intervalo es f(1) — f(=2)=1—-3= -2

(b) En el [1, 3]
Solucion:

f(1) =1, f(3) = 9 = la variacién de la funcién f(x) en el
intervalo es f(3) — f(1)=9—-1=38



()

En el [4,7]
Solucion:

f4) =9, f(7) = 9 = la variacién de la funcién f(x) en el
intervalo es f(7) — f(4)=9—-9=0

3. Estudia si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes en los
puntos que se indican utilizando la calculadora.

(a)

fz)y=23enz=0
Solucién:

Cogemos valores préximos a cero y calculamos sus imagenes.
Sean —0.1 < —0.01 < —0.001 < 0.001 < 0.01 < 0.1 que tendran
las siguientes imagenes correspondientes:

—0.001 < —107% < —107? <1079 < 107% < 0.001

Luego la funcién es creciente en el punto z =0
fz)=3—-22enz=1

Solucioén:

Cogemos valores préximos a uno y calculamos sus imagenes.
Sean 0.9 < 0.99 < 0.999 < 1.001 < 1.01 < 1.1 que tendran las
siguientes imagenes correspondientes:

2.19 > 2.0199 > 2.001999 > 1.997999 > 1.9799 > 1.79

Luego la funcién es decreciente en el punto x = 1

4. Indica en que intervalos son crecientes o decrecientes las siguientes
funciones y calcular, si los tienen, sus maximos y minimos relativos.

(a)

(b)

flz)=—a3+1

Solucion:
e creciente: Nunca
e decreciente: Siempre
e maximos: No tiene
e minimos: No tiene

f(:z):{ 1—2 s% <1

r—1 si z>1



Solucién:
e creciente: (1,+00)
e decreciente: (—oo,1)
e maximos: No tiene
e minimos: (1,0)

(c) f(z) =2 -3z

Solucién:
e creciente: (—oo, —1) U (1,400)
e decreciente: (—1,1)
e maximos: (—1,2)
e minimos: (1,—2)

(@) fla) =22

T

Solucién:
e creciente: (—o0,0) U (0,400)
e decreciente: Nunca
e maximos: No tiene

e minimos: No tiene

Solucion:
e creciente: Nunca
e decreciente: (—oo,1) U (1,400)
e maximos: No tiene
e minimos: No tiene

(f) flz) = —

T2+

Solucién:
e creciente: (—oo,—1)U(—1,—-1/2)
e decreciente: (—1/2,0) U (0, +00)
e maximos: (—1/2,—4)

e minimos: No tiene

1.4 Funciones acotadas. Funciones simétricas.
Estudio grafico de la continuidad. Puntos de corte con
los ejes.

1. Explicar si las siguientes funciones estan acotadas y porqué



Solucion:

No estd acotada, por no estarlo ni superior ni inferiormente.

flz) =z —1|
Solucion:

La funcidn esté acotada inferiormente, ya que todos los valores de
f(z) son siempre mayores de cero; pero no lo estd superiormente,
y por tanto, no esta acotada.

f(x) =cosx
Solucién:
Todos los valores de f(x) estdn comprendidos entre —1 < f(x) <

1, es decir, estd acotada superior e inferiormente, y por tanto,
estd acotada.

2. Estudiar la simetria de las siguientes funciones

(a)

f(z) =322 -1
Solucion:

f(—z) =3(—z)?—1 =322 —-1 = f(r) = La funcién es simétrica
respecto al eje de ordenadas (eje Y).

2?2 -1
=53
Solucién:
—r)? -1 21
f(=z) = (=2) ° = f(x) = La funcidn es simétrica

(—x)6+3 T 2613
respecto al eje de ordenadas (eje Y).

_ Jel=5
fla) =1
Solucién:
f(—z) = I=2l-5 = _lel=5 = —f(x) = La funcién es
—x x

simétrica respecto al origen.



(d)

f(z)=+va*—322 -5

Solucion:

f(—2) = V()  =3(—2)2 -5 = Va2t - 322 -5 = f(z) =

La funcién es simétrica respecto al eje de ordenadas (eje V).

3. Hallar los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones

(a)

f(z) =223 -8z
Solucion:

203 — 8 = 0 = 2 = 0, = £2 luego los puntos de corte
seran (0,0), (2,0) y (=2,0).

2 -1
o) =553

Solucion:

1
Luego los puntos de corte seran (—1,0), (1,0) y <0, —3)

floy =220

x
Solucion:

[ =5
x

=0=z=5

No hay cortes con el eje Y. Luego el tinico punto de corte con los
ejes es (5,0).

f@) = VaT =327 =5

Solucion:

Vit =322 -5 =0= 2*-322-5 =0 = x = —2.047579645, z =
2.047579645
f(0) = /=5, luego no hay corte con el eje Y.

Los puntos de corte serdn (—2.047579645,0) y (2.047579645, 0).



4. clasifica el tipo de discontinuidad de las siguientes funciones:

1
() f@) =~

Solucion:

Tiene una discontinuidad inevitable en z = 2

z2—1
(b) fla) =

Solucion:

Tiene una discontinuidad evitable en z = —1

Lo <0
(c){ si x

x .
2¢ si x>0

Solucion:

Tiene una discontinuidad inevitable en x = 0, donde pega un

salto.
22 —3x+5 si r < —1
(d) 9 si —1<2x<0
Vv si x>0
Solucion:

Tiene una discontinuidad inevitable en x = 0, donde pega un
salto.

5. Idear cuatro funciones definidas a trozos y calcular su dominio, re-
corrido, cortes con los ejes, simetrias, continuidad y por iltimo decir
si estan acotadas.

6. Representar graficamente las siguientes funciones definidas a trozos

—2x —5 si T < —1
(a) -3 si —1<x<0
r+1 si x>0
r—5 si T < -3
(b) 4 si —3<x<0
r+4 si x>0



—2x  si < —1
(c) 2?2 s —1<2<1

x si r>1

x? si r < —1
(d) -3 si —1<z<2
— s x> 2

1.5 Operaciones con funciones. Funciones reciprocas

1. Dadas las funciones f(x) = 23 — 2 y g(x) = v + 2, calcuar si es
posible

(a) (f+9)(4)

Solucion:

Solucion:

(f 9)(0)=-2+V2

(e) (f-9)(=3)
Solucién:

(f - 9)(—=3) no existe, ya que —3 no pertenece al dominio de g(z).

I\
9

10



Solucion:

(g) (4) = J;S; = 25.31139400
2. Dadas las funciones f(z) = %5 yg(z) = %

(a)

Dominio de f
Solucion:

f estard definida en todos los nimeros reales, excepto en aquellos
en los que se anule el denominador, es decir, z—5 =0 = x = 5;

luego Dom(f) = R — {5}.

Dominio de g
Solucion:

f estard definida en todos los ntimeros reales, excepto en aque-
llos en los que se anule el denominador, es decir, x = 0; luego

Dom(g) = R — {0}.

Calcular la funcién (2 - f) y su dominio.

Solucion:

2 4

(2 f)@) =2 fl@) =2 — = ——

(2 - f) estard definida en todos los nimeros reales, excepto en
aquellos en los que se anule el denominador, es decir, x — 5 =
0 = x = 5; luego Dom(2- f) = R — {5}.

Calcular la funcién (f 4 ¢g) y su dominio.

Solucion:

U490 = 1@+ o) = =545 = 0,

(f + g) estard definida en todos los nimeros reales, excepto en
aquellos en los que se anule el denominador, es decir, z(z —5) =
0=z =0, x =5; luego Dom(f +g) =R —{0,5}.

Calcular (f - g) y su dominio.

Solucion:

11



2 1 2
(f-9)(z) —f(x)'g(ﬂc)—f_g)'; = 2@—5)
(f - g) estard definida en todos los nimeros reales, excepto en
aquellos en los que se anule el denominador, es decir, z(x — 5) =

0=z =0, x =5; luego Dom(f-g) =R —{0,5}.

(f) Calcular <f> y su dominio.
g

Solucion:
N,y fa@) 5 2
(o= ==

<f> estara definida en todos los niimeros reales, excepto en aque-

llos en los que se anule el denominador, es decir, z — 5 = 0 =

x = b; luego Dom (g) =R — {5}

3. Siendo las funciones f(z) = 2% + 1y g(z) = 2z, calcular las funciones
compuestas

(a) (gog)

Solucion:

(gog)(z) = g(g9(x)) = g(2x) =2 (2z) = 4z

Solucion:

(fog)(x)=flg(z)) = f(2z) = (2z)3 +1=8z%+1
(c) (gof)

Solucién:
(go f)(z) =g(f(x) =g(z® +1) =2(x> + 1) = 22° + 2

1 1
4. Siendo las funciones f(z) = - g(z) = —, calcular las funciones
- x

compuestas
(a) (gog)

Solucion:

12



(b)

()

(99 >—g@cw>—g(;)__(;)_x

(fog)

Solucién:
Uogxxw=f@um::f(;)=(i;_Q::Ijéx
(gof)

Solucién:

WOﬁ@ﬂng@DZQ(wi2)=( oo
T—2

5. Calcula la funcién reciproca de

(a)

f(2) = 5a
Solucion:
Y

Despejamos x de la ecuacién y = bz = = =

. . €T
Intercambiamos las variables x e y = y =

5
.y ; -1 x
La funcién reciproca es f~*(x) = ¥
flz)=3z+1
Solucién:
; ./ y—1
Despejamos = de la ecuacion y =3z + 1 = x = 5
. . r—1
Intercambiamos las variables x e y = y = 3
sz : -1 z—1
La funcién reciproca es f~*(x) = 3

1

— si <0

T

f(z) =
Ve osi >0

Solucion:

13



1
si x<0 Yy=—-—=—==a=—-
fay=4 " o v /

\/E si .’BZO Yy = ;pz:ﬁ:yQ

Luego la funcién reciproca serd f~'(z) =

2 Continuidad

2.1 Continuidad en un punto y en un intervalo

1. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en los puntos que se

indican.
(a)
2 s1 r< =2
x
—+3 si —2<zxz< 0
f(z) = 2+ o =T= enz=-2,yenzx=0
5 si = 0
r+3 si x> 0
Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
ILIEQ* f(.%') - xli{n—22 =2
x
li = 1 —4+3)=2 =
i, )= (5 +3)
f(=2) =
li = 1 =f(-2)=2
lim f(@) = lmf(@) = f(-2)
Luego la funcién es continua en el punto x = —2.

Ahora estudiamos en x = 0

lim f(z)= lim <§+3> =3
(

r—0— x—0

. — . — :>
i, flw) = Jim (o +3) =3

F0) =5

im f(x) = lm f(@) £ £(0)

Luego la funcién no es continua en el punto z = 0.

14



—2 si r< =2

flz)=2% o s —2<2< 0 enz=-2 yenzx=0
2?2 si T > 0
Solucion:
Primero estudiamos en x = —2

lim f(z)= lim 2(—2) = -2

r——2— r— —
lim f(z)= lim x= -2 =
r—s—2+ r——2

lm f(@)= lm f@) # [(-2)

Luego la funcién no es continua en el punto z = —2.

Ahora estudiamos en x = 0

lim f(z) = hmox =0

xﬁﬁ;_ f(z) = hmom =0 =
f(0)=0
lm f(z) = Tim f(x) = [(0) =0

Luego la funcién es continua en el punto z = 0.

|z| si r< —1
flx)=4¢ 22 si -1<2x< 2 enz=-1,yenz=2
2 si T > 2
Solucion:
Primero estudiamos en x = —1

lim f(x)= 11n£1 lz| =1

xjn?ll flz) = xlimqﬁ =1 =
f(=1) =1
lm f@)= limf() = f(-1) =1

15



Luego la funcién es continua en el punto z = —1.

Ahora estudiamos en x = 2

{ i, Sle) = Jimy2 =2

lim f(r)= lim o* =4 —

li_f(@) # lim f(a)

T—2~

Luego la funcién no es continua en el punto z = 2.

()

2 +8 si T < =2
x2 si 2<zx< 1
f(z) = 3 si xr= 1
T si l<a< 2
0 si T > 2
Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
lim  f(z)= lim 2*=4
rT——2" r——2
lim f(z)= lim (22 +8)=4 =
r—s—2+ r—>—2
F(-2) =
li = i =f(-2)=4
lim f(e) = lim f() = f(-2)
Luego la funcién es continua en el punto z = —2.

Ahora estudiamos en z =1

Jm f@) = Jim =1

hqifuyzggﬂﬁzl —
f)=3
lim_ f(z) = lim f(z) # f(1)

Luego la funcién no es continua en el punto x = 1.

Ahora estudiamos en x = 2

lim f(z)= lim 0=0
r—2T r—2
. . -
hn%i flx) = 11m2:n =

16



lim f(x)# lm f()

Luego la funcién no es continua en el punto x = 1.

2. Estudia si la funcién

f@):{ 4 si 8<w<2

r+2 si 2<x<5bh

es continua en el intervalo (—8, 5].
Solucién:

La funcién es continua en los intervalos (—8,2) y en el (2,5]. Sélo
nos falta por comprobar la continuidad en el punto x = 2.

lim f(x)= xli_n>124 =4

r—27

lim f(x)leiin2(a:+2):4 = lim f(zx)= lim f(z)= f(2)

z—2t T—2~ z—2t

f(2) =4

Luego la funcién es continua en el punto x = 2 y, por tanto, la funcién
es continua en el intervalo (—8,5].

3. Calcular el valor de k para que la funcién

2 .
-2 si <3 .
f(x)_{kx—2 sioz>3 en =3

Solucion:
. L > o
im f(z) = lima® —2=7

r—3t

Cuando k = 3 la funcién f(x) es continua en x = 3.

4. Calcular cuanto deben valer a y b para que la funcién siguiente sea
continua en todo su dominio.

2’ +a si T <2
ar+b si 2<z<3
4 si >3

17



Solucién: Para que la funcién f(z) sea continua en x = 2

1irr§_ f(z) = lim2(x2 +a)=4+a
—= 4+a =2a+b=a+b=14
lim f(z)= lim2(a33 +b)=2a+0b

r—2F

Para que la funcién f(z) sea continua en z = 3

lim f(z)= lim2(aaz +b)=3a+0b

T— 3~

—3a+b=4

JUE%+ f(z) = xlin24 =4

3a+b=14 _.]a= 0
a+b=4 b=14
La funcién es continua en todo su dominiosia =0y b=4

2.2 Tipos de discontinuidad

1. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones e indica
de que tipo son:

(a)

fz) = 20+3 si <1
T 2242 siox>1

Solucion:

lim f(x)= liml(Z:U +3)=5

r—1"
0, fe) = Jim, (@74 2) =3

La discontinuidad en el punto = = 1 es inevitable, en dicho punto
hay un salto. El valor del salto de la funcién en dicho punto sera:

li — 1 =3-5/=|-2/=2
lim f(@) T (@) =[3-5]=] -2
(b)
2 si —8<xr< -2
fl)y=4¢ 22-1 si -2<z<1

18



Solucion:

Enz=-2

Los limites laterales son distintos y por tanto la funcién pega un
salto en ese punto, la discontinuidad es inevitable. El valor del
salto es

I — —3-2/=1
Clim f(@)— lmf)] =[3 -2
Enz=1

lim f(z)= iml(x2 —-1)=0

r—1— x

lim f(z)= xlii>n10 =0

r—s1t

f(1) no definida

Los limites laterales son iguales, basta definir f(1) = 0 para que la
funcién sea continua en x = 1, luego la discontinuidad es evitable.

1
— si r<—1
x
22 si —-1<z<1
flz)= 1
—— si 1<x<?2
x
2 si x> 2
Solucién:
Enx=-1
1
lim f(z)= lim —=-1
r——1" r——1
li = i 2_9)=-1
x—1>I£11+ f(ﬂ;’) aci{n—l(x )
f(=1) no definida
Los limites laterales son iguales, basta definir f(—1) = —1 para
que la funcion sea continua en z = —1, luego la discontinuidad es
evitable.

19



Enz=1

f)=-1
Los limites laterales son iguales y el valor coincide con el valor
de la funcién en x = 1, luego la funcién es continua en este punto.

Enz=2 1 1
li = 1i — ===
i 7(0) = Jim,2 =2

Los limites laterales son distintos y por tanto la funcién pega un
salto en ese punto, la discontinuidad es inevitable. El valor del

salto es
1
2 2

2. Calcular el verdadero valor de las siguientes funciones en los puntos
que se indican.

(a)

lm f(x)— lim f(z)

z—2F

=2 s 2>z
3z si 2<«x

Solucién
lim f(x)= linr12(:1:3 —2)=26

r—27

xl;n;+ f(z) = xlglz 3x =6

El verdadero valor es f(2) = 6.
(b)

2
7 10
f(x):% en x = —2
Solucion:
2 1
lim f(r)= lim S e10 m
T—>—2 T——2 x+2 0
2 1 2
lm T 10 @@ o i3
r——2 x4+ 2 r——2 x4+ 2 r——2

Luego el verdadero valor es f(—2) = 3.
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2.3 Continuidad y Operaciones:

1. Dadas las funciones f(z) = 22 + 3z y g(z) = 22 — 9, estudia la conti-
nuidad de las funciones siguientes:

(a)

[+

bf Solucién:

(f+9)(x) = flz) +g(x) =2 + 3z + 2% -9 =222+ 32— 9
Funcién continua en todo R por ser un polinomio.
f - g: bf Solucion:
(f-9)(@) = f(z)-g(x) = (> +3z)(2® - 9) = 2 + 32> — 922 — 27z
Funcién continua en todo R por ser un polinomio.

f

=: bf Solucion:
g

<f>( ) f(x) 2?+32

— xTr) = =

9 gle) — 2>—=9

La funcién sera discontinua en aquellos puntos en los que se anu-
le el denominador, es decir, cuando g(z) = 22 —9 =0 = 2 =

3, x = —3. Luego la funcién = es continua en R — {—3,3}

En z = 3:

. 22+ 32 . z(z + 3) ) x 3
hm _— = hm _— — hm —
e—3 22 —-9 2—3(x+3)(r—3) +—3x—-3 0

Indeterminacion de signo que evaluamos mediante los limites la-

terales:
T

lim = 400
z—3+tx — 3

X

lim
r—3— T — 3

= —00

Luego en el punto z = 3 no existe el limite de la funcién, en este
punto hay un salto entre —oo y 400. La discontinuidad en x = 3
es inevitable.

En x = -3:
2 + 3z . z(x + 3) . T 1
m ——7= m — = 1m = —
e—-3 22-9 2—-3(x+3)(z—-3) 2—-3x-3 2
1
Bastarfa definir f(—3) = 57 bara que la funcién sea continua.
Luego la discontinuidad es evitable en x = —3.
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: bf Solucién:

9 Ny 9@ 2?9
(f—g>( )_f(w)—g(x) T 3249

La funcién sera discontinua en aquellos puntos en los que se anule

9
() 7=

el denominador, es decir, cuando 3z +9 = 0 = = = —3. Luego
la funcién 7 I es continua en R — {-3}
-9
Pero en x = —3:
2 _ — —
Tl S T Gl )] ek I TN ek S
+—-33cr+9 +—-3 3(x+3) r—-3 3
Bastarfa definir f(—3) = —2, para que la funcién sea continua.
Luego la discontinuidad es evitable en x = —3.
2
9 14
2. Estudia la continuidad de la funcién f(z) = % y, si es po-
x

sible, complétala para que sea continua en todo R.
Solucién:

La funcién serd discontinua en aquellos puntos en los que se anule
el denominador, es decir, cuando z + 2 = 0 = z = —2. Luego la
funcién f(z) es continua en R — {—2}

2 14 2
i Tt9r+ld . (@+D)(@+2) lim (z47) =5
T——2 T+ 2 T——2 T+ 2 T——2

Bastarfa definir f(—2) = 5, para que la funcién sea continua. Luego

la discontinuidad es evitable en x = —3. Escribimos
2
9 14
TAH R G 42
F( $) _ T+ 2
5 si x=-2

Diremos que F(z) es la extensién por continuidad de f(z).
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