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Capitulo 1

Problemas de Algebra

1.1. Numeros Reales

1.1.1. Los nuimeros

Problema 1 Indica el conjunto més pequeinio al que pertenece cada uno de
los siguientes ntimeros:

-7 12; 0; @; 2,333...; —% ; 2,1010010001. ..
Solucién:

—7 es un numero entero —7 € Z.

12 es un niimero natural 12 € N.

0 es un numero natural 0 € N.

7 es un numero irracional.

2,333 ... es un nimero racional 2,3 € Q.

—% es un numero racional —% €Q.

2,1010010001 ... es un numero irracional.

Problema 2 Indica el conjunto més pequenio al que pertenece cada uno de
los siguientes nimeros:

—12; 2 V7 23; 7,34; 5,222272727...; 3,7770700700070000. ..
Solucion:

—12 es un nuiimero entero —12 € 7.

g es un numero racional g € Q.

\/7 es un nidmero irracional.

23 es un nimero natural 23 € N.

7,34 es un nimero racional 7,34 € Q.

5,222272727 . .. es un ndmero racional’, 222272 € Q.

3,7770700700070000. .. es un numero irracional.
Problema 3 Indica el conjunto més pequenio al que pertenece cada uno de
los siguientes ntimeros:

3; —2; 7% : 4,3327832783278 ... ; 4,33133113331113333... ; VT ;

7



8 CAPITULO 1. PROBLEMAS DE ALGEBRA

™ 7,1203870387...; 245

Solucion:

= 3 es un numero natural 3 € V.

= —2 es un numero entero —2 € Z.

" —% es un numero racional —% €Q.

» 4,3327832783278 ... es un nimero racional 4, 33278 € Q.
s 4,33133113331113333. .. es un numero irracional.
» /7 es un ndmero irracional.

= 7 es un numero irracional.

m 7,1203870387... es un numero racional 7, 120387 € Q
2+v5
2

. es un numero irracional.

Problema 4 Indica el conjunto mas pequeno al que pertenece cada uno de

los siguientes numeros:

—3; 2 —4. 4,3322277722227777... ; 4,33278278278... ; \/5 ;

m; 3.7 1203870387 . ..

Solucion:

= —3 es un numero entero 3 € Z.

= 2 es un nimero natural 2 € N.

. —% es un numero racional —% €qQ.

w 4,3322277722227777 ... es un nimero irracional.

= 4, 33278 es un nidmero racional 4, 33278 € Q.
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/5 es un nidmero irracional.

= 7 es un numero irracional.

2+v/3

572 es un numero irracional.

7,1203870387 ... es un nuimero racional 7, 120387 € Q

Problema 5 Indica el conjunto més pequenio al que pertenece cada uno de
los siguientes ntimeros:
% © V2 5 0,12348348...; 0,123123412345...; —3; m;

0,110011100011110000. . .; 0; %
Solucién:
] % es un numero racional % € Q.

V2 es un ndmero irracional.

5 es un numero natural 5 € N.

0,12348348 ... es un ndmero racional 0, 12348 € Q.

0,123123412345 ... es un nimero irracional.

—3 es un numero entero —3 € 7.

7 es un numero irracional.

0,110011100011110000. .. es un ntmero irracional.

s 0 es un ndmero natural 0 € N.

% es un numero racional % €qQ

Problema 6 Indica el conjunto més pequefio al que pertenece cada uno de
los siguientes ntimeros:

15 V35 T 0,12359359...; 0,123123412345...; —2;
0,110011100011110000. . .; 0; %.

Solucioén:
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. i es un numero racional % € Q.

= /3 es un nimero irracional.

= 7 es un nimero natural 7 € N.

= 0,12359359... es un ntimero racional 0, 12359 € Q.
s 0,123123412345... es un numero irracional.

= —2 es un ntumero entero —2 € 7.

= 7 es un numero irracional.
= (0,110011100011110000... es un numero irracional.

s 0 es un numero natural 0 € N.

4

& s un niimero racional % €qQ

Problema 7 Indica el conjunto mas pequeno al que pertenece cada uno de
los siguientes niimeros:

3; —v5; 2,125125125... ; —% :o—1
Solucién:

3 es un numero natural 3 € V.

—+/5 es un numero irracional.

2,125125125. .. es un nimero racional 2, 125 € Q.

9 ) : 9
1 es un numero racional ~1 €Q.

—1 es un numero entero —1 € Z.

Problema 8 Indica el conjunto mas pequeno al que pertenece cada uno de
los siguientes niimeros:

—3; 0,56; 0; m; 1,1122111222...; —2; 2; 7,161616. . ;
3,21213214215...; 8,666. ..

Solucién:
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—3 es un numero entero —3 € Z.

0,56 es un ntimero racional 0,56 € Q.

0 es un numero natural 0 € N.

7 es un numero irracional.

1,1122111222... es un ndmero irrracional.
—% es un numero racional —% € Q.

2 es un ntmero natural 2 € N.

7,161616. .. es un nuimero racional 7, 16 € Q.
3,21213214215. .. es un nimero irracional.

8,666 . .. es un nimero racional 8,6 € Q

Problema 9 Indica el conjunto més pequeinio al que pertenece cada uno de
los siguientes ntimeros:

—1; 0,71; 0; +/2: 1,1133111333...; —% 7 2;9,262626. .
3,21213214215...; 3,333...
Solucion:

—1 es un nimero entero —1 € Z.

0,71 es un numero racional 0,71 € Q.

0 es un numero natural 0 € N.

v/2 es un ndmero irracional.

1,1133111333... es un numero irrracional.
—% es un numero racional —% € Q.

15 es un numero natural 15 € N.

9,262626 ... es un nimero racional 9, 26 € Q.
3,21213214215. .. es un nimero irracional.
3,333... es un ndmero racional 3,3 € Q

Problema 10 Indica el conjunto méas pequefio al que pertenece cada uno
de los siguientes ntimeros:

2, —3; 3, 3,7728122812...; 5,1133111333...; v/3; = 3,230173017.. ;

4

Solucion:

= 2 es un numero natural 2 € N.

= —3 es un numero entero —3 € 7.

3

7 . 3
= 5 es un ndimero racional § € Q.

= 3,7728122812... es un niimero racional 3, 772812 € Q.
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= 5,1133111333...... es un numero irracional.

» /3 es un ndmero irracional.

s 7 es un numero irracional.

3,230173017... es un numero racional 3, 23017 € Q

es un numero irracional.

1-5
2
s 0 es un numero natural 0 € V.

Problema 11 Indica el conjunto mas pequenio al que pertenece cada uno
de los siguientes ntimeros:

3; —2; 1. 2,7728122812...; 6,1133111333...; v/5; m; 4,230273027.. ;

Solucion:

= 3 es un numero natural 3 € N.

= —2 es un numero entero —2 € 7.

. i es un numero racional % € Q.

m 2,7728122812... es un numero racional 2, 772812 € Q.
= 6,1133111333...... es un numero irracional.

= /5 es un nimero irracional.

s 7 es un numero irracional.
= 4,230273027 ... es un nuimero racional 4, 23027 € Q
es un numero irracional.

1-v5
2

s 0 es un numero natural 0 € V.
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Problema 12 Indica el conjunto mas pequenio al que pertenece cada uno
de los siguientes ntimeros:

—3; 2,71; 0; +/5: 1,2233222333...; —1—73 ; 5; 11,163636. . .;
4,21132142152...; 5,333...
Solucion:

—3€Z; 2,71 €Q; 0€ N; /5 € irracional; 1,2233222333... € irracional;

Q:; 5€ N;11,163636... € Q;
4,21132142152.. .. € irracional; 5,333... € Q

Problema 13 Indica el conjunto mas pequeno al que pertenece cada uno
de los siguientes ntimeros:

3 2,7171...; m; 9 3,22442224444 ... ; —g ; 0; 23,163737..
7,2122132142...; 6,111...

Solucion:

3 N; 2,7171... € Q; 7 €irracional; V9 =3¢ N; 3,22442224444 ...

irracional ; —g €@ ; 0 N;23,163737... € Q;
7,2122132142 ... € irracional; 6,111...€ Q

Problema 14 Indica el conjunto mas pequenio al que pertenece cada uno
de los siguientes ntimeros:

1++5 5

5; 4,8282; 5 V81 3,2277222777...; —§; 0; 21,253838...;
7,112113114...; 4,111...
Solucion:

1+5
2

)
irracinal; ~3 €Q; 0€ N;21,253838... € Q;
7,112113114. .. € irracinal; 4,111... € Q

5€N; 4,8282...€ Q;

Problema 15 Indica el conjunto mas pequeno al que pertenece cada uno
de los siguientes ntimeros:

6; 7,5252...; m; +/36; 3,5577555777...; —Z; —1;1,143939.. ;
7,772773774. .5 9,999. ..

Solucion:

6€N; 7,5252...€Q; 7€ irracionales; /36=6¢ N; 3,5577555777...

irracionales ; —Z €EQ; —1€7;1,143939... € Q;

€ irracinal V81 =9 € N; 3,2277222777... €

13

7

S
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7,772773774 . .. € irracionales; 9,999... € Q

1.1.2. Intervalos

Problema 16 Dibuja los siguientes intervalos en la recta real:
1. [z =3 <1
2. |x—5<3

(Recuerda la definicién de entorno, E(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.
Solucién:

1. E3,1)={z€eR: |z -3| <1} = E3,1)=(3—-1,3+1) = (2,4).

2. E[5,3]={z€R:|x -5 <3} = E[5,3]=[5—-3,5+3] =[2,8].
Problema 17 Dibuja los siguientes intervalos en la recta real:

1. |z —4| <2

2. |z —-1]<3

(Recuerda la definicién de entorno, E(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.
Solucidn:

1. BE4,2)={z € R: |z —4] <2} = E(4,2) = (4 — 2,4+ 2) = (2,6).

2. E[,3|={z€R:|z—-1 <3} = E[1,3] =[1-3,1+3] =[-2,4].
Problema 18 Dibuja los siguientes intervalos en la recta real:

l.{reR:-3<z<T}

2. {reR:4<2<8}

3. {reR:x>3}

4. {reR:z < -1}

5. {x € R: |z —3| <5}

6. {reR:|z+1] <2}

(Recuerda la definicién de entorno, FE(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.
Solucién:
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1
2
3
4
5
6

.A{zeR:
.{z€eR:
.{zeR:
.{z€eR:
.{zeR:
.A{z€eR:

—3<x<T7}=[-37)

4<z<8 =(4,8)

x> 3} = [3,+00)

z < —1} = (=00, —1)

lzr —3| <5} =[3-5,3+5]=[-2,8]

lz+1] <2} =(-1-2,-1+2) = (-3,1)

Problema 19 Dibuja los siguientes intervalos en la recta real:

1
2
3
4
5
6

.{z€eR:
.A{z€eR:
.A{z€eR:
.{zxeR:
AzreR:
.A{z€eR:

-2 <z <6}
1<z<9}
x>1}
r < —3}
v -2 <5)

lz + 1| < 3}

(Recuerda la definicién de entorno, E(a,r) ={z € R: |x —a| < r}.
Solucién:

1
2
3
4
S
6

.{zeR:
.{zeR:
.A{zeR:
.A{z€eR:
.{z€eR:
.{zeR:

—2<z<6}=[-2,6)
l1<z<9}=(L9)

x> 1} = [1,400)

xr < =3} = (—o00,—3)

lz—2| <5} =[2—5,2+45] =[-3,7]
lz+1] <3} =(—=1-3,—1+3)=(—4,2)

Problema 20 Dados los intevalos A = (—1,4] B = (—o00,2] y C = (1, 3),
calcular ANB, AuUC,BNCyBUC

Solucion:

ANB=(-1,2], AuC=(-1,4, BnC=(1,2], BUC = (—,3)

Problema 21 Escribe de todas las maneras que conozcas los siguientes
intervalos
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1. {reR:|z—2|<8}
2. {zeR:|z+1 <9}

(Recuerda la definicién de entorno, E(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.
Solucién:

l.{zxeR:|z—-2/<8}=E(2,8)={zx € R: -6 <z <10} =[-6,10]
22 {zeR:|z+1<9}=E(-1,9)={reR: -10 <z <8} =(-10,8)

Problema 22 Dados los intevalos A = (—2,4] B = (—00,2] y C = (1,4),
calcular AN B, AuC,BNCy BUC

Solucion:
ANB=(-2,2], AuC=(-2,4, BNnC=(1,2], BUC = (—00,4)

Problema 23 Escribe de todas las maneras que conozcas los siguientes
intervalos

1. {r e R:|z—5| <5}
2. {x eR:|x+2| <8}

(Recuerda la definicién de entorno, E(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.
Solucién:

l.{zeR:|z—-5<5}=E(55)=1[0,100={z € R:0 <z <10}
2. {zeR:|z+2/ <8 =E(-2,8)=(-10,6) ={zr € R: -10 <z < 6}

Problema 24 Dados los intevalos A = (—3,4] B = (-3,2] y C = (0,4],
calcular AN B, AuUC,BNCy BUC

Solucion:
ANB=(-3,2, AuC=(-3,4, BNnC=(0,2], BUC = (-3,4)

Problema 25 Escribe de todas las maneras que conozcas los siguientes
intervalos

l.{zeR: |z -1 <7}
2. {zx eR:|x+4| <10}

(Recuerda la definicién de entorno, E(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.
Solucién:

L{xeR:|z-1|<7}=E(1,7)=[-68={z€R:—6<x<8}
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2. {z € R:|z+4] <10} = E(—4,10) = (—14,6) =

={reR:-14<z <6}
Problema 26 Dados los intevalos A = (=3,7] B = (—0,3] y C = (0,7),
calcular AN B, AuC, BNCy BUC

Solucion:
ANB=(-3,3, AUC=(=3,7], BNC=(0,3], BUC = (—00,7)

Problema 27 Escribe de todas las maneras que conozcas los siguientes
intervalos

1. {x e R: |z —2| <12}
2. {zeR:|z+3 <11}

(Recuerda la definicién de entorno, E(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.
Solucién:

1. {r e R:|z—-2| <12} = E(2,12) = [-10,14] =

={reR:-10<x <14}
2. {z€R:|z+3| <11} = B(=3,11) = (—14,8) =

{reR:-14d<z<8}

1.1.3. Ecuaciones Bicuadradas
Problema 28

2t =822 —-9=0

Solucion:

Hacemos z =22 = 22 - 82 - 9=0=—= 2=9 y 2 = —1.
z=9=0= =43

2= —1= 2% No Vale

Problema 29
zt —142* - 32 =0
Solucidn:
Hacemos z =22 = 22 — 142 - 32=0= 2 =16 y 2 = —2.

2 = —2 =22 No Vale
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Problema 30
zt —802% —81 =0
Solucién:
Hacemos z =22 = 22— 802 —81=0= 2 =81 y z = —1.
z=8l=2°= =49
z = —1 =2 No Vale
Problema 31
2t =22 -8=0
Solucién:
Hacemos z =22 = 22 -2z - 8=0= 2=4 y 2 = —2.
z=4=0= =42
z = —1=z? No Vale
Problema 32
at — 242 — 25 =0
Solucioén:
Hacemos z =22 = 22 =242 —25=0= 2=25 y 2 = —1.
z=25=1" = x =15
z = —1=z? No Vale
Problema 33
t+2%-20=0
Solucién:
Hacemos z =22 = 22+ 2 -20=0= 2 =4 y z = —5.
z=4=2%>=—= 2z =12

2 = —5 =22 No Vale
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1.2. Numeros Racionales

1.2.1. Operaciones con nimeros racionales

Problema 34 Racionalizar las siguientes expresiones:

. 2.3
VB V3B
o 1 2
1+ 56
Solucién:
L2 2
- E= T
3 3V3
oo Y
5 L 1-v5 _1-v6 15 1-W5
C1+VE (1+VB)(1—VE)  (1-(vB)?)  1-5 4
2 26+V6) 2545 5+5

5-v5  (5-VB)(+vE) (32— (V52 10

Problema 35 Racionalizar las siguientes expresiones:

3.0
VTVE
, L 3
VT T VT
Solucién:
L3 i
v Il
5  5V5
G o
o L 1-V7 _1-VT O 1-VT 1T
VT VDAV (-T2 1T 6
3 3(T+VT) 3TV 3(THVT)  THVT

T-VT (T-VDT+VT) (-T2 42 Ui
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Problema 36 Simplifica todo lo que puedas

VI VBT v, YOy Lo

Solucién:

VI VB VIB v =, YOV

¢ﬁ+%¢f;2¢7:—&@

Problema 37 Racionalizar las siguientes expresiones:

s 3 A
L+V7 V3 V3-V2

Solucion:

3__ 1oV 3 s Y2 s

1+v7 2 3 V3 -2

Problema 38 Simplifica todo lo que puedas

ﬂH;Tdﬁaﬁ%?»@mﬁ—ﬁHﬁ%

Solucion:

Va4 LiE oy = —6v3, YIOVB o
5 /15

VA48 + 3V75 — V27 + V108 = 22V/3
Problema 39 Racionalizar las siguientes expresiones:

2 2 V5
1+V6 V32 V2-3

Solucion:
2 ___1-v5 2 2B V5 __
1++5 2 7 V32 37 V2-3

Problema 40 Simplifica todo lo que puedas

1 27
3@—§m+\/128, \/;g\@’ V48 + 3V/75 — /27 + /108

Solucion:

1 279
3v/32 — §¢73+ V128 = 18V/2, \/?\/gf =9,

VA8 4 3VT5 — V27 4+ V108 = 22V/3
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Problema 41 Racionalizar las siguientes expresiones:

76 V7
2+V117 V327 VT-V3

Solucion:

V21
T = 2+ V11, 56 = 2V/33, Vi T+
2+ /11 V32 VT-13 4

Problema 42 Simplifica todo lo que puedas

1 V2169
V75 + 5 V192 + V14T, \G/gf V96 — /150 + 2v/294

Solucion:

1 216v/9
v%#ﬂm+ﬁuﬂwa“%f:mﬁ

V96 — V150 + 2v/294 = 136
Problema 43 Racionalizar las siguientes expresiones:

4 3 V3
1+Vv5 V32 V3-VT

Solucion:

4 21
SRRV I - S N k21

T ea BV 4
1.2.2. Ecuaciones Racionales
Problema 44
Ver—1—yx=4

Solucion:

289
Vo —1=4+r = -1 = 16+2+8/r = —17T =8z =z = o1 bo vale
Problema 45

24vVr—1==zx

Solucion:
Vi—-1=a0-2=—0—-1=224+4—4r—2>—52+5=0—
r = 3,618

x =1,382 No Vale
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Problema 46

Vr—14++vVzr+1=3

Solucion:
85
vVe—-1=3-+Ver+1—2—-1=942+1-6vVr+1— —11 = —6 :U—|—1:>:U:%

Problema 47
3—Vr+2==x
Solucioén:
—m:$—3:>x+2:a:2+9—6m:>x2—7x+7:0:>

x =5,79129 No Vale

x =1,20871
Problema 48
Vi —3++xr=4
Solucion:
361
v — :4—\/:E:>a:—3=16+x—8\/§:>—19=—8\/5:x:a

Problema 49
Ve+4d=z-1

Solucion:
r+4=224+1-2r=—=2>-32-3=0—

x=3,7912

x = —0,79128 No Vale
Problema 50
V2r —1+4+z=38
Solucién:

20 —1=64+2°— 160 = 2° — 182 + 65 = 0 =

=25
z = 13 No Vale
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Problema 51
Vve+l=z-1
Solucion:

r+l=14+2>-2r=2>-3r=0=2(2—3)=0

r=3
z =0 No Vale

Problema 52

V2 +3—-Vr—2=2
Solucion:
V2r+3=2+vVz -2 — 22+3 =4+2x—-24+4vVr — 2 — x+1 = —4vx — 2

2420 4+1=160+32= 22— 142+33 =0

Problema 53
V3 r—5+z=1

Solucién:
3r—b=1+4+2>—-2r=—=2>—52+6=0

z =3 No Vale
xz = 2 No Vale

Problema 54
Vi —-8=z+2

Solucion:
22 —8=2%+4r+4—=— z = —3 No Vale

Problema 55 Halla las soluciones reales de:

Vr+6+vV2—x=4

Solucion:

(Vzr+6)2=(4—-v2—1x)?
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r+6=16+(vV2—2)2-8/2—=z

20 — 12 = —-8v2—x
r—6=—-4v2—=x

(x —6)* = (—4v/2 — z)?
2?4+ 36 — 122 = 16(2 — 2)

—44++/16 — 16
2

2 4dr+4=0=— 2= = —2 doble

Problema 56 Halla las soluciones reales de:
Vr—1++r=2

Solucion:

-5 =—4z
(=5)* = (—4V)?
25

25 =16z =z = —
x T=1q

Problema 57 Hallar las soluciones reales de:

Vi+T+Vz=1
Solucién:
VITT+VE=T = VT T T =TT = (VTT7)? = (T— V5)? =
r+T7=494+2—-14yr = 42=-14/r =3 =Ve=—=12=9
Problema 58 Hallar las soluciones reales de:
Vz+6+z=3

Solucion:

Vi+b6+vVr=3=Vr+6=3—vVz=— (Vo +6)?=(3—-

3
!

1
x+6:9+x—6\/5:>—3:—6\/5:>§:\/5:>x:

=
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Problema 59 Hallar las soluciones reales de:

Ve+l—-+vVzr—-1=1

Solucion:

Ve+l—Ver—l=1=Vz+1=1+Vzr—-1

)
r+l=1+x-1+2vVz—-1=1=4 1:—1:>:c21

1.3. Logaritmos

1.3.1. Ecuaciones Logaritmicas

Problema 60 Resolver las ecuaciones:
1. logz 4 log 50 = log 1000

2. 2loga® =1log8 + 3logx

Soluciodn:
1.
log x + log 50 = log 1000
log(50z) = log 1000
50z = 1000
1
_ 1000 _ o,
50

2.

2log2® =log8 + 3logx

6logx =log8 + 3logx
6logx — 3logx = log8

3logx =log8

log 2® = log 2
.’133:23
=2

Problema 61 Resolver las ecuaciones:
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1. 3logx + 2logz? = log 128
2. 3logaz? =4+ 4logx

Solucion:

3logz + 2log 2% = log 128
3logx + 4logx = log 128
Tlogx = log 128

logz” = log 2"

3logz? =4+ 4logx
6logx —4logx =4
2logzr =14
logz =2
log z = log 10?
z =10? = 100
Problema 62 Halla las soluciones de:
log(3z? — 2) = 1+ log(z — 1)

Solucion:

log(3z? — 2) = log 10 + log(x — 1)
log(3z? — 2) = log 10(z — 1)
322 —2=10(xz — 1)

10 4+ /100 —

322 — 102 +8=0=— 2 = 0 600 96
x_10i2 seo z-2
6 T3
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Problema 63 Halla las soluciones de:

log(z? + 62 +7) = 1 4 log(z + 1)
Solucién:

log(z? + 6z + 7) = log 10 + log(z + 1)
log(2? + 62 + 7) = log 10(z + 1)
22 +6x+7=10(x +1)
2?4 —-3=0=2z=3,z=1

Problema 64 Hallar las soluciones reales de:

log(3z? — 2) = 1 + log(z — 1)

Solucién:
log(32z? — 2) = 1 4 log(z — 1) = log(32* — 2) = log 10 + log(x — 1) =

log(3z? —2) =log10(z —1) = (32? —2) = 10(z — 1) = 32> — 102 +8 =0

{x
e
T

Problema 65 Hallar las soluciones reales de:

Wik DN

log(z? 4+ 2699) = 2 + log(z + 2)
Solucion:

log (2% +2699) = 2 +1g(x + 2) = log(z* + 2699) = log 100 + log(z + 2) =
log(z? + 2699) = log 100(z + 2) = (2 + 2699) = 100(z + 2) =

2% — 100z + 2499 = 0 — 4 £ =51
xr =49

Problema 66 Calcular

log(z? — 1) 4+2 =1+ 2log(z + 1)
Solucién:

log(z? —1)+2=1+2log(x +1) = log(z* — 1) + 1 =21g(x + 1) =
lg10(z? = 1) =1g(z + 1) =10z - 1) = (z + 1) = 922 =22 — 11 =0

La solucién x = —1 no es valida.
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Problema 67 Resolver la siguiente ecuacién:

log(1 + 2?) — 1 = log(x — 2)
Solucién:

log(1 + 2%) — 1 = log(z — 2) = log(1 + %) — log 10 = log(x — 2) =
1 2
log< T ) = log(z — 2)

10

1+ a2

o =72 —-2=142°=100-20 = 2> — 102 +21 = 0 =

r=7 =3
Problema 68 Resolver las ecuaciones:
10
1. log— =2—-2logx
x

2. 3logx — 2 =2logx

Solucién:
1.
log10 —logx = 2 — 2logx
1—logax=2—2logx
2logx —logz=2—-1
logr=1= 2 =10
2.

3logz — 2 =2logx
3logz —2logx =2
logz =2 =z = 10% = 100
Problema 69 Resolver las ecuaciones:
1. log10(x + 2) — log(z?) =1
2. logx + log2? =3

Solucidn:
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10(z + 2
log @x;) — log 10
10(z + 2)
2ETE) g
$2

10z + 20 = 102>
2

rr—r—-2=0=—=2ax=2, x=-1
logx 4+ 2logxz =3
3logx =3
logr=1=2=10
Problema 70

log(3z +1) —2logx =2
Solucién:

3z +1
log (9“;) —10g100 = 1002> — 3z — 1 = 0 =
X

{ z=0,116187
x = —0,0861187 No Vale
Problema 71

log(2z +1) —2logz =1
Solucién:

2z + 1
log<$;r> =log10 = 102" — 22 —1=0 =
T

x =0,43166

x = —0,23166 No Vale
Problema 72

2log(x +1) —logx =1

Solucion:

12
log<($+)> =logl0 =2’ -8r+1=0=
xr

x=0,127
xr="17,873
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Problema 73

logz —log(l —x) =2

Solucioén:

log (é) —10g 100 = 101z = 100 = = = %
Problema 74

log(z + 1) —log(z* — 1) = 1
Solucién:
log (;tll) —1og10 = 1022 — ¢ — 11 = 0 = { " EllNo Vale
Problema 75
logx —log(l —xz) =2

Solucién:

log (Lj) —1log 100 = 101z = 100 = z = %

Problema 76 Resolver las ecuaciones:
1. logz? —log(x — 1) +1 = 2logx
2. log(z +1) —2log(z —1) =1

Solucion:

2
= log #? =

10
1. logz? — log(z — 1) + 1 = 2log z = log ——
v

2?2(11 —2) =0= 2 =11y 2 = 0 (no vale).

1
2. log(:v+1)—2log(x—1):1:log(x+1)2:loglO:>
x_
) 3 3
10z —21x+9:0:>x:§yx:gnovale

Problema 77 Resolver las ecuaciones:
1. log(10z%? —2) — 1 = log(z + 1) + log =
2. log(3z% —2) —2log(1 —z) =1

Solucion:
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1027 —
1. log(10z% — 2) — 1 = log(x + 1) + log x = log 33170 =logz(x+1)
9 1
= 10z —2:10x(x+1):x:—g
9 3% —
2. log(3z® — 2) —2log(l —z) =1 = log =log10 =

(1—)?
7x2—20m+12:02x:g, x =2 (no vale)
Problema 78 Resolver las ecuaciones:
1. 2log(z — 1) + 1 = log(z? — 1)
2. log(10(x3 + 2x)) — 2log(z + 1) = 1 + log >
Solucioén:
1. 2log(z — 1) + 1 = log(z? — 1) = log 10(z — 1)? = log(z* — 1)

11
:>9x2—20x+11:O:>:1::§yx:1(novale).

2. log(10(z3 + 22)) — 2log(z + 1) =1 + logz =

10(z + 27) 9
1
a::§yx:0(novale).

Problema 79 Resolver las ecuaciones:
1. log(z — 1) + log(x + 1) = 2logz — 1
2. logz? + 3logx = 2

Solucién:

1. log(z — 1) +log(z + 1) = 2logx — 1 = log(x> — 1) = log(z — 1)?

1 1
:>9x2—102>a:—\/3>0, x——\/j(novale)

2. logz? + 3logz = 2 = log 2® = log 100 = = = v/100 = 2, 51188
Problema 80 Resolver la siguiente ecuacion:

log(2 4 z) —logx =1+ log(1 — x)

Solucion:
24z
log(2 4+ z) —logx =1+ log(1 — ) = log = log 10 + log(1 — x)
2 1 2
log ks =1log(10(1 —2)) = 102* — 92 +2=0= o=, o=~

i 2 5
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Problema 81 Unos problemas para ejercitarse:

1.

2.

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

5log2x = 20 Sol: z = 5000
3loghxr = —9 Sol: x = 0,0002
. log 224 =2 Sol: & = 252
. log(z +1)2 =2 Sol: x =9; x=—-11
. log(7z + 15) —logh =1 Sol: x =5
. log 5 =1+log(21 — ) Sol: z = 20
.loglm—O:2—2log:U Sol: z =10; x =0
. 2logz — log(2? — 20 +6) =0 Sol: z =3
. log(2x — 3) +log(3z — 2) = 2 —log 25 Sol: z =2; x =}
log(32z%2 — 2) = 1 + log(x — 1) Sol: v =2; x = %
logz? 4+ 3logz = 2 Sol: = 105
2log 2% — 2logx = 2 Sol: x =10
logz? 4+ 1 = log a3 Sol: x =10
log(l1—z)+logx =1 Sol: No tiene solucion real.
logz —log(l—x) =1 Sol: z = 72
logz 4 2 = log a3 Sol: x =10
log(1+z) +log(l —z) =2 Sol: No tiene solucion real.
log(2z + 7) — log(z — 1) =logh Sol: . =4
%:3 Sol: x =3: z=2
10gx2_10g10ﬁ7311:1 Sol: z =11; x = —1
log(2z + 2) 4 log(x + 3) = log 6 Sol: z =0, x=—-4
71%120;%%(—:5;)_2) =2 Sol: x =2
log(z 4 6) — 3 log(2z — 3) = 2 — log 25 Sol: z =6; =14
logx = log2 + 2log(z — 3) Sol:x:%; =2
2logx =2+ logx Sol: x =0; z=2
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26. log8 + (22 — 5z + 7) log 3 = log 24 Sol: x =3; =2

27. 2logx —log16 = log 5 Sol: x=0; z=38

28. log(2z+4)+log(3z+1)—log4 = 2log(8—x) Sol:x =—42 =3
log(35—a®

29. g8-o) —3 Sol:z =3 z=2

1

30, losZtog(ll=ah) _ Sol: z =1 z=3

log(5—x)
31. log(5z +4) —log 2 = L log(z +4) Sol: x =0
32. (#2 — 2+ 3)logd =3log % Sol: No tiene solucién.

1.3.2. Sistemas de Ecuaciones Logaritmicas

Problema 82 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

3logz+ 2logy = 12
log = —1

Solucion:

3logz+ 2logy = 12 3logx+ 2logy= 12
z -
log m -1 logx— logy= -1

Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

Ju+ 2v= 12 - Ju+ 2v= 12 N u=
u— v= -—1 u— 2v= -2 v=3

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

logx =u=2 log z = log 102 x =100
logy=v =3 logy = log 10? y = 1000

Problema 83 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

2logz+ logy= 4
logd = —1

Solucion:

{ ogx+ logy :>{2logx+ logy 4

log%z -1 logx— logy= -1
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Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

2u+ v = 4 _Ju= 1
u— v= -—1 v =2
Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:
logr=u=1 logz = log 10} x =10
logy=v=2 logy = log 102 y =100
Problema 84 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:
log Z—: =1
log(a?y) = 2
Solucioén:
logZ—;) =1 3logz— 2logy= 1
log(z?y) = 2logx+ logy= 2

Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

3u— 2v= 1 A 3u— 2v= 1 N U

2u+ v= 2 qu+ 2v= 4 v
Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

logz =u =

logy =v =

Problema 85 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

~B-J|ot

z =107 _ [ @ =5,179474679
y = 107 y = 3,72759372

~I—glon

log% = 1
log(z-y?) = 2
Solucidn:
x4 _ _ _
log? =1 . 4logz— logy= 1
log(z-y?) = logz +2 logy= 2

Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

du— v= 1 N du— v= 1 N u =
ut+ 2v= 2 —4u— 8v= -8 v =

O~Xo| i~

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

logr =u =4 z =103 z = 2, 782559402
7 = 7 _
i y = 10} y = 5,994842503
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Problema 86 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

logz—z =1
log(z?y) = 2
Solucién:
3 _ . _
logy—2 =1 . 3logxz— 2logy= 1
log(z?y) = 2 2logz+ logy= 2

Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

3u— 2v= 1 N 3u— 2v= 6 i U
u+ v= 2 qu+ Tv= 4 v

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

I

z =103 [ @ =5,179474679
y =107 y = 2,71755372

Wlk—glen

logx =u =
logy =v =

Problema 87 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

logi—z = 2
log(z*y) = 3
Solucion:

3 _ . _
logy—2 = 2 . 3logz— 2logy = 2
log(z%y) = 3 2logz+  logy = 3

Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

3u— 2v= 2 - 3u— 2v= 2 N U

2+ wv= 3 dut+ 20= 6 v
Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

logx =u =

logy =v =

Problema 88 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

~J|UwJ|co

R ISENTIo)

x =107 x = 13,89495494
y =107 y = 5, 179474679
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Solucion:

log(x - =3 _
g( xy) N logz+ logy= 3
= logz— logy= 1

Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

u+ v= 3 _Ju= 2

u— v= 1 v=1

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

logr =u =2 z = 10% = 100
logy=v=1

Problema 89 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

{ logz —logy? =3

log(z®-y) =1
Solucién:
logz —logy? =3 logx— 2logy= 3
log(z?-y) =1 2logz+ logy= 1

Haciendo el cambio de variables logx = v y logy = v el sistema quedara de

la siguiente forma:
u— 2v= 3 N u=1
2u+ v= 1 v=—1
Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

logr =u=1 . r=10"=10
logy =v=-1 y=10"1=0,1

Problema 90 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:
log y% =1
log(z?y) = 2

Solucioén:

log % =1 logx— 2logy= 1
Yy —
{ log(z?y) = 2 { 2logx+ logy= 2
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Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

u— 2v= 1 N u=1
2+ v= 2 v=20

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

logx =u=1 . z =10
logy=v=0 y=1

Problema 91 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:
log y% = 3
log(z?y) = 2

Solucién:

X J— -
log 3722 = 3 N logx— 2logy= 3
log(z?y) = 2 2logx+ logy = 2

Haciendo el cambio de variables logx = u y logy = v el sistema quedara de
la siguiente forma:

u— 2v= 3 - u = %
2u+ v= 2 v = —%
Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

{logx:u:g

z = 107/° = 25,11886431
logy =v =

Problema 92

log(zy®) =2

2
log T =3
Y

logz+ logy= 2 u+ v= 2
{QIng— logy = 3 — 2u— v= 3

Solucion:

—

u=logx =8/5 = = = 39,81
v=logy=1/5= y =1,5849
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Problema 93

Solucion:

2logz+ logy= 3 2u+ v= 3
—
logz— logy= 2 u— v= 2

u=logxr =5/3 = x = 46,41589
v=logy =-1/3 = y = 0,464159

Problema 94
{ 2log(xy) =3

x
log <) =5
Y2

2logx+ 2logy = 3 - 2u+ 2v= 3
logx— 2logy= 5 u— 2v= 5

Solucion:

u=logx =8/3 = x = 464, 1588
v=logy=-7/6 =y =0,068129

Problema 95

logxz+ logy =3
2logx— logy =20

Solucion:

o W

logz+ logy =3 u+ v =
{ZIOg:L‘— logy =0 2u— v = —

u=logr=1=2=10
v=logy =2=y =100
Problema 96

log(z®y*) =8
L)

Solucion:

—

3logxz+ 2logy =38 3u+ 2v= 8
—
logz— logy =1 u— v= 1

u=logr=2=— 2z =100
v=logy=1=y =10
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Problema 97

logxz+ 2logy =3
—logz+ logy =20

Solucion:

1 21 = W =
{ og r+ ogy =3 :>{ u+ 2v

—logz+ logy =20 —u+

u=logr=1= 2z =10
v=logy=1=y =10

-

Problema 98 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

log(ay)? =4

23
log| =] =1

2logx +2logy =4
3logz —2logy =1

Solucion:

log(zy)? =4

1'3
log| =] =1
<y2>

. uzloggczlz> z =10
v=logy=1 y=10

Problema 99 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

log(azy)* =4

x
log () =2
Y2

Solucion:

log(zy)* =4

a5
log () =2
y?

2logx 4+ 2logy =4
logz —2logy =2

{u:2:10g:c {leOO
— —

v=0=logy
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Problema 100 Resolver el sistema de ecuaciones logaritmicas:

log(zy)? =8

x
log <) =4
Y2

Solucién:
2 _
log(zy) =8 2logx+ 2logy =8
x =
log (2> =4 logz— 2logy =4
Yy
2u+ 2v =28 u=4 u =4 =logx = x = 10000
u— 2v=4 v=20 v=0=logy=—=y=1

Problema 101 Unos problemas para ejercitarse:

1.
{ 2logxz— blogy= -1
3logz+ 2logy= 8
Sol: x =100; y =10
2.
{ 4logx —3logy = -1
log(z-y) = 5
Sol: x = 100; y = 1000
3.
log z + log v 5
{ logg = 4
Sol: x =100; y =10
4.
{ log(z?-y) =2
log% =1
Sol: x =10; y=1
5.
{ logz? —3logy = —1
log(z - y*) =3

Sol: x =10; y =10
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6.
logz? —3logy =2
log(y%) =3
Sol: z =107% y=10"4
7.
logx —logy =7
logx +logy =3
Sol: z = 10%; y =102
8.
T—y =15
logax +1logy =2
Sol: x =—-5; y=—-200bienx=20; y=>5
9.
logx +3logy =5
log% = 3’
Sol: x =100; y =10
10.

2logz? —logy? =4
2logz +logy? =2

Sol: x =100; y=1

1.4. Exponenciales

1.4.1. Ecuaciones Exponenciales:

Problema 102 Halla las soluciones de:
ge?+bu—4  g2u+3 _ gmr—1
Solucion:
3:02+5:1:—4 . 32(22+3) _ 33(z—1)

3x2+5x—4+2(2x+3) _ 33(z—1)

22 +5r —4+4r+6=31r—3

—6+ /36 — 20
P bt b=0= = — =
_ 6+4

T

r=-1, z=-5
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Problema 103 Halla las soluciones de:

2 _ —
31’ +b5x—4 . 92:&4—3 — 27LE 1

Solucién:
3:52+5ac74 . 32(22+3) _ g3(z—1)

3x2+5x—4+2(2$+3) 33(z—1)

22 +5r —4+4r+6=31r—3

—6 + /36 — 20
x2+6x+5:0:>x:f
_ —6=+4

T

z=-1, z=-5
Problema 104 Calcular
2_32x—1+3m+1_1:0

Solucion:

2.321

9.320-1 L ge4l g () — +3-3"-1=0=2-3"+9-3"-3=0

Haciendo el cambio de variables © = 3% la ecuacion quedara de la siguiente
forma:

2u? 4+ 9u—3=0= u=0,3117376914, u = —4,811737691
Deshaciendo el cambio de variable tenemos que
u=0,3117376914 = 3* = log0,3117376914 = log 3" —>
zlog3 =log0,3117376914 —

log0,3117376914
xr =

= —1,060968632

log 3
En el otro caso, u = —4,811737691 = 3" no es posible obtener solucién.
Problema 105
72(E—1 + 7CE+1 o 1 — 0
Solucién:
(7%)2 —_— t2 _ t=0,14244
- +7-7 —1_0:>7+7t—1_0:> t— —49,14924

t=0,14244 = 7* = x = —1,0015
t =—49,14224 = 7 = No Vale
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Problema 106

Solucion:
(6 L 2 B t =0,027764
g T 1=0= 6 -1=0= 0, _ "35 1077

t=0,027764 = 6* = =z = —2,0004
t =—-36,02776 = 6* = No Vale

Problema 107
32x+1 - 3(271 o 1 — 0
Solucion:

x ¢ t=0,63557
AV 2 _ " _ 1 ,
3(3%) 3 1=0=— 3t 3 1 0:>{t__0’524461

t=0,63557 = 3 = x = —0,41255
t = —0,524461 = 3* = No Vale

Problema 108
20 -2t 41 =0
Solucién:
22 -2.2"4+1=0=t-2t+1=0=t=1

t=2"=1= 2=0
Problema 109

520-1 _ 5t 4 1=0

Solucion:

(SI)Q x t2 2
?—5 +1:0:>€—t+1:0:>t —5t+5=0

t=5%"=3,618 = x=0,714
t=5*=1,381 — z = 0,296
Problema 110
2t 9=l _1=0

Solucion:

27 t
299_?_1:0:>t_§—1:0:> t=2=2"=2=—=2a=1
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Problema 111 Unos problemas para ejercitarse:

1. 27Tl =38 Sol: x =2
2. 293 4471 = 320 Sol: z =3
3. 612737 =216 Sol: z = 3
4. 53712 =125 Sol: . =5
5. 2% 42713 = 36 Sol: z = 2
6. 3° + 3772 =270 Sol: z =5
7. 57 + 57 4 502 = 3L Sol: & = —2
8. 52e*+3z—11 — 195 Sol: z=2; x =1
9. 4% 4 22r—1 — 94 Sol: = 2; la otra solucién no es real.
10. 2 +2?* =6 Sol: x = 1; la otra solucién no es real.
11. 35+3 49742 — 4 Sol: x = —2; la otra solucién no es real.
12. 42741 _ 4742 — 768 Sol: = 2; la otra solucién no es real.
13. 2.3 =12-18 Sol: x =3
14. 9¥+3 = 32z+5 Sol: No tiene solucidn.
15. 8= +3e+2 — | Sol: = —1; x=—2
16. 5% + 5% 1 + 2772 =31 Sol: z = 2
17. 2242 = 0,5%2—1 Sol: z = —3%
18. Va7 = 2 Sol: x =1
19. 47 —5-274+4=0 Sol: z=2; =0
20. 723 8.7t 11 =0 Sol: ¢ = —1; z=-2
21. 4% - 571 = 1600 Sol: # =3
92. 102"~ 112430 — (2. 5)2 Sol: z =7, z=4
23. 371 + 37 + 371 =117 Sol: z = 3
24. 32(=+1) _98.37 1 3= Sol: z=-2; z=1

25. 227 —3.25+ 1 8 =0 Sol: 2=2; =1
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26. (%)5 = 3,571 Sol: ¢ = —6

27. 5% — =21 — 24 =0 Sol: x = 2

28. (43%)* " =1 Sol: # =3; x =2

29. 21—+ = 1 Sol: & = £2

30. 321 = \3/933277% Sol:z=4; x=1

31. 3.2913 =192.3°3 Sol: No tiene solucién.

Problema 112 Ma4s problemitas:

1. 2772 427+l _1 =0 Sol: z = —1,169925001
2. 37l 437 3ol =2 Sol: z = —0, 5517286062
3. 2072 _9or 4 971 — ) Sol: No tiene solucién.
4. 3"724+2.3* =1 Sol: z = —0, 6801438331
5. 4771 3.4 4 4772 = Sol: No tiene solucién.
6. 2201 povtl 9 —0 Sol: = —0, 2715533031
7. 52071 4 3.57 - 2=0 Sol: z = —0, 2778665354
8. 322431 _1=0 Sol: # = —1,011034949
9, 22+l _3.92-1 _3—9 Sol: & = 0, 7275884076
10. 2221 _3.2742 _ 92 = Sol: & = 4, 594878436
11, 72e=t 72+l _ 92— Sol: z = 2,002970617
12. 62271 —6*1 —4 =0 Sol: & = 0, 9437163029
13. piz—l _ 52zl _3 Sol: & = 0, 4606479652
14. 44—l _ g2+l _ 70 Sol: 1, 034204992
15. 74l 4+ 3. 7% 5= Sol: = —0, 1076980693
16. 34+l L 2.320=2 _9 Sol: z = —0, 1129051332
17. 24242 1 3.9222 _1 =0 Sol: . = —1

18. 54=2 1 52¢ _ 1 =0 Sol: = —0,01174112826
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1.4.2. Sistemas de Ecuaciones Exponenciales:

Problema 113 Resolver el sistema de ecuaciones exponenciales:

4*+H_ gy = 40
2.4~ @Y= -—88
Solucién
4rtl_ 6¥ = 40 . 4-4*— 6Y= 40
2.47— @Y= —88 2.4*— @Y= —88

Haciendo el cambio de variables 4* = u y 6Y = v el sistema quedara de la

siguiente forma:
qu— v = 40 N u = 64
2u— v= -88 v =216
Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:
AP=u=064 4% = 43 =3
6Y = v = 216 6Y = 63 y=3
Problema 114 Resolver el sistema de ecuaciones exponenciales:

24 5= 9
2w+2+ 5y+1 — 41

Solucion

274 BY= 9 2T 4 5= 9
2rt24  mytl — 41 4.2+ 5.5Y = 41

Haciendo el cambio de variables 2* = u y 5Y = v el sistema quedara de la

siguiente formas:
U+ v = 9 — uw=4
du+ dSv= 41 v=2>5
Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:
2 =u=4 _ 27 = 22 L e=2
W=v=5 5Y = 5! y=1
Problema 115 Resolver el sistema de ecuaciones exponenciales:

v = 4
2vHl— gutl = 5
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Solucion:

gu=lp gutl — 4 T+ 3:-3= 4
gutl_ gutl — 5 ~ 7 ) 9.97_ 3.3V —

Haciendo el cambio de variables 2 = u y 3Y = v el sistema quedara de la

siguiente forma:
s+ 3dv= 4 L ju= %
2u— 3v= 5 v=1

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

18
{ 20 =y = 18 { vlog2=logl® _ [ = e = 1,847996006
o, 11 _ 11 11
F=v=13 ylog3 =log 15 y =85 = —0,2823151820

Problema 116 Resolver el sistema de ecuaciones exponenciales:

2:1:+1_ 3y71: 4
2ty ¥l = 5

Solucion:

2etl_ vl = 4 2.20— ¥ = 4
rtly gutl = 5 2.274+ 3.3¥= 5

Haciendo el cambio de variables 2* = u y 3Y = v el sistema quedara de la
siguiente forma:

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

41
{ 20—y = 4 :>{ zlog2 = log & :>{ v =23 = 1,035623000

0
3
3 —p=23 ylog3 = log = y = lffggo = —1,095903274

Problema 117 Resolver el sistema de ecuaciones exponenciales:

et gu=l— 3
2x+1+ 3y+1 — 4

Solucion:

gt =3 22— =3
grtly gutl — 4 2.274+ 3.3V = 4
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Haciendo el cambio de variables 2* = u y 3Y = v el sistema quedara de la
siguiente formas:

2u— Y= 3 u=3 =155
3 — _230_
v v=1;=0,3

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

3
=p=2 ylog3 = log = y = l?ogg? = —1,095903274

logﬂ
{ 9% =y = 3 :{ zlog2 = log 3L :{ v =B = 0,6322682154
0

Problema 118 Resolver el sistema de ecuaciones exponenciales:

{2“1— =1

2m—1+ 3y—|—1 -
Solucion:
3y
. 9T _ =
grtl_ gyl _ 2.2%4+ 3 1
r—ly gytl — 9 = 2%
Z _ 3.3y—= 9

2

Haciendo el cambio de variables 2 = u y 3Y = v el sistema quedard de la
siguiente formas:

3 bu— wv= 3 u= 22
— _ _A
U u+ 6v= 4 v= 52
§+ v= 2

Deshaciendo el cambio de variables nos quedaria:

22

{ 2 —u=% :>{ rlog2 = log 2 :>{ v =85 = 0,7500217469
3 =v=z5
37

ylog3 =log 52 y = logg = —0, 5155553790

Problema 119

3‘%71_’_ 2y+1 =9
3T W =3

Solucion:

r u
iJr 2.9 —9 -+ 2v =2

3% _ 2y =3 u— v =3
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u:2—77:3x:>$=1,22876

1
v:73:2y:>y:0,89385

Problema 120
{21—1+ gl =5

27— 3Y =2
Solucion:
xr U
%—i— 3-3Y =5 §+ v =5
f— =——>
22 3¥y =29 u— v =2
22
u:7:2$:>:v:1,65208

v:§=3y2y:0,12154

Problema 121
{ 324 2 =1

224+ 3.2y =
Solucion:
z u
3—+ 2 =1 =+ v =1
9 9
e —
3*+ 3.2 =5 u+ 3v =5

2
v:§:2y:>y:—0,585
Problema 122
22 3Y =1
2%+ 3Y =3
Solucion:
{233— ¥ =1 u= v =1
e —
97 [T
2%+ 3 3 ut v =3

u=2=2"=x=1

v=1=3=y=0
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Problema 123

2023y =1
274 2.3Y =3

Solucion:

{ 2.2%— 3Y =1 u— v =1

Xr [0 {7 A—
2+ 2:3 =3 ut W =3

u=1=2"=2=0
v=1=3=y=0
Problema 124

24+ 3Y =2
2ol 3y =1

Solucion:

204 Y =2
2.20— 3V =1

u=1=2"*=2=0

v=1=3=y=0

Problema 125 Unos problemas para ejercitarse:

1.
3-27— 4.7V = —172
7-2T4 2.7 = 154
Sol: x =3; y=2
2.
4=t g = 40
2.4~ @Y= —88
Sol: x =3; y=3
3.
2.3+ mut2 — 9639
4.3 BV = 449

Sol: x =4; y=4
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10.

11.

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol

Sol:

Sol:

Sol:

3%+ 2 = 31
Sx-i-l_ 2y+2: 65
r=3; y=2
5x+y — 253
3*FY = 25
r=4; y=2
15- 5%1 6Y =
3- 5F + 2. 6Ytl =
r=3; y=2
ax+y — a4
a* v = a?
z=3; y=1
8Y 22¢ = 128
3 . o3l =27
rx=-—70; y=49
33x7y — \/3T0
32$+y 3
z=3% y=-1
3-2"— 2.3 —6
4.2"— 3.3¥= -11
r=2; y=2
3:2"— 5.3¥= 3
2:E+1+ 3y+1: 59
rx=4; y=2

339
807

o1
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12.

20— 3 l= 5
27l 8.3V = 712
Sol: . =5; y=4

13.

2.374 2t3 — 86
3T— U = 23

Sol: x =3; y=2
14.

2r+t2y  — 39
5V = 1

Sol: z=1; y=2

1.5. Ecuaciones Logaritmicas y Exponenciales

Problema 126 Resolver las ecuaciones:
1. log(3x + 1) —logz =1+ logx
2. 2%l o2 _1 -9

Solucidn:
1.

log(3z + 1) —logz =1+ logx = log(3z + 1) =log 10 + 2log

1 1
log(3z + 1) = log(102?) = 102* =32 -1 =0=—= z = 3 T="%
De las dos soluciones hay una que no es posible ya que no existen
logaritmos de numeros negativos, es decir, de las dos soluciones la
1

Unica posible es z = 5

2232
22171+2CE+2_1:O:>?+2122—1:0:>221+8‘2x—220

Haciendo el cambio de variables u = 2% la ecuacién quedard de la
siguiente forma:

u? +8u—2=0= u=0,2426406871, u = —8, 242640687
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Deshaciendo el cambio de variable tenemos que
u = 0,2426406871 = 2% = log 0, 2426406871 = log 2* —

xlog2 =log0, 2426406871 —

~ log0, 2426406871
N log 2

z = —2,242640687

En el otro caso, u = —8, 242640687 = 2% no es posible obtener solucién.

Problema 127 Resolver las ecuaciones:
1. log(3x 4+ 1) — logx = 1 4 log(1 — x)

2. 2296—1 + 292-1—3 —1=0

Solucion:
1.
log(3z+1)—logx = 1+log(1—x) = log(3z+1) = log 10+log(1—z)+log =
1 1
log(3z+1) = log(102(1—1)) = 102> ~T2+1=0 = = = 3 *=%

2x

Haciendo el cambio de variables u = 2% la ecuacién quedara de la
siguiente formas:

uw? +16u —2 =0 = u = —16, 12403840, u = 0, 1240384046
Deshaciendo el cambio de variable tenemos que
u = 0, 1240384046 = 2% = log 0, 1240384046 = log 2" —

zlog2 = log 0, 1240384046 —>

_ log0,1240384046
\ log 2

X

= —3,011141219
En el otro caso, u = —16, 12403840 = 2% no es posible obtener solucién.

Problema 128 Resolver las ecuaciones:
1. log(3x? —2) = 1 +log(z — 1)
92 229671 + 2:1:+1 —2=0

Solucion:
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log(3z? — 2) = 1 4 log(z — 1) = log(32? — 2) = log 10 + log(x — 1)

4
log(3z% —2) = log(10(z—1)) = 322 — 10248 =0 = z =2, T=3

2x
22x71+2z+1_2:0:>7+2-21—2:0:>22‘”+4-2‘”—4:0

Haciendo el cambio de variables u = 2% la ecuacién quedard de la
siguiente forma:

u? 4+ 4u—4=0= u=0,8284271247, u = —4,828427124
Deshaciendo el cambio de variable tenemos que
u = 0,8284271247 = 2% —> log 0, 8284271247 = log 2* —

xlog2 =log0, 8284271247 —

v log 0, 8284271247
N log 2

= —0,2715533031
En el otro caso, u = —4, 828427124 = 2% no es posible obtener solucién.

Problema 129 Calcular:
1. log(z? +2) —logz =1
2. 4771427 —1=0
Solucion:
1. log(z? +2) —logz = 1 = x = 0,2041684766, x = 9,795831523

2. 4771 427 1 =0 = z = —0,2715533031

Problema 130 Resolver las ecuaciones:
1. log(x — 1) —log(x +1) =1—logx
2. logz + 1 = log 22
3. 321 4 g+l _ 9 _
4. 3"t 4371 —1=0

Solucion:
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—1 10
log(x—l)—log(z—Fl):1—logx:>logz+1 zlog;

-1 10
z+1 T

x = 11,84428877, x = —0, 8442887702

De las dos soluciones hay una que no es posible ya que no existen
logaritmos de nimeros negativos, es decir, de las dos soluciones la
Unica posible es © = 11, 84428877

logz+1 = log2? = log 10z = logz? = 10z = 2> = 2 =0, z =10

De las dos soluciones hay una que no es posible ya que no existen
logaritmos del cero, es decir, de las dos soluciones la tinica posible es
z =10

2x
32x—1+3x+1_2:O:>%+3.3$_2:O:>32x+9_313_6:0

Haciendo el cambio de variables u = 2% la ecuacién quedara de la
siguiente formas:

u? +9u—6=0= u = 0,6234753829, u = —9,623475382
Deshaciendo el cambio de variable tenemos que
u = 0,6234753829 = 3* = log 0, 6234753829 = log 3" —-

xlog3 =log0, 6234753829 —

v log 0, 6234753829
N log 3

= —0, 4300388787

En el otro caso, u = —9, 623475382 = 3% no es posible obtener solucién.

xT

3
3$+1+3x—1—1:0:>3-3w+§—1:0:>10-3$—3:0:>

3*=0,3 = log3® =10g0,3 = xlog3 =log0,3 =

1
v — 9803 4 (95003274
log 3

Problema 131 Resolver las ecuaciones:
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1. log(x — 1) —log(z +1) =1 —logx
2. 3%l 3rtl _2=0

Solucion:
1.

r—1 1 10
= 10¢ —
r+1 gac

log(x — 1) —log(x + 1) =1 — logx = log

-1 10
z+1 T

r =11,84428877, x = —0,8442887702

De las dos soluciones hay una que no es posible ya que no existen
logaritmos de numeros negativos, es decir, de las dos soluciones la
Unica posible es x = 11, 84428877

2x
32z—1+3x+1_2:0:>%+3.3$_2:0:>32$+9.3$_6:0

Haciendo el cambio de variables u = 2% la ecuacién quedard de la
siguiente forma:

u? +9u—6 =0 = u=0,6234753829, u = —9, 623475382
Deshaciendo el cambio de variable tenemos que
u=0,6234753829 = 3* = log0, 6234753829 = log 3" —>

zlog3 =log0, 6234753829 —-

_ log0, 6234753829
N log 3

= —0,4300388787

T
En el otro caso, u = —9, 623475382 = 3% no es posible obtener solucién.
Problema 132 Resolver:
1. log(1+z) — log(l — x) =2
2.3% -2.3"+1=0

Solucion:

1
1. log(1+:v)—log(1—x):2:>log1+x = log 100 =

99
+2=100(1 —2) == 101
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2. 32* —2.3% 41 =0 haciendo t = 3% tenemos que:

t2 - 2t+1 =0 =t = 1, deshaciendo el cambio de variable tene-
mos:

t=3"=1=2z=0
Problema 133 Resolver las siguientes ecuaciones
1. log(z? — 2) + 1 =log(x + 1) + log(z — 1)
2. 3% 1437t —1=0

Solucion:
1.

log(z? — 2) 4+ 1 = log(z + 1) + log(z — 1)

log(z% — 2) 4 log 10 = log(z 4 1) + log(z — 1)

V19
log 10(z* — 2) = log(z? — 1) = 1022 =20 =22 — 1 =z = =
La soluciéon negativa no es valida, ya que no existen logaritmos de
, . V19
numeros negativos y, por tanto, x = EE
2.
271 1 (3%)?
43 —1=0= 3 +3-3"-1=0

Si hacemos t = 3* nos queda

t2
§+3t—1:0:>t2—|—9t—3:O:>t:0,321825; t = —9,321825

Deshaciendo el cambio de variable tendremos:

3¢ =0,321825 = log 3 = log 0, 321825 = zlog 3 = log 0, 321825 —>

log 0, 32182
_ 1080,821825 ;13108
log 3

3% = —9,321825 no tiene solucién
Problema 134 Resolver:

1. log(5z 4+ 1) —logz =1 —log(1 — )

2. 22—l _gutl 4 9
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3.
2014 vt = 3
2ol 3v-l= 1
Solucién:
1.
5 1 10
vl — 52?4+ 61— 1=0=
z 11—z
x = —1,348331477, z = 0,1483314773
La solucién negativa no es valida.
2.
2
5—2t+2:0:>t:2:>33:1
3.

u/2+ 3v= 3 u=24/37 ] =z= —0,2712129366
2u— v/3= 1 v = 33/37 y = —0,04522777025

1.6. Sistemas de Ecuaciones no Lineales

Problema 135 Resolver el siguiente sistema:

20+ y= 5
Ty = 2

Solucién:
Primero despejamos y en la primera ecuacién y = 5 — 2z, y sustituimos en
la segunda z(5 —27) =2 = 50— 212 =2 =222 - 52+ 2=0= 1 = 2,
r=1.
Cuando z = 2 tendremos 2y =2 =y = 1.
Cuando =z = % tendremos § =2 — y = 4.

Problema 136 Calcular:

2t -2y =1
T+y=2
Solucion:
1 =744 =6,645751311
2 -2 =1 y1 = —V/7— 2= —4,645751311
—
r+y=2 xo =4 — /T = 1,354248688

Yo = V7 —2=0,6457513110
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1.7. Inecuaciones
1.7.1. Inecuaciones
Problema 137 Resolver las inecuaciones siguientes:
1.
2
4 —x—2
>0
r—3
2.
2 _
T4+ x—2 <0
z+1
Solucién:
1.
?—z—-2 (z-2)(z+1) 0
r—3 (x—3)
(—OO, _1) (_17 2) (27 3) (37 +OO)
T — 2 — — + +
z+1 — + + +
-3 - — — +
(z=2)(z+1)
= sl + | - +
La solucién pedida seria:
2.
?+z-2 (z-1)(z+2) 0
z+1 z+1 -
x—1 — — - +
T+ 2 — + + +
r+1 — - + +
(z=1)(z+2)
v - t - T

La solucién pedida seria:

(—o0, —2] U (—1,1]

Problema 138 Resolver las inecuaciones siguientes:
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1.
2+ 3+ 2
— <0
z—3
2.
2 _
x° +2x — 3 >0
r—>5 »
Solucion:
1.
2 +324+2 (2+2)(z+1)
= <0
x—3 (x —3)
(—OO, _2) (_27 _1) (_L 3) (3a +OO)
T +2 — + + +
x+1 — — + +
-3 — = — +
(z+2)(z+1)
e e IR N
La solucién pedida seria:
(_007 _2) U (_17 3)
2.
2 _ _
42 -3 (x+3)(x—1) -0
r—5 r—5 -
(—OO, _3) (_37 1) (175> (57+OO)
z+3 — + + +
z—1 - — + +
T —5 — — — +
(z+3)(z-T1)
- — — + — +

La solucién pedida seria:

[—3,1] U (5, +0o0]

Problema 139 Resolver las inecuaciones siguientes:

1.

22 —2x—3
I —— ]
T+ 2 -
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2.
x—1 3z _ 2z 41
10 5 7 6
Solucién:
1.
2 _ _ _
*—2r—-3 (z 3)(:c+1)>0
x4+ 2 (x +2) -
(=00, —2) | (=2,-1) | (=1,3) | (3, +00)
T+ 2 — + + +
r+1 - — + +
z—3 — — — +
(z=3)(z+1)
N - + - +
La solucién pedida seria:
(_2’ _1] U [3a +OO)
2.
r-1 3z 2 +1
10 5 7 6

33
3r—3—-182>10x+30—= —25r >33 —= o < ——

25
(e 55)
o, 3B
25

Problema 140 Resolver las siguientes inecuaciones:

22— 2x—15 x—1

v 5 =20
z—1 Ny 2+3x+2

Solucién: 2o 15
————— < 0= (—00,—3]U(1,5]

z—1
el (2, -1 UL o)
2 +3r+2 ~ ’ ’

Problema 141 Resolverlas siguientes inecuaciones:

1. MSO

z—1

2. @i=bzsll >

3. ‘”T*E’—l—lg(%rl)x
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Solucidén:
1.
2 _ 9. _ _
x® —2x 3:(1‘4—1)(33 3)<O
rz—1 z—1 -
(_007_1) (_171) (173> (37+OO)

r+1 - + + +

z—1 - - + +

r—3 — — — +

(:v+i)_(;f—3) _ + _ +

La solucién pedida seria:
(=00, =1 U (1, 3]
2.
2 _ k. -
x® —br —14 (x+2)(x—T7) >0
r—3 r—3 -
(—00,-2) | (=2,3) | (3,7) | (7,+00)

T+ 2 — + + +

T —3 - — + +

x—17 — — — +

(x+i)_(:§f7) - + . +

La solucién pedida seria:
[_27 3) U [77 +OO)

3.

T—5 r+1

+1§( )x:>a:—5+6§3(x+1)x

r+1<322+3r= —322—-22+1<0

1
332420 —1>0= (z+ 1)z — =) >0

3)2
(700771) (717%) (%,+OO)

x+1 — + +

T — % — — +

(z+1)(z—3) + — +

La solucién pedida seria:
1
(—OO, _1] Uiz 7+OO)

3
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Problema 142 Resolverlas siguientes inecuaciones:

1. MZO

r—1

Solucién:
1.
2 _ 9, _ _
x® — 2z 3:(a:+1)(:c 3)>0
z—1 z—1 y
(—o0,—1) | (—1,1) | (1,3) | (3,400)
r+1 - + + +
x—1 — - + +
-3 — — — +
(a:-}—;lv)_(f—:%) _ + 4 +
La solucién pedida seria:
[_L 1) U [Sa +OO)
2.
2 _ e, _
x” —br—14 (x+2)(x—7) <0
x—3 x—3 -
(—OO, _2) (_2’3) (377) (77+OO)
T+ 2 = + + +
Tz —3 — — + +
x—17 - — — +
(m+326)7(:§"77) 4 + _ +

La solucién pedida seria:

(—o0, —2] U (3,7]

r—95 r+1

—l—lz( >x=>a:—5+623(x+1)x

r+1>322 430 = —322—-22+1>0

1
3x2+2x—1§0:>(x+1)(af—§)§0
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(_007_1) (_17%) (%,—I—OO)
r+1 — + +
T — % — — i
(z+1)(z—3) + — +
La solucién pedida seria:
1
-
3
Problema 143 Resolverlas siguientes inecuaciones:
24425
1 =5 20
24324
2. 555 <0
3. % +6 < % — 3z
Solucién:
1.
2 A _
ot 4w -5 (x+5)(x —1) >0
z+1 z+1 -
(=00, =5) | (=5,—1) | (=1,1) | (1,+00)
T+5 — + + +
r+1 = — + +
x—1 — — — +
+5)(@—1
o I N N

La solucién pedida seria:

[—5,—1) UL, +00)

2 _ —
x* + 3x 4:(30—1—4)(1: 1)<0
-3 r—3 -
(=00, —4) | (=4,1) | (1,3) | (3, +0)
T +4 - + + +
x—1 — — + +
T —3 - — — +
(z+4)(z—1)
CHGD | — N

La solucién pedida seria:
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.272

5+

4
6<—-—3r=—2°+18<4—9x

3

249 +14<0=2>+92+14=(2+2)(2+7) <0

(_OO’_7) (_77 _2) (_27+OO)
x+7 — + +
T+ 2 — — +
(x+2)(x+7) + - +
La soluciin pedida seria:
(_77 _2)
Problema 144 Resolverlas siguientes inecuaciones:
)
1. % >0
24324
2. T2 <0
2-3 1-2 19-22
S R T o
Solucién:
1.
2 _ .
e —x 2:(ac 2)(x+1)>0
T +3 T+ 3 -
(=00, =3) | (=3,=1) | (=1,2) | (2, +00)
x+3 — + + +
r+1 = — + +
x—2 — — — +
(z=2)(z+1)
s - + - +
La solucién pedida seria:
(_3’ _1] U [2a +OO)
2.
> +3z—4  (z+4)(z-1)
r—3 -3 -
(—OO, _4) (_4’ 1) (17 3) (37 +OO)
T +4 - + + +
z—1 — — + +
z—3 - — — +
(z+9)(z—1)
e - + - +

La solucién pedida seria:
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2—3x 1-2z 19 — 222
+ >
3 6 18

= 15— 24z > 19 — 22z

4
:>—2x24:x§—§:>x§_2
La solucién pedida seria:
(_007 _2]
Problema 145 Resolver la siguiente inecuacién:

22 —10x + 21 -0
r+3 4

Solucion:

> =10z +21  (z—7)(z—3) 4

0
z+3 z+3 p
(_007 _3) (_37 3) (37 7) (77 +OO)
T+ 3 — + + +
r—3 — — + +
x—7 - — — +
(2=3)(z=7)
= — + — +
La solucién pedida seria:
(=3,3] U [7,400)
Problema 146 Resolverlas siguientes inecuaciones:
2+2—6
1 50 <0
244z—5
2. THE= >
3. —21;1 —r< (%)x
Solucién:
1.
22 +2 -6 _ (x4 3)(x —2) <0
z+1 z+1 -
(—00,—=3) | (=3,-1) | (—=1,2) | (2,+00)
T+ 3 - + + +
r+1 — — + +
x—2 — — — +
(@+3)(x—2)
s - T - t

La solucién pedida seria:

(—o0, —=3] U (—1, 2]
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2.
2?2 +4x -5 _ (x+5)(x —1) >0
r—2 r—2 -
(_007 _5) (_571) (172) (27+OO)
Tz+3 - + + +
z+1 — - + +
-5 - - — +
]
e - + - +
La solucién pedida seria:
[_57 1] U (27 +OO)
3.

2 1 -2
T+ —a:<<x >x:6x+3—6m<x2—2x

3<a?—2r=— —2’+22+3<0=—=12>—-22-3>0
2 =22 -3>0= (z+1)(z—3)>0

(—OO, _1) (_17 3) (37 +OO)
r+1 y + +
-3 — — +
(x +1)(z —3) + — +
La solucién pedida seria:
(_007 _1) U (37 OO)
Problema 147 Resolverlas siguientes inecuaciones:
2426
1L =22 <0
2+4x—5
2, LS > 0
3. —21’;1 —z < (”T_Q):c
Solucién:
1.
2 _ _
et +r—6 (x +3)(z —2) <0
z+1 z+1 -
(—00,—3) | (=3,-1) | (—1,2) | (2, +00)
x+3 — + + +
z+1 — — + +
x—2 — — — +
(z+3)(z—2)
CEET | T
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La solucién pedida seria:
(=00, =3]U(-1,2]
2.
22 +4x -5 _ (x+5)(x—1) -9
T —2 r—2 -
(_007 _5) (_57 1) (17 2) (27 +OO)
r+3 - + + +
r+1 - — + +
T —9 — — - +
e I R
La solucién pedida seria:
[=5,1] U (2, +00)
3.
2 1 -2
x2+ —xr < (x6 >x:>6x+3—6:v<ar2—2x

3<a?—22= —2’+20+3<0=2>2-22—-3>0
2 -2 —-3>0= (z+1)(z—3)>0

(—OO, _1)

(_L 3)

(3,

r+1

+

z—3

(x+1)(x —3)

+

]+ +
8

La solucién pedida seria:
(=00, —1) U (3,00)

Problema 148 Resolver la siguientes inecuacién:
2?4z —2

>0
r+1

Solucion:
2tz -2 _

r+1

(x+2)(x—1)
r+1

(_27 _1)
+

>0

T+ 2
T+ 1
r—1

(z+2)(z—1)
x+1

La solucién pedida seria:

+

(_17 1)
+
+

+ |+ |+

[—2,—1) U [, +00)
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Problema 149 Resolverlas siguientes inecuaciones:

2 _ —
T 6T
r—3
2 _
z+x—6 >0
r+1 =
2 -2
3. §—2x< (xG >x
Solucién:
1.
2 _ Gy _
x” — 6z 7:(:1:—1-1)(37 7)<0
r—3 r—3 4
z+1 - + +
r—3 — — + +
=7 — — — +
(m—l—glﬂ)_(g:—?) _ + . +
La solucién pedida seria:
(_007 _1} U (37 7]
2.
2 — _
et +r—6 (x 4+ 3)(x — 2) >0
z+1 z+1 -
(—00,=3) | (-3,-1) | (—=1,2) | (2,+00)
x+3 - + + +
x+1 — — + +
x—2 — — — +
Z+2—6
. ;_—fl — + — +
La solucién pedida seria:
[_37 _1) U [27 +OO)
3.

2 -2
;—2x<<$6>w:>—8x<x2—2x

0<az?+62=—=x(x+6)>0
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(—o00,—6) | (—6,0) | (0,+00)
z+6 - + +
z = = ¥
x(x + 6) + - +

La solucién pedida seria:
<—OO, _6) U <O7 OO)

Problema 150 Resolverlas siguientes inecuaciones:

2 _ _
x 2x — 35 >0
r+1 -
4 _
2. —x—x< (az 3>x22x<x2—3$
3 6
Solucion:
1.
2 _ _
x* — 2 35:(x+5)(w 7)>0
r+1 r+1 -
(_007_1) (_173) (377> (77 +OO)
T+ = + + +
r+1 — - + +
=17 .~ — — +
(z+5)(z=T7)
@tB)E=T) _ + _ +

La solucién pedida seria:

(=1,3] U [7,400)

4 -3
m x<<x )x:>2x<x2—3x

0<2®—bz=x(x—"5) >0

(_0070) (075) (5,—|—OO)
T — + +
T —95 — — +
x(x —5) + - +

La solucién pedida seria:

(—00,0) U (5, +00)
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Problema 151 Resolverlas siguiente inecuacion:

2 _
x4+ x 2>0
zt+3
Solucion:
?+z-2 (z+2)(z-1)
r+3 r+3 -
(—OO,—?)) (_37_2) (_271) (17+OO)
x+3 - + + +
T+ 2 — — + +
z—1 — — — +
(z+2)(z—T1)
G I N I

La solucién pedida seria:

Problema 152

Solucion:

7 7
7:L'+21—4:1:214—x:>3:2—12> [— oo)

Problema 153

Solucion:

2 _
7+ 5x — 6 >0
r—3
2 _ _
x* + bx 6:(33 1)(:U—|—6)>O
z—3 r—3 -
(_007 _6) (_67 1) (17 3) (37 OO)
z+6 - + + +
z—1 - — + +
G5 ) — — — +
e S N N

La solucién es: [—6, 1] U (3, 00)
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Problema 154

r+1 x-1 x
— < —-41
3 8 _4+

Solucion:
1 1
8x+8+3x—3§6x+242x§39:> (—00,9}

Problema 155

2 _
2+ 2x — 35 <0
r+1 -
Solucion:
ﬁ+ax—%_jx—mm+ﬁ)<0
r+1 N r+1 -
(_007_7) (_71_1) (_175) (5700)
x+7 - + + +
z+1 — — + +
r—>5 — — — +
212235
s — ™ _ +

La solucién es: (—oo, —=7] U (—1, 5]

Problema 156
r—1 x < r+1
5 15— 3

Solucion:

3t —34+2<30+5x+5=x>-38 = [-38,00)
Problema 157

ﬁ+m-m>0
xr—2 -
Solucién:
a¥+3x—40_(x+8xx—5)>0
xr—2 - xr—2 -
(=00, —8) | (=8,2) | (2,5) | (5,0)
T +8 - + + +
z—2 - - + +
T —95 — — — +
213240
4dr—dl - + - +
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La solucidn es: [—8,2) U [5, 00)

Problema 158

r x-—1 r+1
. < R
2+ 6 3

Solucion:

3x+x—1<6—2x—2:>$<22><—oo,2)

Problema 159

2 —x—-2<0

Solucion:

r+1 — +
T —2 = — +
) + - +

La solucién es: (—1,2)

Problema 160

r+2 x+1 1+x

12 4 — 3
Solucion:

13 13
3:+2—3:E§12—1—4:L‘:>—6:U§13:>1‘2—E:> {—6,—|—oo>
Problema 161
22 —2x—3 >0
r—1 -
Solucion: ,
ot -2 -3 (x+1)(x—3) -0

r—1 r—1
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(_OO> _1) (_17 1) (173) (37 OO)
x+1 — + +
z—1 — — + +
T —3 - — — +

La solucién es: [—1,1] U [3,00)

Problema 162

Solucion:

3 3
m—1—4x<2m+2:>—5x<3:>$>—5:><—5,+oo>

Problema 163

$2—I—2>0
r+3 =
Solucion: )
x —x—2:(:c+1)(a:—2)>0
z+3 z+3 -
(=00, =3) | (=3,-1) | (=1,2) | (2,00)
x+3 — + + +
r+1 ~ — + +
x—2 - — — +
222
mx—i—v?) — + — +

La solucién es: (=3, —1] U [2, 00)

Problema 164 Resolverlas siguientes inecuaciones:

2 _
) TAbE Ty
T —2

4 -3
2. ;—x<<x6 ):r:>2x<w2—3m

Solucion:
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1.
2 _ _
x* 4 6z 7:(17 1)(33—&-7)20
x—2 r—2
(—o0,—1) | (=1,3) | (3,7) | (7,4+00)
x+7 - + +
r—1 - — + +
T —2 — — — +
(z+45)(==7)
% _ + _ +
La solucién pedida seria:
[—7,1] U (2, +00)
2.
4 _
x_x<<m 3>x:>2:c<x2—3x
3 6
0<az?—52 = x(z—5)>0
(_007 0) (07 5) (57 +OO)
T — + +
T —9 — ~ +
x(x —5) + B +
La solucién pedida seria:
(_007 0) U (57 +OO)
Problema 165 Algunos problemas para ejercitarse:
1.3z—-9>0 Sol: (3, +00)
2. 40 —-20<0 Sol: (—o0,5)
3. 5x+3>2x+6 Sol: (—3,4+00)
4. 10 — 3z < 4z —4 Sol: (2, 400)
5. 2(5—Tx) > 52 Sol: (—o0, —3]
6. 32z —1)+1< —13 — bz Sol: (—o0, —1)
7. 95 > 4w — % Sol: (—o0,2)
8. 6x2622 - 1oic4+2 > Qxi)lz; _ 10:;12 Sol: (o0, —3]
9. &4 Sl 28 Sol: (—o0, 3)
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

CAPITULO 1. PROBLEMAS DE ALGEBRA

3(4z=7) =z 3z _ 21
4 8 = 8 4
345 5—2x z—12
6 2 < 3
4—3zx 2x—3 65
3 1 2713
2—3x + 1-2z > 19—22z

3 6

2?2 —7r+10>0
22 -7 +6<0
2?2 —T7r+12>0
—8r < —22-15
622 > 12z
—27x < —1222
—222 - 10z -8 >0
—(z+2)?+3x <2(—22+1)
z—3+L-7<0
22>0

23 —222 —-3x <0

2t + 222 — 323 >0

24e 50

(22 4+1)(z—1)>0

(22 = 3) (2?2 =5z +6) <0
4ot +222 +12>0

203 + 522 —4x —3>0

Sol: [0, 4+00)
Sol: (—o00, —2]
Sol: (—o0,5)
Sol: (00, —2]
Sol: (—o0,2) U (5, +00)
Sol: (1, 6)
Sol: (—o0,3] U [4, +00)
Sol: [3, 5]

Sol: (—00,0) U (2, +00)

Sol: [0, 9]
Sol: (—4,—1)
Sol: [-2,3]
Sol: ¢

Sol: (—o0, —3) U (2, +00)

Sol: (—o0, —1) U (0, 3)

Sol: (—o0,1] U [2,400)

Sol: (—1,0) U (2, +00)

Sol: (1, +00)
Sol: (—v/3,v3) U (2,3)

Sol: R

Sol: (=3, —3) U (1, +00)

25 5 ¢ Sol: (oo, —1) U [3, +00)

W <3(z—1) Sol: (1, 4+00)
% <0 Sol: [1, 8]

I;_Q?% <0 Sol: [—5, 2]

e Sol: (—o0, —1) U [2,3] U (5, +00)
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36.

37.

38.

39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
o7.
58.
59.
60.

61.

2? =207 5146 _ ) Sol: (1,3) U (=2, —1)

a8 < 0 Sol: (—2,-1) U (1,3)

% <0 Sol: (5,7)U(—=2,1)

P28 > Sol: (—o00, —2] U (—=1,1) U [4, +00)
22 —6x+9>0 Sol: (—o0,3) U (3, +00)

322 + 52 —-2<0 Sol: [—2, 1]

22 +2r >0 Sol: (—o0, —2) U (0, 400)
22+1<0 Sol: No tiene solucién.

(x—3)3 <4 Sol: (—o0, 25 + 3]

3(x2 —1) = 5(x—2) <0 Sol: No tiene solucién.
22 —7> -3(x—1) Sol: (—o0, —=5] U [2, +00)
2+ % <z —2 Sol: No tiene solucién.

2(5 — x2) > 3z Sol: (—3,11;1,61)

% > % Sol: No tiene solucién.

i—ﬁ >0 Sol: (—o0, —1) U (3, +00)

21 < Sol: (0, 3]

e?=ded Sol: (—1,0) U (4, +00)

% >0 Sol: (—o0, —2) U (—1,2) U (3, +0o0)
b —3(1 —4dz) <4x —1 Sol: (—o0, 5]

bro2 _ 13 > 222 4 2 Sol: (—o0, 0]

T2z —-1)—-3x<2x+1)—-9 Sol: (—o0, 0]
3(x—17)+2x <5(x—1) Sol: (—o0, +00)

4Bz —1)=bz <T7(zx—1)+3 Sol: ¢

3:6—35%2 > 2ot S Sol: (—%—8,4—00)
(r—2)(x+1)>18 Sol: (—oo, —4] U [5, +00)
922 — 62 +1<0 Sol: {3}
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23 > (z—2)(x+7)+ 17

Problema 166 Mas problemitas:

1.
2.

3.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.
922, 2
23.

24.

2?4 r—6=(x—2)(x+3)

22 —7r —30= (z+3)(x —10) <0

22 —15x+44 = (z—4)(z—11) > 0

22 +3x—4 = (x+4)(x—

L2292 +20=(z —4)(z —
L2414 =(z-2)(z+7)<
(

2?4+ 32 54 = (2 +9)(z —

1)>0

>0

5) <

6) <

. 2243240 = (z+8)(z—5) >0

224+ 92+14 = (2 +2)(z+7) >0

2?2 —3z—4=(x+1)(x—

2?2 — 1z + 18 = (v — 2)(z —

4)>0

22—122—13 = (z+1)(z—13) > 0

22+ 142 —15 = (z+15) (v —

1)>0

22— 11r—42 = (z—14)(z+3) > 0

2?2 —T24+6=(r—1)(z—

6) >0

9) >0

Sol: (—

L 2?2 =10z —11=(z+1)(z—11) <0

2?2 —13x+22=(z—11)(x —2) <0

2?2+ 13z —-14=(z—-1)(z+14) <0

22 — 91 — 22 = (z + 2)(x — 11)

x2—4x—21
x+10

_ (z=7)(z+3)
- z+10 < 0
x2+4x— T

z+11)(z—7
e T _ (o) 5

z+8

z—11)(z+7
b

—4x—77 __
z+5

z?—z—6 _ (z+2)(z—3)
z+3 +3 <0

22+3x—40 —

z—T

x+8)(x—5
4969 5 o

<0

%57_1)

Sol: (—3,10)

Sol: (—o0,4)U(11, +00)

Sol: (—oo, —4)U (1, +00)
Sol: (—o0, —3)U(2, +0)
Sol: (—1,11)
Sol: (4,5)
Sol: (—7,2)
Sol: (—9,6)
Sol: (—o0, —=8)U (5, +0)
Sol: (=00, =7)(=2, +)
Sol: (—o0, —1)U (4, +0)
Sol: (—00,2) U (9, 4+00)
Sol: (—o0, —1)U(13, +00)
Sol: (—o0, —=15)U(1, +00)
Sol: (—oo, —3)U(14, +00)
Sol: (—o0,1) U (6, +00)
Sol: (2,11)
Sol: (—14,1)
Sol: (—2,11)
Sol: (—o0, —10) U [3,7]
Sol: [—11, —8) U [7, +00)
Sol: [=7,—=5) U [11,+00)
Sol: (—o0, —3) U [-2, 3]
Sol: [—8,5] U (7, +0)
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25, 2832270 _ (AT10) > Sol: [~7,—2) U [10, +00)
%. 12753_:%713 _ (a:+1x)J(r:vG*13) <0 Sol: (—oo, —6)U[—1,13]
97, 12—51:?52 _ (xfi)J(rﬂ;B) <0 Sol: (—oo, —8) U [4, 13]
98, #i=T2=30 _ (eH3)@10) > ) Sol: [—3,10] U (11, +00)

29. @=z2 _ (220t 5 Sol: (=3, 1] U [2, +00)

30. £iHTetlo _ eHh)Er?) ) Sol: (—o0, —5] U [-2,2)

31, =027 _ (ellenT) < Sol: (—o0, —2) U [—1,7]

3. 2-z12 - eHdlend) 5 g Sol: [~3,—1) U [4, +00)

33, P=de1s _ (e-0)z+3) 5 Sol: [-3,5) U [6,400)

34, gitde—d _ wH@l) Sol: (—oo, —4] U [~1,3)

35, £=lles2t _ 908 < Sol: (—00,=T7) U 3, §]

36, m2ﬁz{5 _ (x+i)J£alsfl) >0 Sol: [~5, —1) U [1, +o0)

37, et = B <0 Sol: (~o0, 9] U (=2,6]

1.7.2. Sistemas de Inecuaciones
Problema 167

r+ y <95
20+ y >3
Solucion:

Ty

zr+y=5= 0|5

510
r |y
2c4+y=3= 0 |3
3/210
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Problema 168

Solucion:

2+ 3y <12
z— y >3
Ty
2 +3y=12= 0|4
610

r—y=6=—= 0

6
204+ 3y =12 =06
{ -y =6 {y=0 = (6.0
Problema 169
2z+ 3y >12
r— 2y <1
Solucion:
Ty

2 +3y=12= 0|4
60
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+18
-\-\_\_\_\_\_\_\-
{6.# .
g t
peen 1
T, 2x+iy=12
XP=6 S T
-18
L Y
r—y=1= 0| -1/2
1 0

(2718

=12

x+3y
5
P
Problema 170
z+ y <1
x— y >0

Solucion:

81
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Ty
r—y=0= 010
1|1
z+ y =1 x=1/2
{w— y =0 {yzl/z = (/2172
Problema 171
20— y >1
T+ y <2

Solucion:




1.8. POLINOMIOS

1.
{ 22 -2 —-8< 0
1> 0
Sol: [-2,—1) U (1,4]
2.
r< 3
2z —-1)< 5(z—1)
Sol: (—1,3)
3.
5.2 < 3(x—1)
T < =2
Sol: ¢

1.8. Polinomios

1.8.1. Introduccién
Problema 173 Identidades Notables:
(a+b)? =a® +2ab+b?
(a—b)?=a*—2ab+b?
(a+b)(a—b) =a®— b
Ejemplos:
(Bz+2)2=3x)+2-(3z) - 2+22 =922 + 122 + 4
(222 — 2)? = (22°)% — 2(22H)x 4 2% = 42 — 423 + 22
(V2z — 22°) (V2 + 223) = (V22)? — (22%)? = 222 — 4af

A la vista de estos ejemplos:
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1. Desarrolla las siguientes expresiones utilizando las identidades nota-

bles:
a) (322 —3)2=92% - 1822 +9
b) (V3x —V2)(V3x +v2) =322 -2
c) (2% + 3z)? = 42 + 122 + 922
d) (v22% —V3)(v22? ++/3) =22* -3

2. Expresa como un cuadrado o como producto de dos binomios cada
uno de los polinomios siguientes:

Problema 174 Productos

Efectua los siguientes productos:
1. (22% + 5z — 10)(z% — 3x) = 22° + 52 — 1623 — 1522 + 30z

2. (3244223 —224+5)(322 —2+2) = 925+ 325 +- 2 + 523 4+ 1322 — 52+ 10

3. (522 + 22 — 3)(22% + 37 — 1) = 102 + 1923 — 522 — 11z + 3
4. (323 + 22— 1)? =925 + 122 — 623 +42® — 4z +1

Problema 175 Sacar factor comin

Ejemplo:
Sea P(x) = 825 — 423 + 1222 — 4z, el monomio 4z es factor comtin de todos
los términos de P(x), luego:

P(x) = 4x(22° — 2® + 32 — 1)
Sacar factor comun de:
1. P(z) = 62° — 42% — 422 = 22%(32% — 22 — 2)
2. Q(z) = 92°% — 62° + 92* — 323 + 622 = 32%(32* — 223 + 322 — 1 + 2)

3. R(x) = 1525 + 52* — 522 4+ 352 = 52(32° + 2° — 2 + 7)
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Problema 176 Cociente de un polinomio por un monomio:

Calcular:

L. 3% +a23—2+7): (x—3) = (321 + 927 + 2822 + 84z +251) (z — 3) + 760

2. (22% — 322+ 22 —1): (v +2) = (223 — 42?2 + 52 — 8)(x +2) + 15

3. (2% =222 +1): (z+3) = (2* — 323 + T2? — 212 + 63)(z + 3) — 188
Problema 177 (Teorema del Resto)

1. Halla el valor de k para que el polinomio P(x) = ka3 + 2k2? — 3z + 1
sea divisible entre (z — 1).

Solucion:

Para que P(x) sea divisible entre (z

k+2k—34+1=3k-2=0=k=

1), ha de ser P(1) =0 P(1) =

wlro |

2. a) Halla el valor numérico de P(z) = —223+ 22 -3z —6 paraz = —1
b) (Es divisible el polinomio anterior, P(z), entre x + 1.
Solucién:
6) P(-1)=2+1+3-6=0
b) Por el teorema del resto sabemos que P(z) : (z 4+ 1) coincide con
P(—1) =0, luego si es divisible.
3. a) Halla el valor numérico de P(z) = 3z* — 223 + 22 — 3 para z = 1
b) (Es divisible el polinomio anterior, P(z), entre = — 1.
Soluciodn:
a) P1)=3—-2+2-3=0
b) Por el teorema del resto sabemos que P(z) : (z — 1) coincide con
P(1) =0, luego si es divisible.
4. Dado el polinomio P(z) = 423 — 822 + 3z — 1

a) Halla el cociente y el resto de la divisién P(x) : (x — 2)

b) ;Cuanto vale P(2).

Solucion:
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a) Aplicamos la regla de Ruffini:

4 -8 3 -1
2 8 0 6
4 03 5

Cociente: 422 +3 =0
Resto: 5

b) Por el teorema del resto sabemos que P(2) = 5.

5. Halla el valor de k para que la siguiente divisién sea exacta:
(322 +kx —2): (z+2)

Solucién:
Llamamos P(z) = 322 + kr —2 = P(-2) =0 = 12 -2k — 2 =
0=k=5

6. a) Halla el valor numérico de P(x) = —223+ 223z —6 paraz = —1
b) (Es divisible el polinomio anterior, P(z), entre x + 1.
Solucién:
a) P(~1)=241+3-6=0
b) Por el teorema del resto sabemos que P(z) : (z 4+ 1) coincide con
P(—1) =0, luego si es divisible.
Problema 178 Factoriza los siguientes polinomios:

1. 2% — 223 4 22
Solucién:
ot — 223 42?2 =2%(2? — 22+ 1) = 2%(x — 1)?

2. 23 —4x®+x+6
Solucion:

3 — 4?42+ 6= (z—2)(x—3)(z+1)

3. a3+ 222+
Solucion:
r(r+1)>2
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10.

2+ T+ T - 15
(x —1)(z + 3)(z + 5) Solucién:

. 22t — 1822

22%(x + 3)(z — 3) Solucién:

=t — =2
Solucion:

(x4 1)(z —2) (x> +1)

x° 4 at — 223
Solucion:
3z —1)(z +2)

3 —3x 42
Solucion:
(x —1)%(x +2)

3 — 1322 + 36z
Solucion:

x(x—4)(z—9)

223 — 922 — 8x + 15
Solucion:

(z—1)(z — 5)(22 + 3)

Problema 179 Sacar factor comuin

Ejemplo:
Sea P(x) = 825 — 423 + 1222 — 42, el monomio 4z es factor comtin de todos
los términos de P(x), luego:

P(x) = 4x(22° — 2* + 32 — 1)

Sacar factor comun de:

1.
2. Q(z) = 92°% — 62° + 92* — 323 + 622
3.

Problema 180 Cociente de un polinomio por un monomio:

P(z) = 62° — 42 — 422

R(z) = 1525 + 52* — 522 4 352

Calcular:

87
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1. B+ a3 —z2+7):(x—3)
2. (221 =322 +22x—1): (2 +2)
3. (25 —223+1): (x +3)

1.8.2. Teorema del Resto

Problema 181 Sea P(x) = 223+ ax? — bz + 3 un polinomio que cuando lo
dividimos por x — 1 obtenemos de resto 2, y es divisible por x + 1. Calcular
a y b, completando con estos resultados el polinomio.

Solucién:

Por el teorema del resto tenemos:

Pl)=2=a—-b=-3 _4 a=-2
P(-1)=0=a+b=-1

El polinomio buscado serd: P(z) = 223 — 222 — 2z +3

Problema 182 Sea P(x) = 223 + ax? — bz — 3 un polinomio que cuando lo
dividimos por z — 1 obtenemos de resto 2, y es divisible por x + 1. Calcular
a y b, completando con estos resultados el polinomio.

Solucién:

Por el teorema del resto tenemos:

P(l)=2=a—-b=3 a=4
P(-1)=0=>a+b=5 b=1

El polinomio buscado serd: P(z) = 223 + 422 — 2z — 3

Problema 183 Sea P(z) = ax® — bz? + 2z + 1 un polinomio divisible por
x — 1y por x + 1. Calcular a y b, completando con estos resultados el
polinomio.

Solucién:

Por el teorema del resto tenemos:

P1l)=0=a—-b=-3 a= -2
P(-1)=0— —a—b=1

El polinomio buscado serd: P(z) = 223 — 222 —z + 3

Problema 184 Sea P(r) = 32® — ax? — bz + 1 un polinomio que cuando lo
dividimos por x + 2 obtenemos de resto 3, y es divisible por  — 1. Calcular
a y b, completando con estos resultados el polinomio.

Solucién:

Por el teorema del resto tenemos:

Pl)=0= —a—-b=—-4 . a=-3
P(-2)=3= —4a+2b=26 b=17

El polinomio buscado serd: P(z) = 323 + 322 — 7oz + 1
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Problema 185 Sea P(x) = az® — b2z? + x + 2 un polinomio que cuando lo
dividimos por & — 2 obtenemos de resto 6, y es divisible por x 4 1. Calcular
a y b, completando con estos resultados el polinomio.

Solucién:

Por el teorema del resto tenemos:

{ P(-1)=0= —a—b=—1 :>{ a=1/2

P(2) =6 = 8a — 4b = 2 b=1/2
o . Lg 1,
El polinomio buscado seréd: P(z) = 2% 5% +x+2

Problema 186 Sea P(r) = az® — 22 + bx — 1 un polinomio que cuando
lo dividimos por x — 3 obtenemos de resto —10, y es divisible por x — 1.
Calcular a y b, completando con estos resultados el polinomio.

Solucién:

Por el teorema del resto tenemos:

P1)=0=a+b-3=0 _[a=0
P(3) = —10 = 27a+3b— 19 = —10 b=3

El polinomio buscado sera: P(z) = —22% + 3z — 1

1.8.3. Descomposicion Polinémica

Problema 187 Factoriza los siguientes polinomios:
1. P(x) = 2% 4+ 22* — 1623 — 222 + 152
2. Q(z) =23+ 2% -5z +3
3. R(z) = 2x* — 323 — 622 + 52 + 6

Solucion:

1. P(z) = 2° + 22* — 162 — 222 + 152 = z(z + 1)(z — 1)(z — 3)(z + 5)

2. Q) =2 +2%2 - 52 +3=(z—1)%(z +3)

3. R(z) =2a* — 32 — 62> + a4+ 6 = (z + 1)*(z — 2)(22 — 3)
Problema 188 Factoriza los siguientes polinomios:

1. P(z) = 2° + 82* + 142® — 822 — 15z

2. Q(z) =23 - 522 + 723

3. R(x) = 22* 4+ 32% — 62% — 132 — 6
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Solucion:

1. P(x) =2 4+ 82* + 1423 — 822 — 152 = x(z + 1)(x — 1)(z + 3)(z + 5)

2. Q) =23 - 522+ Tx —3 = (v —1)}(z - 3)

3. R(z) = 22" 4+ 32 — 622 — 13z — 6 = (2 + 1)*(z — 2)(2z + 3)
Problema 189 Factoriza los siguientes polinomios:

1. Pl)=a* 423 —322 -2 +2

2. Q(z) =23 322 - 13z + 15

3. R(x) =223 — 322 — 32+ 2

Solucion:

1. P@)=Px)=a*+2%-322 —24+2=(z+ 1)(z — 1)%(z +2)

2. Q(r) =23 - 322 — 132+ 15 = (2 — 1)(x + 3)(z — 5)

3. R(x) =22 — 32> =3z + 2 = (¢ + 1)(z — 2)(2z — 1)
Problema 190 Factorizar:

12 + 323 — 1522 — 192+ 30 = (x — 1)(x — 3)(x + 2)(x + 5)

2. 2° - 20 — 23 + 222 = 2% (2 — 1)(z + 1) (2 — 2)

3.2 =322 +2r = z(x — 1)%(x + 2)

4. 25 + 32t — 523 — 2722 — 320 — 12 = (z — 3) (v + 1) (z + 2)2

5. 2° — 32 — 623 + 1022 + 21z + 9 = (v — 3)%(x + 1)?

6. x5+ 32* — 42 = (v +2)%(z — 1)2?

7.2t =203 — 2?2 +4r - 2= (2 - 1)}z — V2)(z +V2)

8. 2t —7x3 + 722 + 212 — 30 = (z — 5)(z — 2)(x — V3)(z +V3)

9. 2 + 623 — 1222 — 302+ 35 = (2 + 7)(z — 1)(z — V5)(x + V5)

10. 2% —22° — 522 +4x +6 = (2 + 1)(z — 3)(z — V2)(z + V2)

Problema 191 Factoriza los siguientes polinomios:

1. P(x) = 2%+ 22% —42% — 22 +3
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2. Q(z) =23 — 112% + 352 — 25
3. R(z) =2x* + 23 — 1122 + 112 - 3

Solucion:

1. Pz) =a2* 4223 — 422 — 204+ 3 = (z — 1)%(z + 1)(z + 3)

2. Q(z) =2® —112% + 35z — 25 = (z — 5)*(z — 1)

3. R(z) =22+ 2% — 1122 + 11z — 3= (z — 1)*(z + 3)(2z — 1)
Problema 192 Factoriza los siguientes polinomios:

1. P(z) =2% — 223 —42® + 22+ 3

2. Q(z) = 23 +92% + 152 — 25

3. R(z) =22+ 923 + 922 — 2 — 3

Solucion:

L P(z)=a*-22% - 422 + 20+ 3= (z + 1)} (z — 1)(= — 3)

2. Q(z) = 23 + 922 + 152 — 25 = (v + 5)(z — 1)

3. R(z) =224 4+ 923 + 922 — 2 - 3= (2 + 1)?(x + 3)(2z — 1)
Problema 193 Factoriza los siguientes polinomios:

1. P(x) = 2% — 62% + 822 + 62 — 9

2. Q(z) =23 — 922 + 152 + 25

3. R(x) = 32% 4+ 1423 + 1622 + 22 — 3

Solucion:

1. P(x)=a2* - 62+ 822 + 62 — 9= (v —3)%(x — 1)(z + 1)

2. Q(z) =2% — 922 + 152 + 25 = (z — 5)*(z + 1)

3. R(x) =32 + 1423 + 1622 + 20 — 3 = (2 + 1)} (z + 3)(3z — 1)
Problema 194 Factorizar:

1. P(z) =2z* — 23— 1222 + 2+ 10

2. Q(z) =22* — 323 — T2? + 122 — 4
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3. R(x) =321 + 1023 — 72? — 38z — 24
Solucién:
1. P(z) =22 — 23— 1222 + 2+ 10 = (22 — 1)(z + 2)(22 — )
2. Q(z) =22 -3z — T2 + 122 — 4 = (22 — 4)(x — 1)(2x — 1)
3. R(z) = 32* + 1023 — 722 — 382 — 24 = (z + 1)(x — 2)(z + 3)(3z + 4)

Problema 195 Descompén cada polinomio como producto de factores de
grado uno:

1. P(z) =2 — 42 + 32+ 2
Solucion:

P)=(z—2)(z—1-v2)(z —1+2)
2. Q(z) =223 — 2% — 2z +1

Solucion:

Q@) = (z 1)z +1)(x — 3)

Problema 196 Descompén el siguiente polinomio como producto de fac-
tores de grado uno:

Pz) =2 — 423 + 22 + 82— 6

Solucion:
P(z) = (z — 1)(z — 3)(z — V2)(z + V2)

Problema 197 Descompdn cada polinomio como producto de factores de
grado uno:

1. P(z)=2%—32% — 2% + 3z

2. Q(z) =23 —22-92+9

3. H(z) = 23 + 522 — 22 — 10

Solucidn:

1. P(x) =2*-32° — 22+ 3z =2(z - 3)(x + 1)(z — 1)

2. Qr) =2 —22-924+9=(z—1)(z+3)(z—3)
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3. H(z) =23 + 522 — 22 — 10 = (z + 5)(z + vV2)(z — V2)

Problema 198 Descompén cada polinomio como producto de factores de
grado uno:

1. P(x) = 2* 4+ 22% — 52% — 62

2. Q(r) =23 522 —x+5

3. H(z) =23 — 322 - 32+ 9

Solucién:

1. P(x) = 2% 4+ 22% — 52% — 62 = 2(x + 3)(z — 2)(x + 1)
2. Q) =23 —b522 —24+5=(z—-5)(z—1)(z+1)

3. Hx) =23 - 322 =32+ 9 = (x — 3)(z +V3)(z — V/3)

1.8.4. Simplificaciéon
Problema 199 Simplificar:

25 + 52t + 62 + 622 + 97 — 27 9
8 22+ 27— 3 = (@+3)@"+3) =

22 +3224+32x+9

2%+ 2% — 72t + 2% 4+ 1027 — 62 x(z —1)(a* - 2)

2. = —
23+ 722+ 72— 15 z+5
xt — 2% — 222 4 22
r+5
vt + 423 - 2222 — 4z +21 (2 -3)(z+7)
3. — —
3 —x2—-z+1 z—1
2 +4x — 21
rz—1
A 2° 4+ 122* + 220° — 8422 + 49z x(x+T7)?
Cowd — 1623 + 7822 — 1120 +49  (z—T7)2
2% + 142? + 49z
x2 — 14x + 49
5 2° + 102* + 342® + 362? — 27z — 54 (z+2)(z +3)°

2 +1 x+1
a2t + 1123 + 4522 + 81z + 54
r+1
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1.8.5. Maximo Comun Divisor y Minimo Comun Miultiplo

Problema 200 Calcular el MCD y el mcm de:
1. P(x) =22% - 323+ 2, Q(z) =22* + 323 — 22 - 32 - 1
2. P(z) =2° —2* — 23 + 22, Q(x) = 22° — 32* + 23

Solucion:

1. P(x) =22% - 323+ 2, Q(z) =22% + 323 — 22 — 32 - 1

P(z) =22 -323 +x =2(z — 1)?(2z + 1)
Qx)=22*+323 - 22 -3z —-1=(z—1)(xz+1)?2x + 1)

MCD(P(z), Q(x)) = (x —1)(2x — 1)
mem(P(z), Q(z)) = x(x — 1)%(z +1)2(2z + 1)
2. P(x) =2° —2* — 2% + 22, Q(z) = 225 — 32* + 23

Plx)=a°—2* — 23+ 22 = 2%(x + 1)(z — 1)?
Q(z) =22° =32t + 22 = 23(z — 1)(20 — 1)

MCD(P(x), Q(z)) = 2*(x — 1)
mem(P(z), Q(z)) = 23(x — 1)%(x +1)(2z — 1)
Problema 201 Calcular el MCD y el mcm de:
1. P(x) =22* + 523 +42? + 2, Q(z) =22* — 2® - 322 + 2 + 1
2. P(z) =2° +2* — 23 — 22, Q(x) = 22° + 2% — 23

Solucion:

1. P(x) =22* + 523+ 42? + 2, Q(z) =22 — 2% - 322 + 2 + 1

P(z) =2z* +50° + 42’ + z = 2(z + 1)*(2z + 1)
Qr) =22 —23-32> + 2+ 1= (z+1)(z —1)*(2z + 1)

MCD(P(z),Q(x)) = (x + 1)(2z + 1)

mem (P (z), Q(z)) = z(x — 1)%(z + 1)2(2z + 1)
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2. P(z) =2° + 2% — 23 — 22, Q(x) = 22° + 2* — 23

P(x) =2 +2* — 2% — 2% = 2%(x — 1)(x + 1)?
Q(z) =22° + 2t — 23 = 23(x +1)(22 - 1)

MCD(P(z),Q(z)) = z%(z + 1)
mem(P(z), Q(x)) = 23(x — 1)(x + 1)?(2x — 1)
Problema 202 Calcula el MCD y el mem de los siguientes polinomios
P(x)=2° +2* — 723 + 22+ 102 — 6
Q(z) = 2° + 5zt + 23 — 1922 — 62 4 18
Solucién: P(z) = 2° + 2* — 723 + 22 + 100 — 6 = (v — 1)?(z + 3) (22 — 2)
Q(z) = 2° + 52t + 23 — 1922 — 62 + 18 = (z — 1)(z + 3)%(2? — 2)
MCD(P(z),Q(x)) = (x — 1)(x + 3)(2? — 2) = 2% + 223 — 522 — 42 + 6
mem(P(2),Q(x)) = (z—1)*(z +3)*(a? - 2) =
=20 + 425 — 42* — 202° + 1327 + 242 — 18
Problema 203 Calcular el MCD y el mcm de:
1. P(x) = 2% + 42 + 52% + 22, Q(z) = 2° — 2% — 23 + 22
2. P(x) = 2* + 323 — 4z, Q(x) = 2* — 32% + 22

Solucion:

1. P(x) = 2* 4 42 + 52% + 22, Q(z) = 2° — 2* — 23 + 22

P(z) = 2* + 423 + 522 + 22 = x(z + 1)} (z + 2)
Qz)=a%—2* — 23+ 2?2 =2%(x — 1)%(z + 1)

MCD(P(z),Q(x)) = z(z + 1)

mem(P(z), Q) = 2%(x — 1)%(x + 1)%(x + 2)

2. P(z) = 2* + 323 — 4o, Q(z) = 2* — 322 + 22

P(z) =2 + 323 —dx = x(z + 2)%(x — 1)
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Q(z) =2* =322 4+ 22 = x(x — 1)%(x + 2)
MCD(P(z),Q(x)) = z(z + 2)(z — 1)
mem(P(z), Q(z)) = z(x + 2)%(z — 1)?
Problema 204 Calcular el MCD y el mcm de:
1. P(z) =22* —52% + 42 — 2, Q(z) =22* + 2% — 322 — 2 4+ 1
2. P(x) = 2° — 323 + 222, Q(x) = 22° — 32t + 23
Solucidn:
1. P(x) =22% — 523 +42? —x, Q(z) =22 + 2% — 322 — 2 + 1

P(z) = 22* — 523 + 422 — 2 = 2(x — 1)?(2x — 1)
Qz)=22"+23-322 —zx+1=(x—1)(z+ 1?2z - 1)

MCD(P(z),Q(x)) = (x — 1)(2z — 1)
mem(P(z), Q(z)) = x(x — 1)*(z + 1)2(2z — 1)
2. P(x) = 2° — 323 4 222, Q(x) = 22° — 3* 4 23

P(z) = 2° — 323 4 222 = 22(z + 2)(z — 1)?
Q(z) =22° =32t + 2® = 23(x — 1)(2v — 1)

MCD(P(z), Q(z)) = 2*(z — 1)
mem(P(2), Q()) = #¥(w — 12(z + 2)(20 - 1)
Problema 205 Calcular el MCD y el mcm de:
1. P(z) = x* — 423 + 522 — 2z, Q(x) = 2° — 2% — 23 + 22
2. P(z) =22% + 52 + 323 — 2% — 2, Q(z) =22 + 23 — 322 —x + 1
Solucién:
1. P(x) = 2* — 42 + 522 — 22, Q(z) = 2° — 2* — 23 + 22

P(z) = a* — 423 + 522 — 22 = x(z — 1)%(x — 2)
Qr)=2°—2* — 22 +22 =22z - 1)%(x + 1)

MCD(P(2), Q(x)) = a( — 1)?

mem(P(x), Q(x)) = a%(x — 1)*(x + 1) (x — 2)
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2. P(z) =22° 4+ 52 +32% — 2% — 2, Q(z) =22 + 23 — 322 —zx + 1

P(x) =22° + 5% +32% — 22 — 2z = 2(x + 1)>(2x — 1)
Q) =22 +23-32> —z+1=(z+1)*(z - 1)(2z - 1)

MCD(P(z),Q(x)) = (z + 1)?(2z — 1)
mem(P(z),Q(z)) = z(z + 1)3(x — 1)(2x — 1)
Problema 206 Calcular el MCD y el mcm de:
1. P(x) = 2% — 23 — 522 — 32, Q(x) = ° — 2t — 2% + 22
2. P(z) = 32% —102* +122% — 622 + =, Q(z) = 32* — 423 — 222 + 40 — 1

Solucion:

1. 2t — 23 — 522 — 32, Q(x) = 2° — 2t — 23 + 22

P(z) =2 — 2% — 522 — 3z = z(x + 1)*(z — 3)
Qz)=a—2* — 23+ 22 =2%(x — 1)%(z + 1)

MCD(P(z),Q(x)) = z(x + 1)

mem(P(x), Q(x)) = #(z + 1)(z — 1)*(x — 3)

2. P(z) = 32% —102* + 1222 — 622 + =, Q(z) = 32* — 423 — 222 + 40— 1

P(z) = 32° — 102* + 1223 — 622 + v = z(z — 1)3(3z — 1)
Q(r) =32 —4a3 — 222 +4x — 1= (v — 1)} (z +1)(3z — 1)

MOD(P(2), Q(x)) = (= — 1)*(3z — 1)
mem(P(z),Q(z)) = z(z — 1)3(x + 1)(3z — 1)
Problema 207 Calcular el MCD y el mcm de:
1. P(z) = 2* — 723 + 1122 — 52, Q(v) = 2° + 2* — 23 — 22
2. P(z) =32+ 72% + 522 + x, Q(x) = 325 + Tat 4 22% — 622 — 50 — 1

Solucion:

1. P(z) = 2% — 72% + 1122 — 5z, Q(z) = 2° + 2* — 23 — 22
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P(z) = 2* — 723 + 1122 — 52 = x(2x — 1)*(x — 5)
Qr)=2°+2* — 2% — 22 =22z + 1)%(z - 1)
MCD(P(z),Q(z)) = z(x — 1)

mem(P(z), Q(z)) = 2%(x + 1)%(z — 1)?(x — 5)

2. P(z) =32* + 72% + 522 + x, Q(x) = 325 + T2t 4+ 22° — 622 — 50 — 1

P(z)=32* +72% + 52’ + z = z(z + 1)’z + 1)
Q(r) =32° + 7ot 4223 — 622 — 50 — 1 = (z + 1)3(z—1)(3x + 1)

MCD(P(z),Q(x)) = (z +1)*(3z + 1)
mem(P(z), Q(z)) = z(x + 1)3(z — 1)(3z + 1)

Problema 208 Si P(x) = (x — 3)?22, busca un polinomio de tercer grado,
Q(x), que cumpla las dos condiciones siguientes:

1. MCD(P(z),Q(x)) = 2? — 3z = z(x — 3)
2. mem(P(z); Q(z)) = (z — 3)%22(x +7)

Solucioén:
P(x) =z(x —3)(x+7) = 2° + 42 — 21z

Problema 209 Si P(x) = (x + 3)2z2, busca un polinomio de tercer grado,
Q(z), que cumpla las dos condiciones siguientes:

1. MCD(P(z),Q(z)) = 2% + 3z = x(x + 3)
2. mem(P(z); Q(z)) = (z + 3)%x%(z - 7)

Solucidn:
P(x) =z(x +3)(x —7) = 2° — 42 — 21z

Problema 210 Si P(x) = (x — 2)322, busca un polinomio de tercer grado,
Q(x), que cumpla las dos condiciones siguientes:

1. MCD(P(z),Q(z)) = z(z — 2)?
2. mem(P(z); Q(z)) = (z — 2)32%(x + 1)

Solucién:
Qz)=z(x—2)%x+1)=2—-32° 4+ 4z
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Problema 211 Si P(x) = (x — 5)?2?, busca un polinomio de tercer grado,
Q(zx), que cumpla las dos condiciones siguientes:

1. MCD(P(z),Q(x)) = 2? — bz = z(z — 5)
2. mem(P(z); Q(z)) = (z — 5)%2%(x + 6)

Solucion:
P(z) = z(x —5)(z 4+ 6) = 2% + 2% — 30z

Problema 212 Si P(x) = (x — 6)?2?, busca un polinomio de tercer grado,
Q(x), que cumpla las dos condiciones siguientes:

1. MCD(P(z),Q(z)) = 2? — 62 = z(z — 6)
2. mem(P(z); Q(x)) = (z — 6)%2%(x + 5)

Solucion:
P(z) = z(x+5)(x — 6) = 2% — 2% — 30z

Problema 213 Si P(x) = (x — 7)?2?, busca un polinomio de tercer grado,
Q(x), que cumpla las dos condiciones siguientes:

1. MCD(P(z),Q(z)) = 2% — Tz = x(x — 7)
2. mem(P(z);Q(x)) = (z — 7)%2%(z + 1)
Solucion:
Px)=z(x+1)(z—7) =2° - 62> — Tx
1.8.6. Simplificacion de expresiones racionales de polinomios

Problema 214 Efectuar:
2x T 1

1. —
z—1 x271+$+1

(2:): 3> ( 2 1 >
2. ——: +
r—1 =x x+1 x—1
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<2:v 3) ( 2 1 ) 3z — 22 +3
2. N + =
r—1 =z r+1 z-—1 32

— T

Problema 215 Efectuar:

1 2z + x 1
Tx—1 22—-1 z+41
9 <2m 3)( 2 1 )
"\z—-1 2z/) \z+1 z-1
2z i
Tx—1 22
Solucion:
2 @ 1 222 +22+41
Tr—1 22—-1 x+4+1 x2—1
< )( ) 223 — 22 + 3
2. =
r—1 = -1 2 — 3x
2z i 6
-1 22
Problema 216 Efectuar:
T 1 2
1.
z—1 :c271+x+1
5 <2x 1)'(1 2 )
"\z—-1 z/) \z z+1
3 5
3. ' 4
r—1 x
Solucion
x 1 2 2243z -3
1. + =
xr—1 22—-1 z+1 x?2 -1
) <2x 1>.(1 2 >_ 20° +2° +1
‘\z—-1 2/ \z z+1/) (z —1)2

Problema 217 Efectuar:
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Problema 218 Efectuar:

xr+1 3z L T
xr—1 22—-1 z+1

z+1 2 1
2. —-3):
(x—l ) <x+1+:c—1>

1.

62> 5

x4+l =z

Solucion:

1 r+1 3z T _2m2—2x+1
-1 22—-1 z+1 2 -1

x+1 2 1 222 4 2x+4
2. 3] : -+ =
3r—1

r—1 r+1 x—-1
5 62> 5 30z
"4+l xz x+1

Problema 219 Calcular:

(33: T ) ( T 2x)

1. — : +

z+1 x-—1 r—1 xz+1
3x
r—2

Solucion:

2.

1
x

101
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1<3x_az>'<a}+
"\z+1 z-1/) \z—-1

2z )_2(9&—2)
zr+1) 3z-1

— r=-3-2V/2=-58284; z=-3+

9 3z 1_ 3
-2 x -2
Problema 220 Calcular:
1 2x + 1 oz
-2 22—4 x+2
9 (31: n T )( T 2:13)
"\z+1 z-1) \z—-1 zxz+1
5% 2
3. R
r—2 x
Solucion:
1 2z n 1 o
-2 22—4 x+2
2V/2 = —0,1715

9 <3$ L = >< r 2:1:)_2(2:1:—1)
"\z+1 2z2-1) \z—-1 z+1) 33—z

3.

dr 2 10
x

r—2 _.%‘*2

Problema 221 Calcular:

T 1 T

1. — =
x—2 x2—-4 42
9 <3x n T >< x n 2;1:)
"\zrz+1 2xz-1) \z—-1 zx+1
8x i
"x+3 22
Solucion:
1 9 1 T . 1
) — = T = -
r—2 x22—4 x+2 4
3 2 2(2x — 1
FEERNEINE S
x+1 r—1 r—1 r+1 3z —1

8z 3 12

"z+3 2r z+3

Problema 222 Efectuar:
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r+1 3z + T
r—1 =x22-1 =z+1

z+1 2 1
2. — :
(301 3) <SC+1+$1>
6z> 5
rx4+1 oz

Solucion:

1.

r+1 3z z 22 -2z+1
r—1 22-1 2+1  22-1

(x—i—l ) ( 2 1 ) 222 4+ 2x+4
2. —3 . + =
r—1 r+1 x-—1 3xr—1

3 622 .§7 30z
Tr4+1 oz z+1

Problema 223 Calcular  en apartado 1. y Simplificar en apartado 2.

1.
3x 1 _ T
r—5 x+5 22-25
2.
z? 1 _<x+1+ 2x>
2242r—-3 xz—1) \x+3 z-1
Solucién:
1.
37 1 AN 3.906717751 0, 4266155818
—_ = xri1 = — To — —
r—5 x+5 x2-25 ! ’ r e ’
2,

z? 1 ‘(m+1+ 23:)_ -z —3
?2+2x—-3 x—-1) \z+3 z-1) 322+6z—1
Problema 224 Reduce a comin denominador y efectua la operacién co-
rrespondiente:
2?2 +1 z+1 3 +r—1

L z—1 a@@2-1) a(z-1)

9 z+1 _ rz—1 B 22 —2rx—1
C(r—1)(z+3) (z—2)(z—-1D(x+3) (z—2)(xz—1)(z+3)
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3 1 n r
Ta2—1 2242 a?2-1
4 2 T _ 22 —3x —2
22 —-1 (z+1)2 0 (z-1D(z+1)2
. z+1 N 1 _ 222 — 5z +5
"3 —8x2 21z 18 22 —4rx+3  (z—1)(z —2)(x —3)2
6 2 1 9 x—7
"3 4922+ 15225 234322 -9x 45  (z—1)2(x +5)2
7 2z n 1 _ 3x — 2
"3 —622+1lx—6 22 —4dx+3 23— 622+ 11z —6
8 x 3x B 2z(r +4)
a3 -3 +2 a3 —4a2+5x-2 (22 —4)(z—1)2
9 1 T - 1
a2 -3x4+2 23 —42245x—-2 (v —2)(z—1)2
2 _
10, 2 T _ ¢ —x+2

:c4+3a;3—3x2—7x+6+x3+4m2+x—6 (z—-1D)2(z+2)(z+3)

Problema 225 Resolver y simplificar:

( T+ 2 1>'<$+5 1 >
24+ x—2 ‘\x—-1 x+2

( x+2 ) ( S8z + 24 )
422 4+ 40x + 84 2 4+4r+4

1.

Solucion:

1.

< T 42 1).(x+5 1 )_ a? —4
2+ —2 ‘\z—-1 2+4+2) 22462+ 11

( x+2 > < 8z + 24 >_ 2
422 + 402 + 84 22+4r+4) 2249x+14

Problema 226 (2 puntos)Resolver y simplificar:

( T 42 _1)'<x+2_ 1)
2 -3z —10 ‘\x—5 x+2

( T+ 2 ) ( 5r — 5 )
522 — 15z + 10 24 4r+4
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Solucion:

1.

< x4+ 2 1>.<x+2 1 )—x2+4x+12
z2 — 3z — 10 r—5 x+2 22+ 3z +9

< x+2 )(51;—5 )_ 1
522 — 15z + 10 22 +4dr+4) x2—4

Problema 227 (2 puntos)Resolver y simplificar:

( x+2 1>'<x+5 1 >
x24+2x—3 ‘\z+3 z-1

< T+ 2 ) ( 9z — 27 )
3x2 + 12z — 63 244z +4

Solucion:

1.

( T+ 2 _1)_<x+5_ 1 )__J;2+x—5
22+ 22— 3 ‘\z+3 zz-1)  2243zx-38

( x+2 ) ( 9r — 27 )_ 3
322 + 122 — 63 22+4r+4) 2249x+14

1.8.7. Ecuaciones Polinémicas

Problema 228 Calcular

Solucion:

T 2z 1
_|_

= — =1
r—1 22—-1 z+1 v

Problema 229 Calcular las soluciones reales de:

2:3—3_3:1:—7
r—1 2x-5

Solucion:

2r—3)-2z—-5)=(x—1)- 3z —-T7)
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422 =102 — 62 +15=322 - T — 32+ 7

2? — 62 +8=0
6++v36—-32 6%2
T = 5 = r=4, r =2

24x 2—x

24+ 22—z

Solucion:

(24-.71)'(1‘2—1‘):(2—LE)-(1‘2+J})
202 — 2z + 2 — 22 = 2% + 20 — 2® — 2°
213 —dr=0=z2-(22° —4) =0 =

x =0 (No seria una solucién l6gica)

22 —4=0=22=2=1=+V2

Problema 230 Calcular x en la siguiente ecuacién

2z xfl_ 2
22 —4x+3 22—-1 22—-2x-3

Solucién:
22 -4z +3 =(x-3)(z—-1)

2 -1 =@x+1)(zr—1) = mem=(r+1)(z—1)(z—3)
> —2x -3 =(z-3)(x+1)

=—-2++5
2r(z+1)—(x—1)(x—3) =2(x—1) = 2> +4x—1=0=>3
z(z+1)—(z—1)(xz—3) =2(z—1) x4z {z:—Q—\/g
Problema 231 Calcular las soluciones reales de:
r—1 x-—1
22—-1 z+1
Solucién:
(z—1) (@ +1) = @ —1)- (& 1)
?-l1=a3—2?—2+41
23 -2 -z +2=0
Por Ruffini: z = 2, x = 1, x = —1, pero estas dos ultimas soluciones no

serfan légicas, ya que anulan el denominador de alguna de las fracciones.
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Problema 232 Resolver:

1. 25+ 32 — 423 — 1222 +324+9=0

5 T+ 1 1 o
Ca244r -5 x4+5 xr—1
Solucion:

1. 2+ 324 —42® — 1222 432+ 9=0=2= -3, 2 = +1, x = +/3

r+1 1 T

2, - -
24+4r—-5 xz+5 x—-1

= x = —5,372281323, x =0,3722813232
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Capitulo 2

Problemas de Geometria

2.1. Trigonometria

2.1.1. Angulos

Problema 233 1. Expresa los siguientes dngulos como suma de un nime-
ro de vueltas y un angulo menor de 360°

a) 3215°
b) 2612°

2. Expresa en grados los siguientes radianes

3. Expresa en radianes los siguientes angulos medidos en grados
a) 215°
b) 325°
Solucion:

1. a) 3215° = 8- 360° + 335° = 8 vueltas y 335°
b) 2612° =T7-360° 4 92° = 7 vueltas y 92°

4 4 -180°
2. a) ?grad:: g = 240°
T 7-180°
7 rad= — 315°
b) 1 rad 1 3
a)
180° — 7 215-m
{ 9150 L, o T= 80— 1, 197rad

109
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= 1,8067rad

180° — 7 _ 32w
3250 — g = 7180

Problema 234 1. Expresa los siguientes angulos como suma de un niime-
ro de vueltas y un angulo menor de 360°
a) 3215°
b) 4160°

2. Expresa en grados los siguientes radianes

a) 5—Wmd
3

b) 8?Wrad

3. Expresa en radianes los siguientes dngulos medidos en grados
a) 315°
b) 228°
Solucioén:
1. a) 3215° = 8- 360° + 335° = 8 vueltas y 335°
b) 4160° = 11 - 360° + 200° = 11 vueltas y 200°
5m 5-180°

2. a) 5 rad= — = 300°
8 8- 180°
b) grad: g = 160°
a)
180° — =« . _315-7T_7£ad
315° — =z =80 T 4t
b)
180° — =« 228 - 197
{ doge b =@ = ot = —rad = 1, 266666666 rad

Problema 235 Calcular:

1. Expresa el 915° como suma de un nimero de vueltas y un angulo
menor de 360°

3
2. Expresa en grados Zﬁradianes
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3. Expresa en radianes 215°
Solucién:

1. 915° = 2 360° + 195° = 2 vueltas y 195°

. (o]
9. 3 rad= S 189" _ 1350
1
3,
180° —» 7 215 - 1
{2150 g = 120 = 1,194rad

Problema 236 1. Reducir los siguientes angulos a un nimero de vueltas
y su valor en la primera vuelta

n 3485° =9 - 360° 4 245°
= 5636° = 15 - 360° + 236°

2. Pasar los siguientes angulos de grados a radianes

= 335° = 1,8617 radianes

= 126° = 0, 77 radianes

3. Pasar los siguientes dangulos de radianes a grados
" radianes= 108°
3 :
- radianes= 270°

Problema 237 1. Reducir los siguientes &ngulos a un nimero de vueltas
y su valor en la primera vuelta

= 5725° =15 - 360° 4 325°
= 8391° =23 - 360° 4 111°

2. Pasar los siguientes angulos de grados a radianes

= 325° = 1, 8057 radianes
= 385° = 2, 1397 radianes

3. Pasar los siguientes angulos de radianes a grados
3 : oQ/ "
] ?71' radianes= 77°8'34

. 57r radianes= 216°
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Problema 238 1. Reducir los siguientes angulos a un niimero de vueltas
y su valor en la primera vuelta

n 8793° =24 - 360° 4 153°
» 7421° = 20 - 360° + 221°

2. Pasar los siguientes angulos de grados a radianes

s 185° = 1,027 radianes

= 270° = 1, 57 radianes
3. Pasar los siguientes angulos de radianes a grados
" radianes= 36°

4
. §7r radianes= 102°51/26"

Problema 239 1. Reducir los siguientes angulos a un niimero de vueltas
y su valor en la primera vuelta

» 9236° = 25 - 360° 4 236°
n 8721° =24 - 360° 4 81°

2. Pasar los siguientes angulos de grados a radianes

= 335° = 1,8617 radianes

» 126° = 0, 77 radianes
3. Pasar los siguientes angulos de radianes a grados
2 : / "
. ?71' radianes= 51°25'43
8 .
" T radianes= 288°

Problema 240 Calcular

1. Reducir el angulo 3824° a un nimero de vueltas y su valor en la primera
vuelta.

8
2. Pasar 777 de radianes a grados.

3. Pasar 335° de grados a radianes.
Solucioén:

1. 3824° =10 - 360° + 224°
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8
2. 7” radianes= 205°42'51"
3. 335° = 1,867 radianes
Problema 241 Calcular

1. Reducir el 4ngulo 4526° a un niimero de vueltas y su valor en la primera
vuelta.

2. Pasar 977r de radianes a grados.

3. Pasar 321° de grados a radianes.
Solucién:

1. 4526° = 12 - 360° 4 206°

2. 977T radianes= 231°25'43"

3. 321° =1, 7837 radianes
Problema 242 Calcular

1. Reducir el angulo 5728° a un niimero de vueltas y su valor en la primera
vuelta.

6
2. Pasar 77r de radianes a grados.

3. Pasar 223° de grados a radianes.

Solucion:

1. 5728° =15 - 360° + 328°

2. 677r radianes= 154°17'9"

3. 223° =1, 2397 radianes
Problema 243 Calcular

1. Reducir el 4ngulo 8324° a un niimero de vueltas y su valor en la primera
vuelta.

9
9. Pasar -~ de radianes a grados.

3. Pasar 311° de grados a radianes.
Solucién:

1. 8324° = 23 - 360° + 44°
9
2. 7” radianes= 231°25'43"

3. 311° = 1, 7287 radianes
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2.1.2. Razones Trigonométricas

Problema 244 Calcular las razones trigonométricas de un angulo «, que

3
pertenece al segundo cuadrante, y sabiendo que sina = =

Solucion:

3\ 2 3\ 2
sin2a+cosza:1:>(5> +0082a:1=>00820¢:1—<5) ==

3\? 4
cosa = F4/1— (5> = ig = cosa = 5 ya que estamos en el se-

gundo cuadrante.

sima  3/5 3

cosae  —4/5 4

tana =

Problema 245 Conociendo las razones trigonométricas de 45° calcular las
de 225°.

Solucion:

225% = 180° + 45°:
sin 225° = sin(180° + 45°) = —sin45° = —

cos 225° = cos(180° + 45°) = —cos45° = —
tan 225° = tan(180° + 45°) = tan45° =1

SIS

Problema 246 Calcular las razones trigonométricas de un angulo «, que

. . 3
pertenece al tercer cuadrante, y sabiendo que sina = ~1
Solucién:

3\? 3\?
sin?a 4+ cos?a = 1 = (—4 +ceosPa=1=cosPa=1— (—4> —
3\? 7 7
cosa = £4/1 — (—4) = :I:[ — cosq = —\4[ ya que estamos en el
tercer cuadrante.
sina —3/4 3 3T

Problema 247 Calcular las razones trigonométricas de un angulo «, que

. . 1
pertenece al tercer cuadrante, y sabiendo que sina = -3



2.1. TRIGONOMETRIA 115

Solucion:
1 2 2
sin2oz+cos2oz:1:<—3> +cos2a:1:>cos2a:1—<) —

3
1>2 2v2 2v/2

cosa = +4/1— ( = £—— = cosa = ————— ya que estamos en

3 3 3
el segundo cuadrante.
¢ sin o - % V2
ano = = = —
cosa _ ¥ 4

Problema 248 Conociendo las razones trigonométricas de 60°, calcular las
de 120°.

Solucion:
120° = 180° — 60°

sin 120° = sin 60°, cos 120° = — cos 60°, tan 120° = — tan 60°

Problema 249 Conociendo las razones trigonométricas de 30°, calcular las
de 150°.

Solucién:
150° = 180° — 30° luego:
sin 150° = sin 30°, cos 150° = — cos 30°, tan 150° = — tan 30°

Problema 250 Sabiendo que tana = 3 y que « €tercer cuadrante, calcu-
lar el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:
1 V10
tan? a+1 = = cosa = |/ — = cosa = ——— = —0, 316227766
cos? o 10 10
i V1
tana = 259 L gna =~V 4 948683208
COS & 10
1

Problema 251 Sabiendo que sina = 1Y que « €segundo cuadrante, cal-

cular el resto de las razones trigonométricas.
Solucién:

1 2
sina +cos’a=1=— (4) +costa=1=—
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1 At
cosa = =k <12> = —T5 = —0, 9682458365

S s tana = ——”1155 — 0, 2581988897

tana =
COS «

Problema 252 Conociendo las razones trigonométricas de 45°, calcular las
de 225°.

Solucion
225° = 180° + 45°

sin 225° = —sin45°, cos 225° = — cos45°, tan 225° = tan 45°

Problema 253 Sabiendo que tana = —4 y que a €segundo cuadrante,
calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucidn:
1 V17
tan? a+1 = = cosa = 4|/ — = cosa = —~—— = —0,2425356250
cos? o 17 17
i 44/1
tana = S L na = YT 4 9701425001

CoS & 17

Problema 254 Sabiendo que tana = 4 y que a Etercer cuadrante, calcu-
lar el resto de las razones trigonométricas.

Solucién:
1 V1T
tan? a+1 = = cosa = =/ — = cosa = ———— = —0, 2425356250
cos? a 17 17
44/1
tana = % L gna = — YT 0 9701425001

Cos & 17

Problema 255 Sabiendo que tana = 3 y que a Etercer cuadrante, calcu-
lar el resto de las razones trigonométricas.

Solucidn:
1 V10
tan? a+1 = = cosa = 4|/ — = cosa = —~—— = —0, 3162277660
cos? o 10 10

® — sina= _3V10 _ 0, 9486832980

tana = T
Ccos « 10




2.1. TRIGONOMETRIA 117

Problema 256 Conociendo las razones trigonométricas de 60°, calcular las
de 240°.

Solucion:
240° = 180° + 60°

sin 240° = —sin 60°, cos 240° = — cos 60°, tan 240° = tan 60°

Problema 257 Sabiendo que tana = —2 y que « E€cuarto cuadrante, cal-
cular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:
1 5
tan®a 4+ 1 = — cosa = i\[ — cosar = VB _ 0, 4479135055
cos? o 5 5
i 2
tana = s — sina = —ﬁ = —0,894427191
CoS & 5

Problema 258 Sabiendo que tana = 3 y que o €tercer cuadrante, calcu-
lar el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:
/1 110
tan? a+1 = = cosa = *+4{/— = cosa = ———— = —0,3162277660
cos? o 10 10
i V1
tana = S8 L Gna = — Y19 6 9486832080
COs & 10

Problema 259 Sabiendo que tana = % y que « €tercer cuadrante, calcu-
lar el resto de las razones trigonométricas.

Solucién:
/2 2v/13
tan’a+1 = = cosa = £4/— = cosa = ———— = —0, 5547
cos? a 13 13
i 6v13
tana = 0% — gina = — -2 — _0,416025
COos (v 26
Problema 260 Sabiendo que tana = —5 y que « €segundo cuadrante,

calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:

1 /1 V26
tan? a+1 = —cosa =+ % — cosa = ———— = —0,1961161351

cos? o 26
Y — sina= 5V26 _ 0, 9805806756

tana =
CoSs & 26
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1
Problema 261 Sabiendo que sina = —3 y que « €tercer cuadrante, cal-

cular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:
8 2v2
sin?a 4+ cos? @ =1 => cosav = :t\/; = cosa = —\3[ = —0,9428090415
i 2
tang = S0 _ V2 _ 0, 3535533905
Cos & 4

Problema 262 Deducir las razones trigonométricas de 30°

Solucion:

1 3 3
sin 30° = 2 cos 30° = \2[, tan 30° = \3f

Ver teoria.

Problema 263 Conociendo las razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°
calcular las de 240°.

Solucion
240° = 180° + 60°

3 1
$in 240° = —sin 60° = —\2[, c0s240° = — cos 60° = —3
tan 240° = tan 60° = V/3

Problema 264 Sabiendo que tana = 4 y que a Etercer cuadrante, calcu-
lar el resto de las razones trigonométricas.

Solucién:
/1 V17
tan® a+1 = = cosa = +y/— = cosa = ———— = —0,2425356250
cos? v 17 17

i 41
S na = — YT 4 9701425001
Ccos v 17

tana =

Problema 265 Deducir las razones trigonométricas de 60°

Solucion:

sin 60° = \ég, cos 60° = %, tan 60° = /3

Ver teoria.
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Problema 266 Conociendo las razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°
calcular las de 330°.

Soluciéon
330° = —30°

of%

1
sin 330° = —sin 30° = —g» cos 330° = cos 30° = —

V3

tan 330° = —tan30° = ——

3
Problema 267 Sabiendo que tana = —5 y que a €segundo cuadrante,
calcular el resto de las razones trigonométricas.
Solucién:
1 V26

tan? a+1 = = cosa = +{/ — = cosa = ———— = —0, 1961161351

cos? a 26 26

sin o . 5V 26
tano =

= sina = —— = 0, 9805806756
Ccos & 26

Problema 268 Deducir las razones trigonométricas de 45°

Solucion:

V2 V2

sin45° = o cos45° = BR tan 45° =
Ver teoria.

Problema 269 Conociendo las razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°
calcular las de 225°.

Solucion
225° = 180° + 45°

V2

2
sin225° = —sin45” = =%, cos225° = — cos 45° = —\2[
tan 225° = tan45° =1

Problema 270 Deducir las razones trigonométricas de 45°

Solucion:

V2 V2

sin45° = TR cos45° = ER tan 45° =1

Ver teoria.
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Problema 271 Conociendo las razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°
calcular las de 135°.

Solucién
135% = 180° — 45°
sin 135° = sin45° = \f, cos 135° = — cos 45° = —?
tan 135° = —tan45° = —1
Problema 272 Sabiendo que tana = —7 y que o €segundo cuadrante,

calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucién:
/1 V50
tan? a+1 = = cosa = £/ — = cosa = ——— = —0,1414213562
cos? a 50 50
fana = 22 gna = 90 ) 0899494936
cos & 50
Problema 273 Sabiendo que tana = —7 y que « €segundo cuadrante,

calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucién:
/1 V50

tan? a+1 = = cosa = £/ — = cosa = ——— = —0,1414213562

cos? a 50 50

fana = S0 o = 90 9899494936

COos (v 50
1

Problema 274 Sabiendo que sina = 1Y que « €tercer cuadrante, cal-

cular el resto de las razones trigonométricas.
Solucién:
/15 V15
sin? a+cos?a =1 = cosar = + 6 — cosa = 1 = —0, 9682458365

sin «v
tana =

V15
— tana = —— = 0, 2581988897
COs & 15

Problema 275 Sabiendo que tana = 2, calcular el resto de las razones

trigonométricas; teniendo en cuenta que « pertenece al tercer cuadrante.

Solucién: ] ]
tana =2 = cota = =-=0,5
tana 2
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Sabemos que tan? a + 1 = sec? o y aplicando esta férmula quedaria:
22 +1 =sec?a = sec = +/5 = £+2,24. Como en el tercer cuadrante la
secante es negativa concluimos con el resultado seca = —2, 24.

_ 1
Como seca = .~
ﬁ = —0, 45, es decir cosa = —0, 45.

. ¢ _ 1 _
podemos despejar cosa y nos quedaria cosa = S — =

Ahora vamos a utilizar la férmula 1 4 cot? o = csc? o y tendriamos:

1+ % =csc’a = csca = :I:\/g = #£1,12. Como en el tercer cuadrante la

cosecante es negativa serd csca = —1,12.

_ 1 ; _ 1 _ 1 _ _ .
Como cosa = sma — Sha= o = 5 = 0,89 es decir
sina = —0,89

Problema 276 Teniendo en cuenta que sina = % y que « pertenece al
primer cuadrante, calcular:

sin(a + 30°); sin(a + 45°); cos(a — 60°); tan(60° — «)

Solucién:
Se calcula primero cosa y tan a:

1
— J1_ 1 _ V8. _ 3 _ 1
cosa = 4/1 g =33 tanaf@f\/g

w

sin(a+30°) = sin a-cos 30°+-cos a-sin 30° = %-734-?& = V3VE _ ) 7601

sin(a 4+ 45°) = sina - cos45° + cos o - sin 45° = % . % + g . % =0,9024
cos(a — 60°) = cos « - cos 60° + sin « - sin 60° = g A4 % : § =0,7601
V3—L
tan(60° — a) = {anbltana o =0,8549
8

Problema 277 Hallar las razones trigonométricas de o sabiendo que sec a =
3y a € 4° Cuadrante.

Solucion:

seca = =3 — cosa =

W =

COS &

2v2

sina 4+ cos’a=1= sina = —

3
1 3v2
csco = — = ——
sin o 4
tano = —2\@
1 V2
cota = ——7= = —

212 4
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Problema 278 Sabiendo que csca = 3 y que « pertenece al segundo cua-
drante, calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion: )
csca:3:>sin04:§
—4+cos‘’a=1=cos“a=—- = cosa=——, SeCax = ———
9 3 V8
sin o 1
tana = = ——, cotar=—38

cos « V8

Problema 279 Sabiendo que csca = 2 y que a pertenece al segundo cua-
drante, calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucién: )
csca =2 = sina = 5
1 3 3 2 2v/3
Z‘FCOSQOZZ 1= cos’a = 1 = cosa = —\2[, seca = _ﬁ = —\3[
sin «v 1 V3
ano=_—— 7 3 cot av V3
Problema 280 Sabiendo que tana = —4 y que « pertenece al segundo

cuadrante, calcular el resto de las razones trigonométricas.
Solucidn:

tan?a + 1 =sec?a = seca = —V17 = cosa = —

N |

sina+cos’a=1=sina = — csca =

o=
J

4
V17
1
tana = —4 — cota = —1

2.1.3. Resolucion de Triangulos

Problema 281 Resolver el siguiente triangulo, conociendo los catetos a =
4dem y b = 3em:

Solucion:

tan B = z =0,75 = B = 36°52'12"
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i = dcm C

A=90°—B=90°— B =36°52"12" = 53°7'48"

c=1v32442 =+/25=5cm

Problema 282 De un tridngulo rectangulo se conoce su hipotenusa y un
cateto, que valen 25cm y 16¢m respectivamente. Calcular el otro cateto y
los angulos de este tridngulo.

Solucion:

16
sin A = 35 = A = 39°47'31"

B =90° — A = 50°1229”

cos A = 2—b5 = b =19,209cm

Problema 283 En un tridngulo rectdngulo se conocen sus dos catetos de
5y 9 cm respectivamente. Calcular su hipotenusa y sus angulos.
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Solucion:

¢ =1/25+ 81 = V106 = 10, 29563 cm
tan A = g — A =29°3'17"
tan B = % — B = 60°56'43"
C =90°

Problema 284 En un tridngulo rectangulo se conocen sus dos catetos de
7y 10 ¢m respectivamente. Calcular su hipotenusa y sus dngulos.

Solucion:

¢ = /49 + 100 = V149 = 12, 20655561 cm
tan A = % — A = 34°59'31"
tan B = 1—70 — B = 55°0'29"
C =90°

Problema 285 En un tridngulo rectangulo se conocen un éngulo A = 37°
y el cateto opuesto a = 9. Calcular el otro angulo, el otro cateto y su hipo-

tenusa.
Solucion:
a
tanA= - = a= =11,94340339
Q b = tan3ro ’
) a 9
sind=- = c= — = 14,95476127
c sin 37°

C =90°, B=90°— A =90°—37° =53°

Problema 286 En un tridngulo rectangulo se conocen sus dos catetos de
4 y 7 ¢m respectivamente. Calcular su hipotenusa y sus angulos.

Solucion:

¢ =49 + 16 = V65 = 8,06 cm

7
tan A = 1 = A=60°15"18"

4
tan B = - = B = 29°44'42"

C =90°
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Problema 287 En un tridngulo rectdngulo se conocen sus dos catetos de
3 y 5 ¢m respectivamente. Calcular su hipotenusa y sus angulos.

Solucion:

c=vV25+9=+v34=5,830951894 cm

tan A = g = A = 30°57'50"

tan B = g — B = 59°2'10"
C =90°

Problema 288 En un tridngulo rectangulo se conocen sus dos catetos de
5y 8 cm respectivamente. Calcular su hipotenusa y sus angulos.

Solucion:

c=v25+464 =v89 =9,433981132cm

tan A = g — A =32°0'19"

tan B = g = B =57°59'41"
C =90°

Problema 289 En un tridngulo rectangulo se conocen sus dos catetos de
9 y 12 cm respectivamente. Calcular su hipotenusa y sus angulos.

Solucion:

c=+81+ 144 = /225 = 15¢em

tan A = % — A = 36°52'12"

12
tan B = 9 = B = 53°7'48"
C =90°

2.1.4. Aplicaciones

Problema 290 La sombra de un arbol mide 50m y el angulo que forman
los rayos del sol con el suelo es de 60°. ;Cudl es la altura del arbol?.

Solucion:

h
tan 60° = 0 = h = 50 - tan 60° = 86, 6m



126 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA

50m

Problema 291 La longitud del lado de un octégono es de 16¢m. Calcular
su area.

Solucién:
360°
a=— = 45° = — =22°30/

8
tan22°30 = - —=a= ————
an 16 19@3137 “ tan 22°30/

Stri = 5 = 154, 51cm?
St = 8+ 154,51 = 1236, 077cm?

=19,3137cm

Problema 292 Desde un puesto de caza, un cazador apunta con su esco-
peta a una tértola, que se encuentra posada en la copa de un arbol, con
un angulo de 50°. Cuando iba a disparar la tértola salié volando y se posd
en una rama 4m més abajo; la apunta cuidadosamente con un dngulo de
40° y cuando fué a disparar decidié no hacerlo; se acordé del pesado de su
profesor de "mate”de 4° y se hizo las siguientes preguntas: ; Qué altura tiene
el arbol?, ;Qué distancia me separa de é1?. (Pobre tértola)

Solucion:
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tan 50° = 4tz . o _
{ tan40°—xy { z tzgigo_i+x = y-tan50° —4 = y-tan 40°
=2 , _
42
x
502
40°
¥
4
Y =11, 34256

- tan 50° — tan 40°

r =1y tan40° = 9,51754

En conclusion, la distancia que me separa del arbol serd y = 11,34256m y
la altura del arbol serd x +4 = 9,51754 + 4 = 13,51754m.

Problema 293 En el tejado de un edificio estan colocando una antena.
Desde la calle veo la base de ella con un angulo de 70° mientras que el ex-
tremo superior lo veo con un angulo de 80°. Si la antena mide 10m, calcular
la altura del edificio y la distancia que me separa de él.

Solucion:

=

tan 70° = % T-tan70° = h
e
z-tan80° =10 + h

_ 10 _
T = G800 —tan7o0 — S 42m

_ 10 tan 70° _
h = tan 80°—tan 70° 9’ 397Tm
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Problema 294 Dos personas, separadas por una distancia de 6 KX'm obser-
van un avién, que vuela de uno de ellos hacia el otro. Uno de ellos lo observa
bajo un dngulo de 30°, mientras el otro lo hace bajo un angulo de 15°. Cal-
cular la altura a la que vuela el avién.

Solucion:

G-x x
tan 30° = E
T
= h =1,098Km
h
tan 15° =
at 6—=x

Problema 295 Calcular la altura del pico de una montana, sabiendo que,
en ese momento del dia, el sol incide con sus rayos sobre el suelo con un
angulo de 75° y provoca una sombra sobre el suelo de 53 metros.
Solucién:

Bm
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h
tan 75° = 3 = h = 53 - tan 75° = 197, 798 metros
Problema 296 Una escalera de 12m de largo esta apoyada en una pared
con un angulo de 60°. Calcular la altura de pared hasta donde apoya la
escalera, y la separacién de ésta a la pared.
Solucién:

sin 60° = 1% — x = 12sin60° = 10, 39230484m

cos 60° = 1% = y = 12¢c0s60° = 6m

Problema 297 Calcular el drea de un octégono de 5em de lado.

Solucion:

360° 2,5
g = 45° = tan 22°30' = ’T = h = 6,035533906cm

_p-h_ 5-8:6,035533906
2 2

S

= 120, 7106781cm?

donde p es el perimetro y h es la apotema.

Problema 298 Pablo observa desde la ventana de su casa un accidente con
un angulo de 60°; como es muy curioso y desde alli no lo ve muy bien, decide
subir a la azotea del edificio, que se encuentra 10 metros mas arriba. Desde
alli, con unos prismaticos, se empapa de todo mirando con un angulo de 40°.
Lo que no se imaginaba, era que a su vez era observado por el profesor de
matematicas, y éste no le pregunté sobre el accidente, sino por la altura del
edificio y la distancia a la que ocurrié desde su casa.

(Nota: los dngulos son los medidos entre el observador y la vertical)

Solucion:

tan 60° = ;2 z = 16,27595362m

tan40° = ¥ h =19, 39692620m
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I m
48°

60°
-1

Problema 299 Calcular el area de un decidgono de 4m de lado.

Solucion:
360° P
oo = 36° = tan 18° = > —> h = 6, 155367074cm
‘h 4-10-6,1 4
S = p2 _ 4106, 25536707 — 123, 1073414cm?

donde p es el perimetro y h es la apotema.

Problema 300 En un examen de mateméticas, Juan Vicente estd inten-
tando copiar de Luis (jes raro?), el profesor que le observa comprueba que,
cuando Juan Vicente intenta mirar sin levantar la cabeza lo hace con un
angulo de 70°, pero en ese caso no puede ver el examen del companero, asi
es que estira la cabeza y el cuerpo 10cm, con lo que ahora si alcanza un
angulo perfecto de visién con 65° (Luis se hace complice bajando el hom-
bro). El profesor decide quitarles el examen y les propone este problema
para que calculen la distancia que hay entre Juan Vicente y el examen de
Luis, también tendran que calcular la altura que hay desde el examen de
Juan Vicente hasta sus ojos, en el momento en el que esta copiando.
(Nota: los dngulos son los medidos entre el observador y la vertical)
Solucién:

18 el
66°

70
h-10
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tan 70° = 45 x = 97,71596371cm
tan 65° = 7 h = 45,56570220cm

Problema 301 Calcular el drea de un dodecagono de 4c¢m de lado.

Solucion:
360° 2
T = 30° = tan 15° = = —> h = 7,4641016150m
b 4-12-7,464101615
S = p2 - = — 179, 1384387cm?

donde p es el perimetro y h es la apotema.

Problema 302 En un viaje del colegio por Extremadura, Cristina y Marina
quedaron fascinadas con las cigiienas. En Trujillo decidieron subir a una
torre para ver el nido de cerca. Primero subieron hasta el campanario, y
desde alli veian al grupo de companeros con un angulo de 75°, pero aun
tuvieron que subir 7 peligrosos metros para llegar hasta el nido; desde alli
volvieron a mirar al grupo y esta vez con un angulo de 70°. Cometieron el
fallo de ir acompanados del profesor de matematicas, que en cuanto bajaron
les pregunto por la altura de la torre y la distancia de ésta al grupo. (No se
puede llevar a un profesor de matematicas de excursién)

(Nota: los angulos son los medidos entre el observador y la vertical)
Solucién:

7 m
70°
75°
h-7
x
tan 75° = %77 x = 72,90068787m
—
tan 70° = ¢ h = 26,53368044m

Problema 303 Calcular el area de un octégono de 6¢m de lado.

Solucion:
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360°

3
= 45° = tan 22°30’ = 7 = h =7,242640687cm

_ p-h_ 6-8-7,242640687

5 5 = 173,8233764cm?

S

donde p es el perimetro y h es la apotema.
Problema 304 Una escalera de 10m de largo esta apoyada en una pared
con un angulo de 60°. Calcular la altura de pared hasta donde apoya la

escalera, y la separacién de ésta a la pared.
Solucién:

10m

60°

sin 60° = 1% = z = 10sin60° = 8, 660254037m

cos 60° = 1% = y = 10cos60° = 5m

Problema 305 Un paracaidista se va a lanzar desde lo alto de un rascacie-
los, y tu te encuentras abajo, no muy lejos, para disfrutar con su demostra-
cion de valor. Le observas preparar hasta los méas minimos detalles, con un
angulo de 81°, y luego le ves lanzarse al vacio sin el menor asomo de miedo.
Todo el mundo contiene la respiracion, y por fin despliega el paracaidas, en
ese momento tomas aire mientras le observas con un angulo de 78°. Han sido
30 metros de caida libre, pero no todo va a ser tan espectacular. Alli estaba
el pesado de mi profesor de matematicas para preguntarme por la altura del
edificio y por la distancia que nos separaba de él.

Solucién:

30m
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tan 81° = 3"% _ | & =87,71178037
tan 78° = % y = 18,64371445

La altura del edificio serd de 117,7118 metros, y estamos a 18,6437 metros
de él.

Problema 306 En el Parque de Atracciones observas a tu amigo en lo alto
de la Noria con un angulo de 60°. Calcular a la altura que se encuentra,
sabiendo que tu estas a 50m de la Noria.

Solucién:

h
tan 60° = =0 = h = 50tan 60° = 86,6025 m

Problema 307 Daniel Merino observa a sus companeros, que estan en lo
alto de un campanario, con un angulo de 80°. Calcular la altura a la que se
encuentran sabiendo que Daniel estd a 10 metros del edificio.

Solucién:

30°

h
tan 80° = 0 = h = 10tan 80° = 56, 71281819 m
Problema 308 Observas el nido de un dguila, en una pared vertical de una
montana, con un angulo de 70°. Calcular la altura a la que se encuentra el
nido, sabiendo que estds a 40m de esa pared.
Solucién:

h
tan 70° = 0 = h =40tan 70° = 109, 8990967 m
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w0

Bm

Problema 309 Calcular el area de un Dodecdgono regular inscrito en una
circunferencia de 6m de radio.

Solucion:

o 12
3?3 — 30° —s ¢in 15° — é — | = 3,105828541 m

cos15° = & — 1 = 5,795554957m

_p-h12-3,105828541 - 5,795554957

-1 2
2 2 08 m

S

donde p es el perimetro y h es la apotema.

Problema 310 Nos hemos encontrado un mensaje en una botella que es-
taba a la deriva, flotando en las aguas del mar. Se trata de un antiguo
manuscrito del pirata Barbacana, y nos explica que su tesoro estd escondido
en "Isla Perdida”. Nos precisa la siguiente informacién:

Si nos situamos en el centro de la isla veremos una enorme palmera que nos
servird de referencia; desde ella se ve una gruta a nuestra izquierda (oeste)
con un angulo de 25°(respecto al norte) y si caminamos hacia el norte 300
pasos la vemos con un angulo de 50°. El tesoro se encuentra en nuestro
camino hacia el norte, justamente donde corta la perpendicular al camino
que llega desde la gruta. ;A cudntos pasos de la palmera se encuentra el
tesoro?.(Hay dos posibles planteamientos).

Solucién:

tan 25° = sl — z = 192, 8362829 pasos
S
tan50° = 2 h = 229, 8133329 pasos
Tendremos que dar 492, 8 pasos direccién norte y 229,8 pasos direccion
oeste.
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IO

25°
20} pasas

25°

tan25° = 2 z = 215, 6289929 pasos

Tz

tan 50° = 55— h = 100, 5494507 pasos
Tendremos que dar 215, 6 pasos direccién norte y 100,5 pasos direccion
oeste.

Problema 311 En un paseo por Madrid Elias se quedo boquiabierto al ver
como se quedo el edificio Windsor después del incendio. Observo el trabajo
de las gruas, fascinado por la exactitud de sus movimientos.

Habia una de ellas que se apoyaba en lo alto del edificio y tenia colgado un
hierro enorme en un cable de 20m.

Elias observaba el hierro con un dngulo de 79° y a la gria con un angulo de
81°. Calcular la altura del edificio y la distancia a la que Elias se encuentra
de él.

Solucién:

x-20

81°
79°
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tan 79° = 2520 z = 108,0014543 m
=
tan 81° = ¥ h = 17,10574990 m

Problema 312 En el parque de atracciones todos estaban pendientes de
Marcos de las Heras, que se habia subido en la lanzadera, y alli en lo alto
parecia tener una cara que era un poema. Le observaban con un angulo de
80°. La cara se le puso mucho peor cuando en la caida se atasco la lanzadera
después de recorrer 20m, ahora le observaban con un dngulo de 78°. Calcular
la altura de la lanzadera y la distancia a la que nos encontramos de ella.
(Por eso no vino al examen de Mates)

Solucion:

x-20
8¢
787
i
tan 78° = 2520 x = 117,3386807 m
=
tan 80° = ¥ h = 20, 68997529 m

Problema 313 Calcular el drea de un octégono regular de 4m de lado.

Solucion:
360° 2
3 = 45° = tan 22°30' = 7 = h =4,828m
-h 4.8-4, 828
g AP E 1028 77 955 m2

2 2

donde p es el perimetro y h es la apotema.

Problema 314 A Quique le han dado trabajo de torpedero en un subma-
rino (hay trabajos peores). En unas maniobras le han trazado un camino
rectilineo de boyas de 5 K'm por el que navegara el submarino; y alejado de
este camino habra un objetivo para torpedear. El disparo se hara cuando la
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distancia del camino al objetivo sea la menor posible. Se acuerda del pelma
de su profesor de matematicas de 4° y se decide a tomar los datos necesarios:
El angulo con el que observa el objetivo en el origen del camino es de 25° y
el dngulo con el que observa el objetivo en el destino es de 40°.

Se pregunta por la distancia que debe recorrer el submarino desde su origen
para que Quique de la orden de disparo, y en ese momento la distancia a la
que esta el objetivo.

Solucion:

£0°
5000-x

2579

tan25° = ¢ x = 3213,938048 m

Tz

tan 40° = d = 1498, 683924 m

d
5000—z

Problema 315 Calcular el drea de un pentagono regular de 8m de lado.

Solucion:
360° 4
= 72° = tan36° = 7 = h = 5, 505527681 m
_p-h  5-8-5,505527681

S

= 110,11 2
5 5 0,1105536 m

donde p es el perimetro y h es la apotema.
Problema 316 Cristina y Desiré se encuentran en una llanura separadas

por una distancia de 5K'm en una excursién del colegio. Se llaman por el
teléfono maévil porque acaban de observar un OVNI que vuela en la direccién
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que las separa. Cristina lo ve con un angulo de 80°, mientras que Desiré lo ve
con un angulo de 60°. El profesor de matematicas, que observa a sus alum-
nas, aprovecha la oportunidad para preguntarlas por la altura a la vuela ese
objeto. (Un poco pesado, {no?)

Solucion:

k
8¢° 66°
b 5000-x
tan 80° = 2 z = 1169, 777784 m
=
tan 60° = = — h = 6634,139481 m

5000—z

Problema 317 Calcular el drea de un Decdgono regular de 6m de lado.

Solucion:
00
3(130 — 36° —> tan 18° = % — b = 9,233050611m
h 10-6-9,233050611
S — p2 - - = 276, 9915183 m>

donde p es el perimetro y h es la apotema.

Problema 318 Como Luis Alberto no paraba de hablar con Christian
Fenandez los metimos en un submarino que iba a estar trabajando una
semana en el fondo del mar. (jQue bromal!). El submarino se sumergi6 con
un angulo de 1°, y después emergié con un angulo de 2° a 5K'm de donde se
empezdé a sumergir. Todo ello en camino rectilineo y con los &ngulos medidos
sobre la horizontal. Calcular la profundidad a la que estuvo trabajando el
submarino con nuestros dos amigos.

Solucion:
tan 10 = 2 z = 3333,671900m

tan 20 = =5t — h = 58,18945946 m
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5000-x x

Problema 319 Calcular el drea de un Dodecagono regular de 6m de lado.

Solucion:

360°
12
_p-h12-6-11,19615242
2 2

=30° = tan 15° = % = h =11,19615242m

S

= 403, 0614871 m?>

donde p es el perimetro y h es la apotema.

Problema 320 Desde un punto determinado del mar, el capitdn de un
barco observa la luz de un faro con una inclinaciéon de 15°. Su situacion es
dramatica, le queda combustible para recorrer 10 K'm y no sabe si llegara
a tierra. Después de recorrer 2 Kms en direccién hacia el faro vuelve a
comprobar la inclinacién de la luz del faro que ahora resulta de 25°. En estos
momentos el capitan ya conoce lo que le interesa, y yo pido que calculéis:

1. La altura del faro.
2. La distancia a la que se encuentra del faro.

Solucion:

257 15

X 2km
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1. Observando la figura nos damos cuenta rapidamente que:

15° — h
tan 157 = 1 {0,268 (z+2) =h

5o — 0,466 =  =h

Tz
= 0,268(z +2) = 0,466z = z = 2,71 h = 1,26

2. La distancia que le separa del faro estd calculada en el apartado ante-
rior.

Problema 321 Dos personas, separadas por una distancia de 6 KX'm obser-
van un avién, que vuela de uno de ellos hacia el otro. Uno de ellos lo observa
bajo un dngulo de 30°, mientras el otro lo hace bajo un angulo de 15°. Cal-
cular la altura a la que vuela el avién.

Solucién:

15 3
H-x X

tan 30° = E
T
— h=1,098Km
h
tan 15° =
an P

Problema 322 Un submarino desciende hacia el fondo del mar con una in-
clinacién de 35°. Cuando llega al fondo , y después de realizar los pertinentes
trabajos, asciende a la superficie con un angulo de 45°. Cuando ha emergido
completamente comprueba que se ha desplazado 200 metros desde el punto
donde empezd la inmersién. Se pide calcular la profundidad del mar en el
punto en el que estuvo trabajando el submarino.

Solucion:
h

tan 35° =
an 200 — z

— h = 82,3673m
tan 45° = ﬁ
x
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% 200
45 3

Problema 323 Dos personas separadas por una llanura de 2K m, observan
un globo aerostatico con angulos de 30° y 45° respectivamente. Hallar la
altura a la que vuela dicho artefacto.

Solucion:

W 4§
X 2000

. h
tan 30° = > h = 732,0508074m

h z = 1267,949192m

tands® = —
an 2000 — z

La solucién pedida es que el globo vuela a una altura de 732, 0508074m.

Problema 324 Acaban de colocar una antena de 7 metros en lo alto de un
edificio. Observas el extremo superior de la antena con un angulo de 85°,
mientras que su base la observamos con 80°. Calcular la altura del edificio
y la distancia que te separa de él.

Solucién:

tan 85° = £+7 x = 6,89
tan80°:§ y=1,21
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Tm

85°

80°

Problema 325 Después de un viaje a Avila con el colegio, Lorena se en-
cuentra sorprendida por las leyendas que la contaron sobre las murallas de la
ciudad. El profesor de matematicas la plantea una cuestién, ;unos hipotéti-
cos enemigos de esa ciudad de qué tamano harian las escaleras para saltar
las murallas?, jcomo podrian saber estas medidas sin llegar a la ciudad?.
Todo pasa por contestar a este problema: un guerrero observa la parte alta
de la muralla con un angulo de 3° y después se acerca 200 m y ahora ve
ese mismo punto con un angulo de 10°. En este momento, el guerrero no
sélo sabe la altura de la muralla, sino que también sabe la distancia que le
separa de ella. Lorena ha decidido que esta es una buena pregunta para que
todos la resolvéis en este examen.

Solucion:

h
1 3
x 200m
tan10° = 2 h=14,76m
—
tan3° = —1 xr =83,8Tm

x+200

Problema 326 Laura y Sandra se encuentran en un circo, debajo de una
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cuerda en la que un equilibrista se juega la vida con la mayor de las indife-
rencias, cada una de ellas se encuentra en un extremo de la cuerda y son 50
metros la distancia que las separa. Laura observa al acrobata con un angulo
de 50°, mientras que Sandra lo ve con un angulo de 70°. Se pide calcular la
altura a la que se encuentra el artista y que distancias de cuerda le separan
de los extremos.

Solucién:

50° 7
X S
tan 50° = 2 x = 34,86m
—
tan 70° = h=41,48m

Problema 327 En unos lanzamientos a canasta Miguel Angel se acuerda
de las clases de trigonometria y piensa. Primero observa la canasta con un
angulo de 80° y retrocediendo 5 m la observa con un dngulo de 60°. Ahora
tiene que calcular la altura a la que se encuentra la canasta y la distacia a
la que se encuentra la base de esa canasta.

Solucién:

F3
10° 68°
x Sm
tan 80° = 2 x=2,195m
—
tan 60° = 1 d=12,44m

Problema 328 Sheila y Javier viajaban en un avién con sus companeros,
en un viaje de fin de curso a la ciudad de Roma. En este viaje divisaron
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la isla de Ibiza con un angulo de 70° con la horizontal del avién. En este
momento le preguntaron a la azafata por la distancia que debia de recorrer
el avién para encontrarse encima de la isla, ella contesté que en el tiempo
que habian estado hablando el avién habia recorrido 10 Km, volvieron a
mirar y se dieron cuenta que ahora se veia la isla con un angulo de 80°. Se
lo contais al profesor de mates, y como es un poco pesado no se le ocurre
otra cosa que preguntaros por la altura a la que vuela el avién y la distancia
que nos queda por recorrer para estar encima de la isla.

Solucion:

10Km *

tan80° = £ x =9,396926207 Km

tan 70° = h =53,29261676 Km

_Y
104z
Problema 329 Diego se encuentra en la cima del pico de los Claveles
(Penalara) y desde alli observa la Laguna de los Pédjaros con un dngulo
de 8° con la vertical. El espectaculo es muy bonito, pero tiene que concen-
trarse, debe de hacer un descenso de 30 metros por la pared de roca (un
rapel) hasta un pequeno saliente. Cuando llegé alli veia la laguna con un
angulo de 10°. Pero eso de hacer alpinismo con el profesor de mates no es
de lo mas divertido, ya que no se le ocurri6 otra cosa que preguntarle por la
altura de la pared y por la distancia que separaba a ésta de la laguna.

Solucion:
tan8° = 2 x = 147,8172424m

_ _h —
tan 10° = 255 y = 20,77435863 m
Problema 330 A nuestro companero Enrique le encanta el equilibrismo y

a decidido jugarse la vida cruzando, sobre una cuerda, el desfiladero de ”La
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g

1o

=13

Hermida”, por un lugar en el que la separaciéon entre las paredes de roca
es de 300 metros. Nosotros nos encontramos en el fondo del desfiladero y
vemos un extremo de la cuerda con un angulo de 55°, mientras que el otro
extremo lo observamos con un éngulo de 80°(cuidado los dgulos medidos
sobre la horizontal). No podia faltar la pregunta del profe de mates para
preguntarnos por la altura a la que estd la cuerda y por la distancia que
nos separa de alguna de las paredes. (jQue pesado!). El desfiladero de ”"La
Hermida”se encuentra en Cantabria; por él fluye el rio Deva, uniendo los
pueblos de Panes y Potes. Hace de frontera natural con Asturias, y no me
equivoco al afirmar que es uno de los parajes méas bellos de Espana.

Solucion:
58 : SO0
\\ I ’)‘
\ i}v /
N, 7
\ /
N /
Y 350/
\‘\m" H:f'
AN Y
NAY
tan10° = ¢ z = 60, 34912838 m
—
tan 35° = 3007—90 h = 342, 2569146 m

Problema 331 Juan José se encontraba ante las murallas y almenas de
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un castillo medieval con unos antiguos companeros del colegio Villaeuropa.
Recordando viejos tiempos de estudio, aparecio el recuerdo del profesor de
matematicas con la pesadez de sus problemas:

Juan José podia ver el extremo superior de una de las almenas, donde on-
deaba una bandera, con un angulo de 4°, mientras que al acercarse a ella
100 m en linea recta ese mismo punto lo veia con un angulo de 6°.

Calcular la altura de la almena y la distancia que hay desde el grupo hasta

ella.

Solucion:

x-150 100

tan4°® = ¥ = 300m
—
tan 6° = 45 y=21lm

Problema 332 Tomas es un detective con fama nacional. Se encuentra in-
vestigando un robo cometido en el dltimo piso de un edificio. Su sorpresa
fue enorme al reconocer que el testigo era Laura, su antigua companera
de colegio. Segun la declaracién de Laura, el ladrén salié por la ventana,
trepd por la fachada y subid hasta el punto mas alto y desde alli se lanzé
en parapente. Laura dejé claro el lugar desde donde observé el suceso. La
policia empez6 a tomar medidas desde la ventana por donde salié el ladrén,
resulté que el angulo que se forma entre la ventana y el punto en el que
estaba Laura era de 45° sobre la vertical, mientras que el formado desde
el punto mas alto y el lugar de observacién de Laura era de 40°, también
sobre la vertical del edificio. El ladrén tuvo que trepar 10 metros por el ex-
terior para alcanzar el extremo desde donde Laura dijo que se habia lanzado.

Tomds sabe perfectamente que, para poder lanzarse en parapente tiene que
haber una altura minima de 70 m. Observé detenidamente el edificio, y re-

cordando las clases de trigonometria, se puso a hacer calculos.

Calcular la altura del edificio y la distancia hasta él desde donde Laura
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vio el suceso.

Solucioén:

0 e

=10

tan 40° = z=062,111m

8

tan45° = 5 y=>52,111m

Laura estd mintiendo.

Problema 333 Adridn y Esteban se encuentran, con sus equipos de radio
aficionado, en una noche muy oscura y cada uno en su coche, participando
en el célebre juego de ”La caceria del zorro”. Se trata de localizar y capturar
a otro coche que emite una senal por una frecuencia determinada (seria el
zorro) y un montén de amigos se disponen a la caza, siempre guardando el
mayor respeto tanto a las normas de trafico como a las de medio ambiente.
El zorro se mueve por carreteras, caminos, se para, retrocede,... En un cierto
momento Adridn y Esteban se encuentran en los dos extremos de un camino
de un camino rectilineo, que segin el mapa mide 3 Km, y estd cruzado por
un montén de caminos que inciden en éste de forma vertical. Estan recibien-
do claramente la senal del zorro y se encuentra entre ambos coches, uno de
ellos recibe la sefial con un angulo de 50°, mientras que el otro la recibe con
un angulo de 35°. Para decidirse por que camino deben de entrar, se ponen
a hacer sus célculos.

Calcular la distancia a la que se encuentra el zorro desde el camino y la

distancia que deben recorrer los dos amigos para coger el camino que de
manera infalible los llevaria hasta el zorro.

Solucioén:
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M 350

x Fx
tan 35° = 3% z=1,1Km
=
tan 50° = £ y=1,323 Km

Problema 334 Gemma, Maria, Alba, Moénica, Cintia, Cristina y Nerea
estdn pasando unas merecidas vacaciones en la costa asturiana. Se encon-
traban en un pequeno pueblo llamado Po6 de LLanes, donde se acercaron a
disfrutar de los bellos acantilados de su costa, el paisaje era impresionante.
Desde un prodo verde esmeralda podian disfrutar del panorama de un mar
rabioso y enfurecido. Luchando contra las olas habia un pequefio barco pes-
quero que se afanaba por llegar a la costa en direccion hacia ellas; lo veian
con un angulo de 70°. Se quedaron ensimismadas observando las manibras
y el lento avance durante un rato y ahora lo vieron con un dngulo de 60°
(dngulos medidos sobre la vertical del acantilado). Maria, buena conocedora
de aquel lugar y tomando como referencia los islotes, dijo a sus amigas que
el barco habia avanzado 100 metros entre las dos medidas angulares.
Gemma pregunté a sus amigas: jqué altura tendra el acantilado? jqué dis-
tancia le queda por recorrer al barco para llegar hasta la base del acantilado?
Solucioén:

70
60°
y
X 1060
tan 70° = 4100 z =170,57m
-
tan 60° = % y = 98,48 m

Problema 335 Luis, Dario, Carlos, Alejandro, Gwydion y Rubén se deci-
dieron por el estudio de arqueologia (jse habrian visto todas las peliculas
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de Indiana Jones?). No les fué nada mal, por casualidad hicieron un gran
descubrimiento. En el desiherto, muy cerca del Nilo, después de una gran
tormenta de arena, quedo al descubierto una gran piramide, hasta entonces
desconocida con una enorme esfingie que custodiaba la puerta de entrada a
ella. Segiin contaba la leyenda esta esfinge era la guardiana de los grandes
tesoros que habia en la pirdmide y mataba a todo aquel que se acercaba
a menos de 50 metros de ella. Vieron el extremo superior de esta estatua
con un angulo de 30° y después de aproximarse a ella 100 metros con un
angulo de 70°. Gwydion alarmé a los companeros, recordando las clases de
matematicas de 4° ESO y les dijo que habia que reflexionar, seguro que
aquel pesado profesor les preguntaria por la altura de esfinge y, sobre todo,
si estaban seguros en ese momento.

(Nota: la Esfinge era un monstruo con rostro y pecho de mujer, patas y cola
de leén, y alas de péjaro).

Solucién:

y
70 30°
X 160
tan30° = ﬁ xr = 26, 60m
=
tan70° = £ y="73,95m

Problema 336 Laura, Verdnica, Virginia, Tania, Andrés, Borja, Ivan y
Manuel, se encuentran en un pueblo de la Costa del Sol llamado Torrox
déandose un fenomenal bano en el mar. Miraban extranadas la cantidad de
montanas que parecian crecer a la orilla del mar formando La Axarquia.
Por encima de estos macizos montanosos se veia un pico con nieve, que
contrastaba curiosamente con la buena temperatura que hacia en la playa;
estaban viendo ”El Maroma ” con un angulo de 88°. Por la tarde decidieron
recorrer en coche 36 kilémetros en direccion rectilinea hacia la base de esa
montana, y ahora vefan el pico con un angulo de 89°. Laura, recordando las
clases de matematicas de 4° ESO y aquel pesado profesor, seguro que les
preguntaria por la altura del pico y, por la distacia que les separaba.
(Nota: Torrox es la cuna de Almanzor).

Solucién:
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tan 88° = —Y x = 35,95 Km

z+36
—

tan89° = ¥ y = 2,059 Km

Problema 337 Roberto, Guillermo, Ismael, Pedro, David, Victor, Carlos,
Gabriel e Israel se encuentran muy preocupados por el examen de trigonome-
tria y, ante el posible fracaso, se deciden por robarlo. Saben que ese examen
con sus soluciones se encuentra en el domicilio del profesor, les bastard una
cuerda para descolgarse mediante un ”rapel” desde lo mas alto del edificio.
En la calle se queda Israel para avisar de una inesperada llegada del profesor.

La maniobra hubiera sido éxito, pero toda la maniobra fué observada en
la lejania y el profesor dejé que se produjera el robo del examen.

Cuando se marcharon contentos por el éxito obtenido, el profesor se situé
en el punto en el que Israel vigilaba atentamente. Desde este punto se veia
el tejado del edificio bajo un angulo de 31° y la terraza por la que entraron
con otro de 22°. La altura que se descolgaron era de 10 metros

La pregunta del examen habia cambiado, ahora les preguntan por la al-
tura a la que se encuentra la terraza de la vivienda del profesor y por la

distancia a la que se encontraba Israel de la base de ese edificio.

Solucion:

tan 31° = ££10 z = 20,526 m
—
tan22° = £ y = 50,804 m

Problema 338 Laura, Maria, Andrea, Adriana, Emma, Leticia, Inés, Sha-
ra y Natalia se encuentran caminando por el desierto y sus fuerzas han
llegado al limite. La deshidratacién y el cansancio las nubla el pensamiento
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y sus cerebros comienzan a jugar con visiones y espejismos. En un momento
dado se quedan paradas, ante ellas pueden ver un oasis con un una palmera
y un laguna de frescas aguas. Las parece mentira y piensan que es un espe-
jismo. Laura se acuerda del profesor de matematicas de 4°ESO y comienza
a hacer mediciones mentales. Se ve la altura de la palmera bajo un angulo
de 2° y cuando se aproximaron 100 metros hacia ella con un angulo de 3°.
. Qué altura tiene la palmera?

LA qué distancia se encuentran de ella?

.Serd un espejismo?

Solucioén:

¥ Iog
taDQO:ﬁ x = 10,466 m
—
tan 3° = % y = 199,695 m

Problema 339 Rubén, Pedro, Alejandro, Adrian, Rosty, Andrés, Fernan-
do y Pablo se encuentran en una excursiéon de 4°ESO por Aranjuez y resulta
que en las afueras de esta ciudad se oferta un viaje en globo bastante bonito.
En realidad recorre una distancia muy corta a lo largo de una llanura. En
uno de los extremos se encuentran Rubén, Pedro y Alejandro mientras que
en el contrario Andrés, Fernando y Pablo. El globo viaja del primer grupo
hasta el segundo en linea recta por el aire. Los tres primeros ven un globo
con un angulo de 35° y los otros tres companeros lo ven con un angulo de
25°. Estos dos grupitos se encuentran separados por una distancia de 2 Km.
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En el momento de la observacién el globo comenzé a descender verticalmen-
te aunque despacio, las caras de Alejandro, Adridn y Rosty que iban en él
eran auténticos poemas, hasta que llego al suelo mansamente.

El profesor de matematicas les pidié calcular la altura a la que viajaba el
globo y la distancia a la que se encuentraba el globo cuando se posé en el
suelo.

Solucién:
P
I1. "y
35 25
X =X
tan35° = £ z="T799,4m
—
tan 25° = ;4 y = 559,8m

Problema 340 Sara, Gema, Gloria, Marta, Julia, y Patricia estan de ex-
cursién por las cumbres de Cotos. Casi sin esfuerzo llegaron a un punto
en el que se quedaron sorprendidas por la espectacular vista de la Laguna,
en la base del pico de Dos Hermanas, un macizo de roca casi vertical que
descansa en las orillas del glaciar. En estos momentos nos encontramos a la
misma altura que la Laguna y se veia la cumbre con un angulo de 50°. Se
quedaron boquiabiertas al ver a dos montaneros, que luchaban por alcanzar
la cumbre, con un dngulo de 40°. El profesor de matemadticas las dijo que
aun deberfan escalar 30 metros para conquistar ese coloso de piedra y las
pidié que calcularan:

1. La distancia a la que se encontraban de la Laguna.
2. La altura de ese pico desde la Laguna.

Solucion:
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tan 50° = ££50 2 =71,381m

tan 40° = % y = 85,07m

Problema 341 Carolina, Noelia, Sergio, Julen, Andrea,Laura e Irene son
tripulantes de un buque cargero que se encuentra en una situacion muy
delicada. Los modernos aparatos de medida han dejado de funcionar por el
impacto de un rayo y, hay que recurrir a otros métodos de calculo para dirigir
el barco. El problema que se plantea es parecido al que sufrié el TITANIC:
un iceberg se les acerca suspedido en el agua, su extremo superior se nos
muestra bajo un dngulo de 1°, después de acercarnos 200 metros hacia él
observamos ese mismo punto con un angulo de 1°30’. Calcular la altura del
iceberg y la distancia que nos separa de él.

Por curiosidad, sabemos que de un iceberg sélo se muestra el 10% y que
la capacidad de frenado y virage de nuestro navio es de 500 metros, jes-
taran nuestros amigos en peligro?.

Solucién:

r 1°36°
v 206
tan 1° = 55 x =10,47m
—
tan 1°30" = . y = 399,848 m

Problema 342 Paula, Daniel, Rodrigo, Lorena, Luis Fernando y Alejan-
dro se encuentran en un barco que se dedica a rescatar tesoros de antiguos
galeones hundidos. En este caso han detectado un viejo transatlantico que,
por su situacién, podria ser el TITANIC. Primero lo detectan con un dngulo
de 12° y cuando se acercaron 2000 metros con un angulo de 20°. Se pide
calcular la profundidad a la que se encuentra el barco hundido y la distancia
que nos queda por recorrer para estar encima de él. ;Sera posible acceder al
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barco hundido?
Solucion:

¥ 2000
26° | 12°
X
tan12° = m r=1021m
=
tan 20° = % y = 2807m

Problema 343 Sergio, Nerea, Carlos, Rosa M?, Elena, Ivan y M?Elvira se
encuentran en una excursién por Galicia y residian en el pazo ”Las Meigas”.
El lugar estaba plagado de extranas leyendas y cuentos, desplegando por
esos paisajes y haciendas una caricia de exoterismo y magia. El dueno de la
casa rural animé el espectaculo contdndonos alguna terrorificas historias de
la comarca. Nos contd que se encontraba en la copa del arbol de enfrente de
la puerta de la casa, cuando salieron dos jovenes discutiendo con el tragi-
co desenlace de un asesinato; él intenté bajar lo mas rapidamente posible,
pero cuenado llevaba descendidos 12 metros se cayo al vacio. Se levanto de
inmediato y corrié para auxiliar al herido, ya era demasiado tarde. Mientras
tanto el asesino huyo despavorido y no pudo reconocerlo. La Policia recogié
los siguientes datos: Desde el lugar donde ocurrié la tragedia se veia la copa
del arbol con un angulo de 62° y, la rama desde la que presumiblemente
cayo nuestro interlocutor con un dngulo de 50°.

Calcular la altura desde la que se precipité al suelo nuestro narrador y la
distancia que tuvo que recorrer para llegar hasta el herido. ;Que conclusion
sacdis de los resultados?.

Solucién:
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627\ cpo
v
tan 62° = ££12 z = 20,757 m
=
tan 50° = % y=17,417Tm

Nuestro interlocutor miente es posiblemente el asesino.

Problema 344 Julio Alberto, Roberto, Javier y Marta nos vienen contan-
do una bonita historia de aventuras. Han estado haciendo barranquismo
y hacen grandes alardes de valor personal en la lucha contra implacables
elementos naturales. En particular nos contaron que se habian lanzado en
tirolina por encima de arboles y barrancos. Después de preguntarles a fon-
do sobre este suceso sacamos las siguientes medidas. Desde abajo se veia
el principio de la tirolina con un angulo de 60° y retrocediendo 200 metros
desde ese punto se volvia a ver el principio de la tirolina con un angulo de 58°.

Calcular la altura de la tirolina y la distancia que les separa hasta la base
en la que se alza. ;Nos estan contando una trola o podemos creerlos?
Solucién:

tan 60° = % o = 4208,84m
=
fan 58° = Z y = 2629,97 m

No es posible creerlos.
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¥ 200

2.2. Vectores

2.2.1. Operciones con Vectores

Problema 345 Calcular el vector 7 = 3% — ¥ + 2W donde @ = (1, 1),
T =(-3,2)y W =(2,1)
Solucién:

2 =3(1,-1) — (=3,2) +2(2,1) = (10, -3)

Problema 346 Calcular el vector 2 = 3% — ¥ + 2W donde o = (—1,1),
T =(-3,2yW=(21)
Solucidn:

7 =3(-1,1)—(-3,2) +2(2,1) = (4,3)

Problema 347 Calcular el vector 2 = 4% — 27 + W donde ¥ = (—1,3),
T =(2,1)y W =(1,4)
Solucién:

7 =4(-1,3) —2(2,1) + (1,4) = (-7,14)

Problema 348 (1 puntos) Calcular el vector Z = 4% — 2% + W donde
T = (1,3), v = (5,1) y W = (—2,4)
Solucidn:

7 =4(1,3) — 2(5,1) + (—2,4) = (-8,14)

Problema 349 Calcular el vector 7 = 2% — ¥ + 3% donde 7 = (3,1),
T =(-1,2)yW=(3,-1)
Solucidn:

7 =2(3,1) - (-1,2) + 3(3,-1) = (16, -3)

Problema 350 Calcular el vector 7 = 2% + 37 — W donde o = (3, —2),
T =(1,-3)y W= (1,-2)
Solucién:

7 =2(3,-2)+3(1,-3) — (1,-2) = (8, —11)
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Problema 351 Calcular el vector 2 = 2% + 37 — W donde @ = (3, —1),
v =(-1,3)yW=(1,2)

Solucion:

7 =2(3,-1) +3(-1,3) — (1,2) = (2,5)

Problema 352 Calcular el vector Z = 2% + 37 — W donde @ = (-3, 1),
v =(1,-3)y W= (1,2)

Solucién:
7 =2(-3,1)+3(1,3) — (1,2) = (-4, -9)

Problema 353 Calcular el vector Z = 2% + 37 — W donde & = (4, —1),
v =(1,-3)y W =(1,3)

Solucion:
7 =2(4,-1)+3(1,-3) — (1,3) = (10, —14)

2.2.2. Distancia entre dos puntos

Problema 354 Calcular la distancia entre los puntos A(—3,2) y B(5,—2)
Solucion:

AB = (5,-2) — (~3,2) = (8, —4); |AB| =64+ 16 = V30

Problema 355 Calcular la distancia entre los puntos A(3,2) y B(5,—2)
Solucién:

AB = (5,-2) — (3,2) = (2, -4); |AB| = V4116 = v20

Problema 356 Calcular la distancia entre los puntos A(1,3) y B(4,—7)
Solucién:

AB = (4,-7) — (1,3) = (3,-10); |AB| = v/9 + 100 = V109

Problema 357 Calcular la distancia entre los puntos A(2,3) y B(4, —6)
Solucién:

AB = (4,-6) — (2,3) = (2,-9); |AB| =4 +81 =85

Problema 358 Calcular la distancia entre los puntos A(1,—3) y B(3,8)
Solucién:

AB = (3,8) — (1,-3) = (2,11); |AB| =4+ 121 =5V5
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2.2.3. Division de un segmento

Problema 359 Dividir el segmento que une los puntos A(1,1) y B(5,9) en

cuatro partes iguales.
Solucién:

Problema 360 Dividir el segmento que une los puntos A(—1,1) y B(7,9)

en cuatro partes iguales.
Solucién:

4@ ,9) — (-1,1)] = (2,2)
Al = A+(2 2)=(-1,1)+(2,2) = (1,3)
Ay = A1 +(2,2) = (1,3) + (2,2) = (3,5)
Az = As+(2,2) = (3,5) + (2.2) = (5,7)
B=A;+(2,2) = (57 +(22) = (7,9

Problema 361 Dividir el segmento que une los puntos A(3,—1) y B(15,7)

en cuatro partes iguales.
Solucion:

7,@’ [(15,7) — (3, —1)] = (3,2)
A :A+(3,2) = (3,—-1)+(3,2) = (6,1)
Ay = A1+ (3,2) = (6,1) 4+ (3,2) = (9,3)
Az = Ay + (3,2) = (9,3) + (3,2) = (12,5)
B=A;+(3,2) = (12,5) + (3,2) = (15,7)

Problema 362 Dividir el segmento que une los puntos A(—

en cuatro partes iguales.
Solucién:
VB = 11047 — (-2,3)] = (4,1)
A=A+ (4,1)=(-2,3)+ (4,1) = (2,4)
A = A1+ (4,1) = (2,4) + (4,1) = (6,5)
Az = As + (4,1) = (6,5) + (4,1) = (10, 6)
B = Az + (4,1) = (10,6) + (4,1) = (14,7)

2,3) y B(14,7)
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Problema 363 Dividir el segmento que une los puntos A(—1,1) y B(8,22)
en tres partes iguales.
Solucién:

1 1
JAB = [(8,22) - (-1,1)] = (3,7)
Ay = A1 + (3, 7)=1(2,8)+3,7) = (5,15)
B=A3= A3+ (3,7) = (57 15) + (3a 7) = (8322)
Problema 364 Dividir el segmento que une los puntos A(2,1) y B(11,7)

en tres partes iguales.
Solucién:

ﬂ@’ [(11,7) — (2,1)] = (3,2)
A=A+ (3,2) =(2,1)4+(3,2) = (5,3)
Ay = A1+ (3,2) =(5,3) 4+ (3,2) = (8,5)
Problema 365 Dividir el segmento que une los puntos A(—2, —1) y B(13,9)

en cinco partes iguales.
Solucién:

4@’ [(13,9) — (=2, —1)] = (3,2)
A1:A+(3,2) (—2,-1)+(3,2) = (1,1)
A= A+ (3,2) = (L) +(3,2) = (4,9
Az =A24(3,2) = (4,3) + (3,2) = (7,5)
+
+

—~~

) =
) =
Ay = A3 + (37 2) ( ) ) (3a 2) (10> 7)
B=A;+ (3,2) =(10,7) + (3,2) = (13,9)
Problema 366 Dividir el segmento que une los puntos A(3,2) y B(13,7)

en cinco partes iguales.
Solucién:

,@ [(13,7) — (3,2)] = (2,1)
A=A+ (2, 1)=(3,2)+(2,1) = (5,3)
A= Ay +(2,1) = (5,3) + (2, 1) = (7,4)
Az = Ay + (2,1) = (7,4) + (2,1) = (9,5)
Ag= A5+ (2,1) = (9,5) + (2,1) = (11,6)

B=A+(2,1) = (11,6) + (2,1) = (13,7)

—_  —
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Problema 367 Dividir el segmento que une los puntos A(1,3) y B(11,18)
en cinco partes iguales.
Solucién:

%ﬁ = %[(11, 18) — (1,3)] = (2,3)
Ay =A+(2,3) = (1,3) + (2,3) = (3,6)
Ay = A1 +(2,3) = (3,6) +(2,3) = (5,9)
As = A2+ (2,3) = (5,9) +(2,3) = (7,12)
Ay =Asz+(2,3) = (7,12) + (2,3) = (9, 15)
B=A;+(2,3) = (9,15) + (2,3) = (11,18)
Problema 368 Dividir el segmento que une los puntos A(1,3) y B(21,18)
en cinco partes iguales.

Solucion:

%E = %[(21, 18) — (1,3)] = (4,3)

A= A+ (4,3) = (1,3) + (4,3) = (5,6)
Ay = Ay + (4,3) = (5,6) + (4,3) = (9,9)
As = Ay + (4,3) = (9,9) + (4,3) = (13,12)
Ag = Az + (4,3) = (13,12) + (4,3) = (17, 15)
B= A4+ (4,3) = (17,15) + (4,3) = (21,18)

2.2.4. Punto medio y simétrico

Problema 369 Encontrar el punto simétrico B de A(1,—1) respecto del
punto M (2, 3)

Solucién:
1—;:6 =2=z=3
= (3,7)
_12+y:3:>y:7

Problema 370 Encontrar el punto simétrico B de A(1,—1) respecto del
punto M (—2,3)

Solucién:
1—12_:6 =-2=—x=-5
= (—5,7)
Y gy
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Problema 371 Encontrar el punto simétrico B de A(—2,3) respecto del
punto M (3, —4)

Solucién:
_2; To3=—a=38
= (8,—11)
3% = 4= y=—11

Problema 372 Encontrar el punto simétrico B de A(3,—1) respecto del
punto M (—3,5)

Solucién:
3;”3 = 3=—a1=-9
= (—9,11)
712+y:5:>y:11

Problema 373 Encontrar el punto simétrico B de A(—3,1) respecto del
punto M (1,0)

Solucién:
_32+ T l=2z=5
= (5,-1)
i2y =0=y=-1

Problema 374 Encontrar el punto simétrico B de A(3,1) respecto del pun-

to M(1,0)
Solucién:
STT e
= (—1,-1)
1% =0=y=-1

Problema 375 Encontrar el punto simétrico B de A(3,—1) respecto del
punto M (1,0)

Solucién:
B;x —l=—a2=-1
= (—1,1)
_12+y:():>y:1

Problema 376 Encontrar el punto simétrico B de A(5,—1) respecto del
punto M (1,0)
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Solucién: 542
5 =1 r=-3
= (—3,1)
_12+y =0=y=1

2.2.5. Angulo entre dos vectores

Problema 377 Calcular el dngulo que forman los vectores @ = (1,2) y
T = (3,-1).
Solucioén:

W -V =|U||V|cosa
1
3-2=15vV10cosa = cosa = —— —> a = 81°52'12"

V50
Problema 378 Calcular el dngulo que forman los vectores @ = (1,2) y
7 = (3,1).
Solucién:

w -V =|U||V|cosa

5
3+2=5V10cosa = cosa = —— = a = 45°

V50
Problema 379 Calcular el dngulo que forman los vectores @ = (1,3) y
7 = (5,1).
Solucién:

U -V =|U||V|cosa

8
543 =+v10vV26cosa = cosa = —— —> a = 60°15'18"

V260
Problema 380 Calcular el 4ngulo que forman los vectores o = (—2,3) y
7 = (3,1).
Solucién:
w -V =|U||V|cosa
—643=V13V10cosa = cosa = ——— = a = 105°15'18"

/130

2.2.6. Varios
Problema 381 Sean A(—2,1), B(3,—1) y C(5,8) vértices consecutivos de

un paralelogramo. Se pide calcular el cuarto vértice y su centro.

Solucion:

D=A+BC = (-2,1)+[(58) — (3,—1)] = (0, 10)

M(—2+571+8> _M(379)
2 2 2’2
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Problema 382 Sean A(—1,1), B(2,—1) y C(5,8) vértices consecutivos de
un paralelogramo. Se pide calcular el cuarto vértice y su centro.

Solucion:

C=A+BC=(-1,1)+[(58) — (2,-1)] = (2,10)

-1
M< +5,1+8):M<2,9)
2 2 2

Problema 383 Sean A(—3,1), B(3,—2) y C(5,8) vértices consecutivos de
un paralelogramo. Se pide calcular el cuarto vértice y su centro.

Solucion:

D=A+BC = (-3,1)+(58) — (3,-2)] = (—1,11)

-34+5 1+8 9
M( 2 72 )_M<1’2)

Problema 384 Sean A(—3,1), B(3,—1) y C(5,7) vértices consecutivos de
un paralelogramo. Se pide calcular el cuarto vértice y su centro.

Solucion:

D=A+BC=(-3,1)+(5,7) — (3,—1)] = (—1,9)

345 147
M( iy ,+) ~ M(1,4)
2 2
Problema 385 Dado el vector @ = (—1,4) encontrar otro que tenga la
misma direccién y sentido pero con modulo 3.
Solucién:

Problema 386 Dado el vector @ = (3,1) encontrar otro que tenga la
misma direccién y sentido pero con modulo 3.
Solucién:

=)

Problema 387 Dado el vector @ = (2, —1) encontrar otro que tenga la
misma direccién y sentido pero con modulo 3.
Solucién:

v ()
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Problema 388 Dado el vector @ = (3,—1) encontrar otro que tenga la
misma direccién y sentido pero con modulo 3.
Solucién:

et (%)

Problema 389 Dados los puntos A(—2,—1), B(2,6) y C(4,2), se pide:

1. Encontrar un punto D de manera que estos cuatro puntos formen un
paralelogramo y encontrar su centro.

2. Calcular sus angulos y la longitud de sus lados.

3. Encontrar todos los vectores perpendiculares al vector AB que tengan
modulo 8.

Solucion:

lim % )
i " D{x«'}'}

Bi2.6) :

/ Cr4.2)

i 5 10
A{-2.-1)

Al no especificar el problema si estos vértices estan consecutivos hay va-
rias soluciones posibles, yo voy a pensar que no lo estan y encontraré una
solucién.

1. 4C = (4,2) — (=2, 1) = (6, 3). Luego
D = (2,6) + (6,3) = (8,9)
El punto medio serfa: (entre B y C)

M(2+4,6+2
2 2

) — M(3,4)
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2. |AC| = V6T + 32 = Va5 u

Para calcular el otro lado calculamos el vector AB = (2,6)—(—2,-1) =
(4,7).

1AB| = V& + 72 = V65 u

Ahora calculamos los angulos:

a) Sea « el dngulo con vértice en A:

b)

AB = (4,7); AC = (6,3)

AB-AC =4-64+7-3 =45
| AB| = v/65; |AC| = V45

AB-AC 45
|AB|-|AC| V4565

Sea [ el angulo con vértice en C"

Ccosx =

=0,83205 = o = 33°41'24"

CA=(-2,-1)— (4,2) = (—6,-3); D = (8,9) — (4,2) = (4,7)

CA-CD=—6-4+(-3)-7=—45

(CA| = |AC|V45; |CD)| = |4B| = V&5

cos 5 CA.CD I
ICA|-|ICD| V4565

Sea @ = AB = (4,7) y su médulo |@| = /65. Un vector que

tenga médulo uno con la misma direccién y sentido que @ serfa:
1?_7_(4,7)_< 4 7 )
ol Ve \Ves Vs
Para obtener otro de moédulo 8:
4 7 32 56
== )~ ()
w = 8uf V65 /65 65" v/65

Los dos vectores perpendiculares a @ que estamos buscando
seran:

—0,83205 = 3 = 146°18'36"

%:
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Problema 390 Hallar todos los vectores perpendiculares a 7 = (—3, —4)
que tengan modulo 20.

Solucién:
Sea ¥ = (x,%) un vector perpendicular a % = (—3,—4). Lo primero que
pensamos es que su producto escalar debe ser cero, es decir, @ - ¥ = 0,
como el espacio es ortonormal, nos quedarfa que @ - v = (=3, —4) - (x,y) =
—3x—4y =0

Es trivial comprobar que, en esta ecuacién, para cada valor que apliquemos
a una de las variables obtendriamos otro valor para la otra. Me voy a limitar
a las soluciones enteras.

Una solucién posible serfa z = 4 e y = —3, es decir: ¥ = (4, —3).

Otra solucién posible serfa * = —4 e y = 3, es decir: ¥ = (—4,3)

Claro estd, que estos vectores asi obtenidos deben ser perpendiculares al
vector , lo que nos queda es pasarlos a médulo 20. Para ello voy a seguir
dos pasos, primero los pasaré a modulo 1 y luego los pasaré a médulo 20.
Para pasar 7 a médulo 1 aplicamos la siguiente férmula: v/ = =

Obtendriamos los siguientes vectores:

v = (%7%3)
Uy = (%4’%)

Para pasarlos a médulo 20 lo tnico que tendremos que hacer es multiplicar
por 20: y nos quedaria:

wi =20- (3, 322) = (16,-12)

ws = 20 - (é, 2 =(-16,12)

Problema 391 Calcular dos vectores perpendiculares a o = (3, —1) que
tengan de moédulo 8.

Solucién:
Dos vectores perpendiculares a @ serfan uf = (1,3) y u3 = (—1, —3). Tene-

mos |uf| = [u] = v9+ 1 = V/10.

Los vectores

E

W =

1 -3 son perperpendiculares al da-
= (7 7m0)

do y tienen de médulo 1. Luego

&l
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8 —9 4) son vectores perpendiculares al dado y tie-

a = = (55 7

nen moédulo 8.

Problema 392 Sean los puntos A(1,0), B(3,1) y C(5,7) vértices consecu-
tivos de un paralelogramo. Se pide:

1. Calcular el cuarto vértice D y el centro.
2. Calcular el angulo que tiene por vértice B.

3. Encontrar los vectores perpendiculares a zﬁ que tengan médulo 5.

Solucién:
1. Calculamos BC = (5,7)—(3,1) = (2,6) = D = (1,0)+(2,6) = (3,6),
1
el centro sera el punto medio entre A y C, es decir, (_;S, 0;7> =

-3

2. BA = (2,1), BC = (2,6)

10
446 =v5V40cosa = cosa = —— = 0,7 = a = 45°
v200

3. Tenemos dos vectores perpendiculares a AB = (2,1):

{ T =5 (-1,2) = g—\/E,Q\/Eg

T = i5(1, —2) = (5, =25

V5

2.3. Geometria Analitica

2.3.1. Ecuaciones de la Recta

Problema 393 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
Solucién:

AB = (-1,5) — (1,3) = (—2,2)
Ecuacién Vectorial: (z,y) = (1,3) + A\(—2,2)

Ecuacién Paramétricas:
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-1 -3
Ecuacién Continua: * 5 = yT
Ecuacién General: t +y—4 =0
Ecuacién Explicita: y = —x + 4, luego m = —1
Ecuacién punto pendiente: y —3 = —(x — 1)

Problema 394 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
Solucién:
AB = (4,-5) — (2.3) = (2,-8)

Ecuacién Vectorial: (z,y) = (2,3) + A\(2, —8)

x =242\

y=3—8A
r—2 y—3
- =8
Ecuacién General: 4o +y — 11 =0
Ecuacién Explicita: y = —4x + 11, luego m = —4
Ecuacién punto pendiente: y — 3 = —4(z — 2)

Ecuacién Paramétrica:

Ecuacién Continua:

Problema 395 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(3, _1) y B(5? 2)
Solucioén:

AB = (5,2) — (3,—1) = (2,3)
Ecuacién Vectorial: (z,y) = (3,—1) + A\(2, 3)

Ecuacién Paramétrica: Yy
y=—1+3A
x—3 y+1

Ecuacién Continua:

3
Ecuacion General: 3z — 2y — 11 =0
11
Ecuacién Explicita: y = Qx + > luego m = —3
3
Ecuacién punto pendiente: y + 1 = §(x -3)

Problema 396 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(2,1) y B(4,-3)
Solucién:
AB = (4,-3) — (2,1) = (2, —4)
Ecuacién Vectorial: (z,y) = (2,1) + \(2, —4)
T =242\
y=1—4\

-2 -1
Ecuacion Continuas: L 5 .

Ecuacién Paramétrica:

—4
Ecuacién General: 2z +y —5=0
Ecuacién Explicita: y = —2x + 5, luego m = —2
Ecuacién punto pendiente: y — 1 = —2(z — 2)
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Problema 397 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
Solucién:

AB = (4,-1) — (3,1) = (1, -2)

Ecuacién Vectorial: (z,y) = (3,1) + (1, —-2)
=3+ A
y=1-—2\

- 1

Ecuacién Continua: * T = yT

Ecuacién General: 2z 4+y —7=0

Ecuacién Explicita: y = —2x + 7, luego m = —2

Ecuacién punto pendiente: y — 1 = —2(x — 3)

Ecuacién Paramétricas:

Problema 398 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
Solucién:

AB = (3,-1) — (1,1) = (2, -2)

Ecuacién Vectorial: (z,y) = (1,1) + \(2, —2)
T =3+2A
y=1-2\
-3 -1
Ecuacién Continua: — 5 = yiz
Ecuacién General: t +y—4 =0
Ecuaciéon Explicita: y = —x + 4, luego m = —1
Ecuacién punto pendiente: y — 1 = —(z — 1)

Ecuacién Paramétrica:

Problema 399 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(1,2) y B(—1,3)
Solucién:
AB = (-1,3) — (1,2) = (-2,1)

Ecuacién Vectorial: (z,y) = (1,2) + A\(—=2,1)

x=1-2\

y=2+A

z—1 y—2

Ecuacién Continuas: 5 = <~

Ecuacién General: z +2y —5=0

Ecuacién Paramétrica:

1 ) 1
Ecuacién Explicita: y = —5 + 2 luego m = —3

1
Ecuacién punto pendiente: y — 2 = —5(:1: —1)
Problema 400 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
Solucién:

AB = (3,-1) — (1,2) = (2,-3)
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Ecuacién Vectorial: (z,y) = (1,2) + \(2, —3)
x =142
y=2-—3\

-1 -2
Ecuacion Continuas: L 5 = y73

Ecuacién General: 3x +2y —7=10

Ecuacién Paramétrica: {

3
Ecuacién Explicita: y = —57 + 2 luego m = ——

Ecuacién punto pendiente: y — 2 = —5(33 -1)

Problema 401 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(1,-2) y B(3,3) y el dngulo que forma con el eje de abcisas.
Solucién:

AB = (3,3) — (1,-2) = (2,5)
Ecuacién Vectorial: (z,y) = (1,—2) + A(2,5)

Ecuacién Paramétrica: r=1+2A
y=—2-+5\
r—1 y+2

Ecuacién Continua:

5
Ecuacién General: bx — 2y —9 =0

5} )
Ecuacién Explicita: y = 2T~ luego m = 3
) . 5)
Ecuacién punto pendiente: y + 2 = i(x — 1) Angulo: m = tana = B =
a = 68°11'55"

Problema 402 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(-1,2) y B(3,3) y el dngulo que forma con el eje de abcisas.
Solucién:

AB = (3,3) — (-1,2) = (4,1)
Ecuacién Vectorial: (z,y) = (—1,2) + \(4,1)
Ecuacién Paramétrica:

1 -2
Ecuacién Continua: xz _y==

1
Ecuacién General: x —4y+9=10

1 9 1
Ecuacién Explicita: y = Zac + T luego m = 1
. 1
Ecuacién punto pendiente: y — 2 = Z(x + 1) Angulo: m = tana = 1 =
a = 14°2'11"

Problema 403 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(1,—-1) y B(3,3) y el dngulo que forma con el eje de abcisas.
Solucién:

AB = (3,3) — (1,—1) = (2,4)
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Ecuacién Vectorial: (z,y) = (1,—1) + A\(2,4)

Ecuacién Paramétrica: r=1+2X
y=—1+4\
r—1 y+1

Ecuacién Continua:

Ecuacién General: 20 —y —3 =0

Ecuacién Explicita: y = 2z — 3, luego m = 2

Ecuacién punto pendiente: y+1 = 2(z —1) Angulo: m = tana = 2 = a =
63°26'6"

Problema 404 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(1,-1) y B(3,3) y el d&ngulo que forma con el eje de abcisas.
Solucién:

AB = (3,3) — (1,—1) = (2,4)
Ecuacién Vectorial: (z,y) = (1,—1) + A\(2,4)

Ecuacién Paramétrica: z=1+2X
y=—1+4\
—1 1
Ecuacién Continua: 33 = %

Ecuacién General: 20 —y —3 =0

Ecuacién Explicita: y = 2z — 3, luego m = 2

Ecuacién punto pendiente: y+1 = 2(z — 1) Angulo: m = tana = 2 = o =
63°26'6"

Problema 405 Expresa de todas las maneras que conozcas la ecuacién de
la recta que pasa por los puntos A(1,0) y B(4,5), calcula después el angulo
que forma con el eje de abcisas.

Solucion:

Sea AB = (4,5) — (1,0) = (3,5) tendremos:
» 7 (z,y) = (1,0) + A(3,5) ecuacién vectorial

= ecuacién paramétrica

. z= 1+3X\
oy = 5\

Ecuacién continua

x—l_g
3 5

5r — 3y — 5 = 0 ecuacién general.

5 ) . L.
.y = gzc —3 ecuacién explicita.



172 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA

5
T g(x — 1) ecuacién punto pendiente.

m=tana = g = o = 59°2'11”

2.3.2. Interseccién de dos rectas

Problema 406 Hallar el punto de interseccién de las rectas
2 —y+8=0, 3xr+y—3=0

Solucioén:

{ 2 —y+8=0

rz=-—1
34+y—3=0 :ﬁ{ = (=1.6)

y==06

Problema 407 Hallar el punto de interseccién de las rectas
2¢r4+y+8=0, 3r—y—3=0

Solucién:

20 +y+8=0 h=— —
{3x—y—3:0 zi{ = (=1,-6)

Problema 408 Hallar el punto de interseccién de las rectas
3x+2y+8=0, 3xr —y—4=0

Solucion:

= (0, —4)

3x+2y+8=0 z=0
{3x—y—4—0 :>{ y=—4

Problema 409 Hallar el punto de interseccién de las rectas
20 —y+8=0, 3xr—y—4=0

Solucion:

2r —y+8=0 x =12
{3x—y—4:0 :>{ y = 32 = (12,32)

Problema 410 Hallar el punto de interseccién de las rectas

r—y+3=0, 22+y—6=0

r—y+3=0 z=1
(o, ~ {3t o

Solucion:
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Problema 411 Hallar el punto de interseccion de las rectas r : t—3y+2 =0

z=1+ , (

N , asi como el angulo que forman.
y=1-—2X\

Solucién:

1+A-31-MN)+2=0=A=0=(1,1)

r:x—3y+2=0, s:x4+y—2=0
1-3 -2

- = — — a = 116°33'54"
V10v2 20

Problema 412 Hallar el punto de interseccion de las rectas r : 2x+3y—1 =

coso =
Oy s: r=2-A asi como el dngulo que forman
Y8 gulo g -
Solucion:
22-MN)4+3(1+XN)—-1=0=)\=-6= (8,-5H)

r:2x+3y—1=0, s:x4+y—3=0

2+3 5
cosq = —— = — — o= 11°18'35"
V13vV2 V26

Problema 413 Hallar el punto de interseccién de las rectas r : 2e+y—1 =0

T=2+A ) [
N y=2- )\ asi como el dangulo que forman.

Solucion:
224N +2-N)—-1=0=)\=-5=(-3,7)

r:2x4+y—1=0, s:x4+y—4=0
241 3
0 0= 18°26'6"

Vav2 V10

Problema 414 Hallar el punto de intersecciéon de las rectas r : 2x+y—1 =0

Cos&x =

T=2+A g [
N Y2\ asi como el angulo que forman.

Solucion:
224N+ 2-N)—-1=0=X=-5=(-3,7)

r:2x4+y—1=0, s:z+y—4=0

241 3
+ — = a = 18°26'¢"

V5v2 V10

COS &x =
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2.3.3. Distancias

Problema 415 Calcula la distancia del punto P(2,3) a la recta r en los
siguientes casos:

1l.r: y=3z -2

9 x= 14+ 2t
o y= 2- t

3.r: 3z+4y—5=0

Solucion:

1. y=3x—2 = 3z —y — 2 =0 (Ecuacién general de la recta)

JAmo+Boy+C|  2:343-(-1)-2] 1 10

d(P,r) = = =
(&) VAZ + B? 32+ (—1)2 V0 10
=0, 3162
2.
x= 1+ 2t r—1 y-—2
= = — 1=2y—4
{y: 0. . =t 5 - = T+ y —

z + 2y — 5 =0 (Ecuacién general de la recta)

d(Pr)_|A-1‘0—|—B-yo+C|_|2-1+3-2—5|_i_3\/5
o VA? & B2 - V12 + 22 V5 5

— 1,3416
3. 3z + 4y — 5 =0 (Ecuacién general de la recta)

(P, ) = A-zo+B-y+C| [2-3+3-4-5] _E_z 6

’ VA? + B? V32 + 42 5
Problema 416 Dado el punto P(2,—1), calcular la distancia de éste a las
siguientes rectas:

1.

. r=3-—A
l y=242A
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Solucién:
1.
-3 -2
A=t oy -8 =0
-1 2
d(Pr)z’2'2+1'(_1)_8’:’_5’=\/5
’ V22 112 V5
2.
—1
i 5 —&:>x+2y—1:
1-242-(-1)—1 —1
Py 22 (D115
V12 4 22 V5 5

Problema 417 Calcular la distancia del punto A(3, —1) a las rectas:

) z—1 y+2
a)r: =
3 2

r=1-—X\
b)r.{ _ 9

c)r:2x+3y—3=0

Solucion:

a)r:2x—3y—8=0

C2-3-3-(-1) -8 1
N 4+9 V13

d(A,r)

b)r:2x4+y—2=0

C2-341-(-1)-2] 3

d(A, —
(4,7) ir1 V5
c)r:2c+3y—3=0

d(A ) = 2-3+3-(—1) — 3] _0

449
Problema 418 Calcular

1. la distancia del punto P(2,1) a la recta 3z —y + 1 = 0.
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2. el angulo formado por las rectas

r:3x—y—1=0, s:x+y+2=0

Solucion:
1.
3:2—1-1+1 6
d(P,r) = | +1i = =1,89737
941 V10

2.

3—1 2

cosa = = —— =0,4472 = o = 63°26'6"
V1I0V2 /20

2.3.4. Angulos

Problema 419 Calcula el dangulo formado por las rectas:

1.
r: 3xr—y+1=0
s1: 2x+3y+4=0
2.
. {x: 24 A =1 _y+2
y= 2-  3A 3 2
Solucién:

1. Como las rectas estdn definidas por su ecuacién general, ya estamos
en condiciones de aplicar la formula:

lup -y +ug-uhl 13-24(—1)- 3] B 3
Ji i g VEACDEVETE VIOV
=0,2631 = o = 74°44'42"

Ccosx =

y= 2 3\ 7 3 —=3rx+y—8=0

= —2 y—2

(Ecuacién general de la recta)

x—1 y+2

ro @ 3 B

—2z—-3y—8=0
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(Ecuacién general de la recta)

lup -uy +ug-upl  [3-241-(=3)] 3

=0,2631 = a = 74°44'42"

Cosx =

Problema 420 Calcular el angulo que forman las rectas

r—1 y+1
-2 37

a) r: s:2x+y—1=0

r=1-A
b)T.{y:2+>\ s:3r+y+1=0

Solucion:

a)r:3x+2y—1=0,s:2z+y—1=0

6+ 2
cosa = b+=2_ 0,992277 = o = 7°7'32"
V65
b)r:z+y—3=0,s:3z4+y+1=0
3+1
cosa = St2 =0,894427 = o = 26°33'54"
V20

2.4. Conicas

2.4.1. Circunferencia

Problema 421 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C(3,1)
y radio r = 2
Solucién:

(-3 +@y—12=22=22 4+ —62—-2y+6=0

Problema 422 Dada la circunferencia 2% + 4% — 2z + 8y — 16 = 0, calcular
su centro y su radio.
Solucién:

m=-2a=-2=—a=1
n=-2b=8=—>b=-4 :>C(17—4) r=1+133
p=a?+b —r?=—-16=r=+/33

Problema 423 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C(3, —1)
y radio r = 2
Solucion:

(=32 +@w+1)2=22=22+¢y*—6x+2y+6=0
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Problema 424 Dada la circunferencia 22 + y? + 22 — 8y — 16 = 0, calcular
su centro y su radio.

Solucion:
m=-2a=2=—=aqa=—1
n=-2b=-8=b=4 = (C(-1,4) r=+v33

p=a’+b —r2=—-16=r=+/33

Problema 425 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C'(3, —2)
y radio r =3
Solucién:

(x-3°4+w+2°=32 =22 +¢y> —6x+4y+4=0

Problema 426 Dada la circunferencia 22 + 4% — 42 4+ 6y — 16 = 0, calcular
su centro y su radio.
Solucién:

m=-—-2a=—-4=—a=2
n=-20=6=>b=-3 = C(2,-3) r=+v29
p=a’+b —r>=—-16=r =29

Problema 427 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C(—1,1)
y radio r =4
Solucién:

(z+1)°+y—-1)2=42= 2 +¢y*+20 -2y —14=0

Problema 428 Dada la circunferencia 2 4 y2 4 12z — 4y — 16 = 0, calcular
su centro y su radio.
Solucién:

m=—-2a=12=—a=—6
n=-2b=-4=—5b=2 — (C(—6,2) r=2V14
p=a’>+b>—r2=—-16=r =214

Problema 429 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C'(2, —1)
y radior =4
Solucién:

(z-22+w+1)P2=42=22+9*—4dx+2y—11=0

Problema 430 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C(1,2)
y radio r = 3
Solucién:

(x—1P24+w+2°? =32 =222 +¢y* -2 —4y—4=0
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Problema 431 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C'(—1, 1)

y radio r = V3
Solucion:

(2+1)2+@y—-12=3= 2+ +20—2y—1=0

Problema 432 Dada la circunferencia 2% + 4% — 6z — 8y + 16 = 0, calcular
su centro y su radio.
Solucién:

m:—2a:—6:>a:3
n=-2b=-8=b=14 = (C(3,4) r=3
p=a’+b—-r’2=11=r=3

Problema 433 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C(1, —2)
y radio r = &
Solucién:

(z—12+w+22=T=2+9y*—22+4y—-2=0

Problema 434 Dada la circunferencia 2% + 4% — 42 — 8y + 11 = 0, calcular
su centro y su radio.
Solucién:

m=-2a=-4—a=2
n=-2b=-8=b=4 = (C(2,4) r=3
p=a’+b —r’=11=1r=3

Problema 435 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C(2,0)
y radio r = V5
Solucion:

(z-224+@y-02=5=2?+¢y*—42—-1=0

Problema 436 Dada la circunferencia x? + y? — 62 — 4y + 9 = 0, calcular
su centro y su radio.
Solucién:

m=—2a=—-6=—a=3
n=-2b=-4=—=>50=2 = (C(3,2) r=2
p=a’+b—r?=9=—=1r=2

Problema 437 Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro C(3,0)
y radio r = V5
Solucion:

(x—3°4+@wy—-0°2=5=2a22+¢y>—6x+4=0
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Problema 438 Dada la circunferencia 22 + y?> — 6x — 4y + 9 = 0, calcular
su centro y su radio.
Solucién:

m=—2a=—-6=—=a=3
n=-2b=—-4=>b=2 = (C(3,2) r=2
p=a’+b —1r?=9=1r=2

Problema 439 Calcula la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia
322 +3y? + 2 — 5y — 2 =0 en el punto P(—1,0)
Solucioén:

Primero calculamos el centro de la circunferencia, ya que si obtenemos
este punto, podremos calcular el vector que partiendo de este punto llega al
punto donde queremos hallar la tangente, y este vector serd perpendicular
a la recta tangente:

1 5 2
3x2+3y2+x—5y—2:02>x2+y2+§-x—g-y—g:O=>
2 :>1 2-0a = L
m=—42-Q — = —2-Q a = ——
3 6

5 5
=2b—=——-—=-2-b=—=0b=-
" 3 6

Luego el centro de la circunferencia serd C (—%, %)

Esto quiere decir que un vector perpendicular a la recta que nos piden sera

el vector OP = @ = (-1,0) — (=2,2) = (-2,-9)

Luego la ecuacién general de la recta sera de la forma —%:1: — %y+C’te =0,y
teniendo en cuenta que esta recta pasa por el punto P(—1,0), sustituyendo
obtendrfamos —2 - (—1) — % -0+ Cte =0= Cte = —%

La recta pedida serfa, por tanto,—%:c — %y + (—%) =0=z+y+1=0
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Problema 440 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pase por los
puntos A(—1,1), B(2,2) y C(2,0).

Solucién:
2— m+ nt+ p=0 m=—4
8+ 2m+ 2n+ p=0 — ¢ n=-2
4+ 2m+ p=20 D= —%

Problema 441 Encontrar el centro y el radio de las posibles circunferen-
cias:

1. 22 4+9y>—102+8y—4=0
2. 22+ > — 22 —2y+15=0
Solucién:

l. m=-2a=-10=a=5
n=-20=8=b=—-4
p:a2+b2—r2:>r:\/ﬁ
2. m=-2a=-2=a=1
n=-2b=-2=—5b=1
p=a®+b> —r> = r = \/—13. Luego no es una circunferencia.

2.4.2. Elipse

Problema 442 Sea una elipse cuyo eje mayor mide 18cm y su distancia
focal es 6cm. Calcular el semieje menor y su excentricidad.

Solucion:

20=18—a =9
2c=6=—=c¢c=3

2=+ =181=b+9=—b=+81—9=28,49cm

e:—:§:0,3333
a 9
Problema 443 Dada una elipse, que tiene una excentricidad de 0,6, y una
distancia focal de 8cm, calcular las dimensiones del semieje mayor y del eje
menor.
Solucién:
2ce=8=—c=4
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4
e=S=a=S= = 6,67cm (semieje mayor)
a e 0,6

=+ =b=Va2—c2=./44,4—-16 = 5,33cm —

2b=2-5,33 =10,66 (eje menor)

Problema 444 Dada una elipse, que tiene 0,4 de excentricidad, y su semieje
menor mide 4cm, calcular las dimensiones del eje mayor y la semidistancia
focal.

Solucion:

c
e=—=—=c¢=0,4-a
a

> =0+ = a?>=164(0,4-0)> = 0,84-a> = 16 = a = 4, 364cm —>
2a = 8,729cm (eje mayor)
c=0,4-4,364 = 1,7456¢cm (semidistancia focal)

2.4.3. Hipérbola
Problema 445 (2 puntos) Dada una hipérbola de excentricidad 1,5 y cuyo

eje principal mide 4cm, calcular el eje secundario y la distancia focal.

Solucion:

20=4—a=2

e=S = 1,5 = g = ¢ =3 = 2c¢ = 6cm (distancia focal)
a

A 2 =P s b= /9 —d =5 —
2b = 2v/5 = 4,4472cm (eje secundario)

Problema 446 Dada la hipérbola de cuyo eje secundario mide 6¢cm y tiene
de semidistancia focal 9c¢m, calcular el eje principal y su excentricidad.

Solucion:

W=6=—b=3
F=a®+P¥=9"=0¢>+32= a=+81—-9=28,845 —

2a = 16,9706cm (eje principal)

= 1,06 (excentricidad)
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Problema 447 Si la distancia desde un punto cualquiera de la hipérbola
hasta los dos focos es de 28 y 14cm respectivamente, y su excentricidad es
de 1,8, calcular la distancia focal y el semieje secundario.

Solucion:
PF'—PF=2a=—=28—14=2a=—a="T7

e=S— 1,8 = ; = ¢ = 12,6 = 2¢ = 25, 2cm (distancia focal)
a

b=+Vc—a?=4/12,6% — 49 = 10,4766¢cm (semieje secundario)
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Capitulo 3

Problemas de Analisis

3.1. Swucesiones

3.1.1. Términos de una sucesion

Problema 448 Se pide:

1. Calcular el término primero y noveno de las siguientes sucesiones:

a) ap =2n*+3

Solucidn:
a1 =2-1>4+3=5, ag=2-9>+5=167

2n+5

b) b, =

) " n+1

Solucién:
b_2-1+5_z ; 2-5 23
=1 2 T 911 10

c) ¢ =(=1)".2"
Solucion:

1= (D12l = -2 ¢g= (=127 = =512 ¢5 = (—1)'2.2'2 = 4096

185
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2. Ahora calcular los términos segundo y séptimo de las siguientes suce-
siones:

a) ap=n®—1

Solucién
ar=22-1=7 a;=7"—1=342
m?—1
b) b, =
) bn on—1
Solucién:
2.22_1 7 2.72-1 o7
by = = by = =
2.2—-1 3 2.7—-1 13

Solucién
co=(-1)2-22=4 ¢ =(-1)7"-2"= 7" = -823543
: , 9 18 7 ..
3. Comprobar si los nimeros 1, 6, 5, 75 4y 3 son términos de la
., 3n+6
sucesién a, =
n
Solucién
3 6
. 2 e 1 = n = —3 luego el 1 no pertenece a la sucesién.
n
3 6
. RIS 6 = n = 2 luego el 6 es el segundo término de la
n
sucesion.
3 6
. W _ 5 = n = 3 luego el 5 es el tercer témino de la sucesién.
n
3 6 9 9
|~ 0 1 = n = —8 luego 4 noes témino de la sucesién.
n
3 6 18 18
o ak _ = = n = 10 luego el = es el décimo término de la
n
sucesion.
3 6
- 0 4 = n = 6 luego el 4 es el sexto término de la sucesion.
n
3 6 7 7
. 0 _ 3 = n = 12 luego el = es término duodécimo de la
n
sucesion.

4. Hallar el término general de las siguientes sucesiones:



3.1. SUCESIONES 187

a)

b)

3.1.2.

4,9, 14, 19, 24,...
Solucion:

a, =5 —1
5,11, 17, 23, 29,...
Solucion:

a, =6n—1

13 57
27 47 6 8§’
Solucion:

Fijandonos un poco nos damos cuenta que el denominador lo
forman los nuimeros pares, 2n, mientras que el numerador es el
denominador menos uno 2n — 1, luego el término general buscado

B 2n —1

seria a, =
" 2n

3 5 7

1, =, 2, = -, -
) 2 M ) 2 ) 37 2 )
Solucion:
n—1
Ay = 5

3,6, 11, 18, 27, 38, 51....

Solucion:
Ay, = n?+2

-3, 9, -27, 81, -243,...
Solucion:
ap, = (—1)"-3"

Sucesiones crecientes y acotadas:

Problema 449 Se pide:

1. Estudiar si las siguientes sucesines son mondtonas crecientes o decre-
cientes y cuyos términos generales son:

a) a

_2n—|—1

n

n
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Solucién
- P 5 79 13
Obtenemos los siguientes términos 3, 3316 que cumplen
3>5>7>9>13> luego la sucesién es decreciente
- >—->->—>---1u ucesion reciente.
3737476 ) HeB
1
b) by, = (_1)71 . ﬁ
Solucion
1 11

Obtenemos los siguientes términos —1, -+, luego la su-

4 916

cesion no es creciente ni decreciente.

) 2n —1
c) ¢ =
" n+1
Solucion

Obtenemos los siguientes términos Obtenemos los siguientes térmi-

nosll§77 uecumlen1<1<§<z<2<
27 9 47 57‘ /6’ 9 q ] p 2 4 5 6 9

luego la sucesién es creciente.

d) d, =717
Solucién:
Obtenemos los siguientes términos 7,7,7,7,7,7..., luego la su-
cesion es creciente y decreciente.

e) e, =n—3"
Solucién:
Obtenemos los siguientes términos —2, —7, —24, —77, ..., luego la
sucesion cumple —2 > —7 > —24 > —77 > ... y por tanto es
decreciente.

2. Indicar si estan acotadas las siguientes sucesiones, que tienen por ter-
mino general:
a) an, =3n—2
Solucién:
{an} = {1,4,7,10,..} = 1 < 4,1 <7, 1<10,... = la

sucesion estd acotada inferiormente por 1, pero no lo estd supe-
riormente.
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b) b

3.1.3.

_3n—1
" on41
Solucién:
5 11
bl = 141,22, ...
)= {1225,
) 11 D,
Tenemos 1 < 1, 1 < 3’ 1 <2, 1< = luego la sucesién
esta acotada inferiormente por 1.
5 1 .
Tenemos 3 > 1, 3 > 3’ 32>2,32> R luego la sucesién

estd acotada superiormente 3.

En conclusién, la sucesién esté acotada.

1
—(—1)". —
n ( ) 3n
Solucién:
11 11
e ={-35 515
. J1 1.1 1111 1
enemos —— —_— —— — _— | - — - ... uego
373 36 3~ 9 3712 0Ue
—— es una cota inferior.
L1111 11 |
- > -, = > =, = > —= = > —_ ... luego = es una co-
6=~ 3 6-6 6- 9 612 " "%
ta superior.

En conclusién, la sucesién estd acotada.

dp = (—1)""(n +3)
Solucion:

{d,} = {4,-5,6,—7,8,—9,---} no tiene ni cota superior ni cota
inferior; no esta acotada.

Progresiones aritméticas

Problema 450 Se pide:

1. Estudiar si las siguientes sucesiones son aritméticas

)

1,5,9,13,17,21, - -

Solucion:
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La diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es siem-
pre la misma d = 4 por tanto, se trata de una progresién aritméti-
ca de razén d = 4, cuyo primer término es a; = 1 y cuyo término
general serd a, = a1+ (n—1)d=1+4+ (n—1)4 =4n — 3.

1,4,8,13,19,26, - --
Solucion:

La diferencia entre términos consecutivos no es siempre la misma,
y por tanto, no es una progresion aritmética.

—2,-5,-8,—11,—14,---
Solucion:

La diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es siem-

pre la misma d = —3 por tanto, se trata de una progresion
aritmética de razéon d = —3, cuyo primer término es a; = —2 y
cuyo término general serd a,, = a1+ (n—1)d = =2+ (n—1)(-3) =
1—3n.

17 _2737 _4757' T

Solucién:

La diferencia entre términos consecutivos no es siempre la misma,
y por tanto, no es una progresion aritmética.

177727§7373747"'
2 2 2

Solucion:

La diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es siem-

1
pre la misma d = > por tanto, se trata de una progresién aritméti-

1 . . .
ca de razén d = —, cuyo primer término es a; = 1 y cuyo término
2 )
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1 1
generalseréan:al—l—(n—1)d:1+(n—1)§: n—2{— .

2. Escribir los cuatro primeros términos de las sucesiones siguientes, y
calcular en cada una de ellas el término que ocupa el lugar 10 y el
término general.

1
a) El primero es -2 y la diferencia es d = —
)

Solucién:

a) = —2 ) 9
“2:_2+5:1_5
ag——2+2~?:—§
a4——2+3-51:—51
alo=-24+9 :—g

b) El segundo vale -4 y la diferencia es d = 3.

Solucion:

ag=a1+d— —4d=a1+3 = a1 =—7
a1:—7

a2:—4

a3 =-T+2-3=-1
ag=—-7+3-3=2

alpg=-7+9-3=20
an=a1+n—-1)d=-7+(n—-13=3n-10

c¢) El primero vale 16 y el segundo 12.

Solucion:

a1:16
aa=12=12=16+d=d=—4
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a5 =16+ 2 (—4) = 8
as=16+3(—4) =4
a10:16+9-(—4):—20

an=a1+(n—-1)d=16+(n —1)(—4) =20 — 4n

3. En las siguientes progresiones aritméticas, hallar el primer término, la
diferencia, el término general y el término aio

a) El tercer término es -5 y el cuarto -9
Solucién:

d=-9—-(-5)=-4

a3 =ay +2(—4) = a1 =-5+8=3
an=a1+n—-1)d=34+(n—-1)(—4)=7—4n
a12:3+11(—4) = —41

b) El cuarto término es V2 v el noveno 3 + V2.

Solucion:

3
a9:a4+(9—4)d:>3+\@=\@+5d:>d:5

9 9
a4:a1+3d:>\@:a1+f:>a1:\@—g

5
2—11
an—a1+(n—1)d_\/§_§+(n_1)3_M

5 )
5vV2—-1143-12
L 0V2 : — 51

a12

4. Calcular el término aq3 de las siguientes progresiones aritméticas:

a) La diferencia es igual al cuarto término, y el noveno vale 8.

Solucion:

4
a9:a4+(9—4)d:>8:d+5d:>d:§

4 4dn—12
an:a9+(n—9)§: n3
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4 40
a13:a9+(13—9)§=§

1
b) El quinto término es 5 el décimo es 5.

Solucion:
1 11
a10:a5+(10—5)d:>5:—§+5d:>d:1—0
11 83
(113—(110+3d—5+3'ﬁ—ﬁ

5. Calcular el término a5 de las siguientes progresiones aritméticas.

a) La diferencia es igual al segundo término y el término octavo vale
-6.

Solucion:

6
ag:a2+(8*2)d:>*6:d+6d:>d:*?

ais = ag + (15— 8)d = —6-1-7(_(75) - 19

1
b) El tercer término es —= y el noveno es 9.

Solucion:
1 14
ag:a3+(9—3)d:>9:—§+6d:>d:§
14 55
a15:a9+(15—9)d:9+6§=§

Problema 451 Las edades de cinco hermanos estan en progresién aritméti-
ca y suman 40 anos. Si la edad del mayor es cinco veces la del pequeno, jcuél
es la edad de cada uno de ellos?.

Solucion:
Sy = al;—aE) 5 =30= a1 + a5 =12

a1 +as =12 . a1 =2
as = bay as = 10
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an=a1+n—-1)d=10=24+4d=d =2
Luego a1 =2, a2 =4, a3 =6, ag =8 y as = 10.

Problema 452 Hallar la suma de los 30 primeros términos de la progresion
aritmética 2, 8, 14, 20,---.

Solucion:

Tenemos a1 =2y d =6, luego azp =2+ (30 —1) - 6 = 176

a1 + asp )
2

24176

S30 = 30 - 30 = 2670

Problema 453 Calcular la suma de los 50 primeros niimeros pares.

Solucion:

Tenemos a1 =2, d=2= a50=2+49-2 =100
24100

S100 = - 50 = 2550

1
Problema 454 En una progresién aritmética en la que ay = 12y d = 3

Calcular la suma de los primeros 20 primeros nimeros.

Solucion:

1 21
a4:a1+3d:>12:a1+3-§:>a1=?

1
a20:a4+19d:12+19~§:20

a1 + az0 _%4‘20

Sy = ——F7—-20= -20 = 305

3
Problema 455 En una progresién aritmética sea aqy = 3 y a7 = 6. Calcu-

lar la suma de los 20 primeros términos.

Solucién:
3 15
a7:a4+3d:>6:§+3d:>d:§
15 11
a7:CL1—|-6d:>6:CL1-i-6-g:>a,1:—Z
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1 243
agp=a7+13d=6+13- — = —
8 8
11, 243
a1 + ao —7 T 73 1105
= 20 = 20 = — =
S20 5 0 5 0 ;

Problema 456 ;Cudantos términos hay que sumar a la progresién 38, 35,
32,29,...para obtener como resultado 245.

Solucion:

d=-3,a1=38, apb=a1+(n—1)d=38+ (n—1)(—3) =41 —3n

38 38+41 -3
Sn=a1+an-n:>245: +a"~nzy-n:>490:
2 2 2
79n—3n2:>3n2—79n+4902():>{ " p
e
Luego la solucién valida es n = 10.
- ) 3 1 1
Problema 457 Dada la progresion 3, ok 2, ok 1, o 0, 5

1. Decidir si la sucesién es una progresion geométrica, aritmética o nin-
guna de las dos, explicando el porqué.

2. Calcular en término agg, y 0 d si procede.
3. Calcular la suma de los veinte primeros términos.

Solucion:

1. La diferencia entre dos términos consecutivos es siempre 5 luego se

trata de una progresion aritmética.

1
2. La diferencia es d = 3
1 13
a20:a1+19'd:3+19- <—2> :—?
13
3. Sm:m.g():i?.goz_gg)
2 2
o1 3 5
Problema 458 Dada la progresion 2 1, 3 2, > 3,

1. Calcular en término aig, y d.

2. Calcular la suma de los diez primeros términos.
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Solucién:
1 1
1. Ladiferenciaesdzl—f:2—§:---:f
2 2 2
1 1
a10:a1+9-d:§+9- <2> =5
L +5
a1 + ao 5 55
S9% 5 0 5 0 5
. 5 3 1 1
Problema 459 Dada la progresion 3, ok 2, > 1, ok 0, 5

1. Decidir si la sucesién es una progresion geométrica, aritmética o nin-
guna de las dos, explicando el porqué.

2. Calcular en término agg, y 0 d si procede.

3. Calcular la suma de los veinte primeros términos.

Solucion:

. . . . . 1
1. La diferencia entre dos términos consecutivos es siempre st luego se

trata de una progresiéon aritmética.

1
2. La diferencia es d = —5

1 1
a20=a1+19-d=3+19-(—2>:—23

3, 520:@'202 22 .20 = —35

Problema 460 Dada la progresion 6, 12, 18, 24, 30, - - -

1. Decidir si la sucesién es una progresion geométrica, aritmética o nin-
guna de las dos, explicando el porqué.

2. Calcular en término ay,, y r o d si procede.
3. Calcular la suma de los diez primeros términos.
Solucién:

1. La diferencia entre dos términos consecutivos es siempre 6, luego se
trata de una progresiéon aritmética.

2. La diferencia es d = 6

an=a1+n—-1)-d=6+(n—1)-6=6+6n—6="06n
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3.ai0=a1+(10—-1)-d=6+9-6 =60

S10 =

ai + ajo )
2

6460

10 -10 = 330

3.1.4. Progresiones geométricas

Problema 461 Se pide:

1. Estudiar si las siguientes sucesiones son geométricas

)

1,4, 7,11, 16, 22,...
Solucion:

4 . 16 . . . .
1 es distinto de T por ejemplo, esto quiere decir que el cociente

entre dos términos consecutivos de la sucesién no es constante y
por tanto no es una progresion geométrica.

1; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001;...

Solucion:

0,1 0,01 0,001
1 0,1 0,01
términos consecutivos de la sucesién es siempre el mismo y por
tanto es una progresion geométrica de razén r = 0,1 cuyo primer
término es a; = 1 y su término general serd a, = 0,1" L,

= ... = 0,1, luego el cociente entre dos

473 472 471 1,4, 4%,

Solucion:

4=2 41

1
P R ek B

Luego es una progresion geométrica de razén r = 4, cuyo primer

término es a; = 472 y su término general es a, = 43 . 4qn—1 —
4n—4

V2, 2v2, 3v/2, 442, 5V/2, - --

Solucion:
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2V2 32

% luego no es una progresién geométrica.
\f 9 \[
1
e 1,5, 52, 53,
) 25" 5’
Solucion:
5 _ 1.5 . s
TEI=7= = 5 luego se trata de una progresiéon geométri-
2% 5

. . 1 .
ca de razén r = 5 cuyo primer término es a; = 2% y su término

1
general es a, = — - 5" 1 =53

25
- L 1 2
2. En una progresién geométrica con ag = 37 r= 3’ calcular ai, a, y
aio.
Solucién:
L1
3
as2 = aq T’:>a1—§:*
s 2
27’1

210-2 98 256

@10 = 310-1 ~ 39~ 19683

Problema 462 Escribe los cinco primeros términos de una progresién geométri-
cacon a; = 2y r = /2. Halla el término general y el lugar que ocupa el

término que vale 64.
Solucién:
—1 n

a1 = 2, a2:2\@, az = 4, a4:4\/§, as =8

n—+1
2

n+1
2

=64=20— =6=n=11

Problema 463 Calcular el término a; y la razén de una progresiéon geométri-

ca sias = —gyag—g

Solucion:
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(—=2)5-1 19
Problema 464 Calcular el término a12 de una progresién geométrica sa-
biendo que la suma de los dos primeros terminos es 16 y la razén vale 3.

Solucion:

al—l—ag:16:>a1+a1-r:a1(1+r): 16:>a1(1—|-3)=16:>

16
GlZZ:4

a2 = ap - 27 = 4. 31 = 708588

Problema 465 Calcular el término ag de una progresion geométrica cre-
ciente sabiendo que la suma de los tres primeros términos es 42 y que el
segundo vale 12.

Solucion:

12
a1+a2—|—a3:42:>%4—&2—1—&2-7“:422—+12+12r:42:>
r r

7'25
124+ 12r + 1272 = 42r = 1212 —30r + 12 = 0 —
r=2

1
Cuando r = 3 la progresién es decreciente, luego la razon valida serd r = 2.
ag=as-r’"2=12-27 = 1536
Problema 466 ;Cudnto valen los dngulos interiores de un cuadrilatero si
estan en progresion geométrica y el angulo mayor es ocho veces el angulo
menor?.
Solucién:
a1 +as+as +as =360° = a1 +ay-r+ay-r’>+a-r> = 360°
a; =81 = 8a1 =a1 -1 = r=+8=2

a1 + 2a1 + 4as + 8a; = 360° = a; = 24°

Los dngulos son: 24°, 48°, 96° y 192°.
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Problema 467 En una progresiéon geométrica el primer término es 5 y la
razén vale -3. Calcular la suma de los diez primeros términos de ella.

Solucion:

a0 ="5-(—3)" = —98415

ajg-Tr — ag . —98415 - (—3) -5

= 7381
— S 73810

1
Problema 468 En una progresion geométrica de razén —3 el primer término

es 8. Calcular el producto de los cinco primeros términos.

Solucion:
N 1
as = aj 7‘51:8'<—2) =5
1 5
P5 = (al . a5)5 = <8 . 2) = 32

Problema 469 El cuarto término de una progresién geométrica es 4 y el
noveno es 128. Calcular:

1. La razén y el término general.

Solucién:

128
a9=a4-7’5=>r: 57:2
ap =4.2""4 =22

2. La suma y el producto de los seis primeros términos.

Solucion:

4 1
a6:a4-22:16; a4:a1-23:>a1:§:§

_16-2—-% 667
2—-1 2
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Problema 470 El primer dia entrenamos 7 minutos y cada dia siguiente
entrenamos el doble que el dia anterior. ; Cuanto tiempo hemos entrenado
después de una semana?.

Solucion:

=7 r=2=a,=7-2"1 = qa;=7-26=1448

- 448 .2 — 7
g, = 217 1“1 = — 7 = 880 minutos, es decir, 14 horas 49 mi-
- —

nutos.

Problema 471 Hallar la suma de los términos de las siguientes progresio-
nes geomeétricas ilimitadas.

1. 16,4, 1, 1,...
Solucion:
1 al 16 64
=16 =-= 5= = — =
=Ty 1—r 1-1 73
2. 0,4; 0,04; 0,004; 0,0004;...
Solucion:
1 al 0,4 4
T 1—r 1-% 9

Problema 472 Si los términos de una progresién geométrica decreciente
suman 12 y el primer término es 2, jcudl es la razén?. Escribir seis términos
de esta progresion.

Solucion:
12 2 — 2
= r=—
1—r 3
2 n—1
w=2(3)
4 8
a1:27 G,Q:*, a3:7

3 9
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6 32 64
o7 T8 5T 943

Problema 473 Dada la progresién geométrica cuyo tercer término es 9 y
el noveno es 1, calcular

as =

1. El primer término y la razén
2. El término general

Estudiar si la sucesién es creciente o decreciente

= W

Estudiar si la sucesiéon estd acotada

5. El producto de los nueve primeros términos
6. La suma de los nueve primeros términos

7. La suma total de la progresién

Solucion:

1 1
1. agzag-r9_3:>1:9-r6:>r:{5/;:\3/;:0,6933612743

2
1
a3:a1-r2:>9:a1-<€/;> — a; = 9- V32 = 35 = 18,72075440

n—1
2. ap = a1 7"”_1:32-(31) — 35"
3
3. La sucesién es 3%/3, 37/3 32 35/3 34/3 3 32/3 ... que cumplen que:
38/3 > 37/3 > 32 > 35/3 > 34/3 > 3> 323 > ... luego la sucesién es
decreciente.

4. 3%/3 es mayor que el resto de los términos, luego la sucesién esté aco-
tada superiormente.
El 0 es menor que todos los términos de la sucesién, luego la sucesién
estd acotada inferiormente.
En conclusién, la sucesién esta acotada.

5. Py = Vlara)’ = /(3% 1) =3 = 531441

e 1.3/1_35%
6. Gg= B "TTHM _ \/; — 58,79033411
r—1 \E/% -1
3§
3
7. 9= _ — 61,05150081
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Problema 474 Dada la progresion 2,6, 18,54, - - -
1. Calcular 7, ag y su témino general (ay,).
2. Calcular el producto de los seis primeros términos.
3. Calcular la suma de los seis primeros términos.

Solucion:

a6:a1-r5:>a6:2-35:>a6:486
an=aj-r"t=2.3""1

2. Ps = /(a1 - ag)® = /(2 - 486)° = 918330048

ag-r —ai 486 -3 — 2
3. S¢ = = =728
6 r—1 3.1

Problema 475 Dada la progresién geométrica cuyo tercer término es 9 y
el quinto es 1, calcular

1. El primer término y la razén
2. El término general

Estudiar si la sucesién es creciente o decreciente

- W

Estudiar si la sucesion esta acotada
5. El producto de los nueve primeros términos
6. La suma de los nueve primeros términos
7. La suma total de la progresiéon

Solucién:

B es1=9- = r=

1. as = as-r

3. La sucesién es 81, 27, 9, 3, 1 ,- -+, que cumplen que:

Nel i

1
1Y
81>27>9>3>1> 3 > 9 luego la sucesién es decreciente.
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4. a; = 81 es mayor que el resto de los términos, luego la sucesién esta
acotada superiormente.
El 0 es menor que todos los términos de la sucesién, luego la sucesién
esta acotada inferiormente.
En conclusién, la sucesién estéa acotada.

1
5. a9 =as-r*=—
81

Py=lar el =/ (81- &) =1

ag-r—a; _ gr-z— 8l _ 9841
r—1 :-1 81

7.6= -2 _ 811:121,5
1—T 1—§

Problema 476 De una progresion geométrica se conoce el tercer término
asz = 81, y el sexto ag = 3.

1. Calcular 7, a1 y su témino general (ay).

2. Estudiar si la sucesion es creciente o decreciente
3. Estudiar si la sucesion estd acotada

4. La suma y producto de los seis primeros términos

5. La suma total de la progresién

Solucion:
1 ag—a3 13 = 3 =81 1% = = = 1
Pre T 27 3
1 2
a3:a1-r2:>81:a1' (3) :>a1:81-32:729
1 n—1
an = ay - Tnfl h 36 . () — 377n
3
2. La sucesién es 35, 35, 3%, 33, 32,3, 1,---, que cumplen que:
36 >3 >3">3 >32>3>3"1>.. luego la sucesiéon es
decreciente.

3. 3% es mayor que el resto de los términos, luego la sucesién estd acotada
superiormente.
El 0 es menor que todos los términos de la sucesién, luego la sucesién
estd acotada inferiormente.
En conclusién, la sucesién esta acotada.
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4. Py = /(a1 -ag)® = /(729 - 3)° = 10460353203
6

o= 3.1_3
So=20 1M - T3 T 1092
r—1 g—1

2
55— _ ™ 10035

o=

3.2. Limites de sucesiones

3.2.1. Idea intuitiva

Problema 477 Utiliza la calculadora para comprobar que los términos de

, 3n*+3 ,
la sucesién (a,) = 5 se aproximan a 3. Calcular para ello los va-
n

lores de a1, a4, a0, a0, @100 ¥y @1000

Solucién:

a) = 6

as = 3,1875
aip = 3,03

as0 = 3,001875
ajpo — 3,0003

ai1000 — 3,000003
El limite sera 3.

Problema 478 Utilizar la calculadora para calcular a que valor se aproxi-
man las siguientes sucesiones. Calcular para ello los valores de a1, a4, aig,

a40, @100 Y @1000

n+3
1. (ap) = —=——
(an) <n2+1>
Solucion:

a; =2

aq = 0,4117647058

a9 = 0,1287128712

aqo = 0,02685821361
a100 = 0,01029897010
a1000 = 0,001002998997
El limite serd 0,001.
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3n—+4
2. =
(an) (Sn — 1)
Solucion:
aj] = 3,5
ay = 1,454545454
aip = 1,172413793
aso = 1,042016806
a100 = 1,016722408
al1000 — 1,001667222
Luego el limite es 1.
357 9
3. (an) = {2, g, g, ﬁ, }
Solucion:
te:
al = 1,5
as = 0,8181818181
a1g = 0,7241379310
a4 = 0,6806722689
a100 = 0,6722408026
al1000 — 0,6672224074
Luego el limite sera 0,666...
an+3
4. =
(an) ( n+1 )

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

Si nos fijamos un poco el numerador sigue una progresion aritméti-
ca y el denominador también. Calculamos el termino general de la
sucesion del numerador y del denominador para obtener la del cocien-

» Numerador, a; =3, d=2=4a,=3+(n—1)2=1+2n
» Denominador, by =2, d=3=10,=2+(n—-1)3=3n—-1

s El termino general de la sucesiéon que buscamos serd

Solucion:

a1 = 1,870828693

_2n+1

n 3n—1
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aq = 1,949358868

a1p = 1,977142106
a0 = 1,993893115
a1o0 = 1,997523218
ajp00 = 1,999750234
Luego el limite sera 2.

3.2.2. Definicion

Problema 479 Averigua a partir de que término de la sucesién a, =

dn =3 cumple que 4’ < 1
se ue |a, — - < ——.
3n HHPIE e 1 = 31 = 1000
Solucién:
%< 1 4n — 3 4’< 1 :>’1’<
i 3 1000 3n 3 1000 n 1000
= 1000 < n
. . . 4 1
Es decir, a partir del término aqggp se cumple que |a, — 3 < 1000°

1
Problema 480 La sucesién (a,) = <+4) tiene de limite 0. ;A partir
n

de que término de esta sucesién todos los siguientes se diferencian del limite
menos de una milésima?

Solucién 1 ) )

-0 < = = —0 = < =
lan =01 < 7500 n+4 ‘ <1000 n+d 1000
— 0> 996

Es decir, a partir del término aggg se cumple que

-0 < —.
n+4 ‘<1000

1-3
Problema 481 Hallar un término de la sucesién (a,) = (2 +71L> a partir
n

del cual todos los términos siguientes se diferencien del limite menos de una
milésima.

Solucién

Primero calculamos a que término se aproxima la sucesion a; = —0,6666666666
ag = —1,222222222

a1 = —1,380952380

ag0 = —1,469135802

ajpo — *1,487562189
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a1o00 = —1,498750624
a1000000 = —1,49999875
Luego el limite serd -1,5.

1—3n+3‘< 1 5) ‘< 1 . ) 4 1 .
2n+1 2 1000 dn 42 1000 4n+2 1000
= n > 1250

A partir del término a1950 se cumple la diferencia pedida.

3

Problema 482 Dada la sucesion de término general a, = —5—— calcular
n
el término de esta sucesion, a partir de cual todos los términos difieren del

limite en menos de una milésima.

Solucion:

o —4
n )
n3—1

Lo primero que vemos es que lim

Tenemos que € = y a partir de un término a,, se tiene que cumplir:

1000

on3 —4
nd3 —1

2<1:>‘_2‘<1:> 2 <1:>
1000 n3—1 1000 n3—1 1000

2000 < n® — 1 = n > 12,59711028

El término buscado es aq3.

2n% — 4
Problema 483 Dada la sucesién de término general a,, = Py calcular

n
el término de esta sucesién, a partir de cual todos los términos difieren del

limite en menos de una milésima.

Solucién:

Lo primero que vemos es que lim
nd —

1
Tenemos que € = 1000 y a partir de un término a, se tiene que cumplir:

o3 — 4
n3—1

2<—1 :’_2‘<1:> 2 <1:>
1000 n3—1 1000 n3—1 1000

2000 < n® — 1 = n > 12,59711028

El término buscado es ajs.
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3.2.3. Sucesiones que tienden a infinito

Problema 484 Utiliza la calculadora para averiguar que ocurre con los
términos de las siguientes sucesiones al dar valores a n cada vez mayores.

L (an) = (4"7)

Solucion:
a] = 1

ay = 64

aip = 262144

aqo = 302231454903657293676544

aso = 316912650057057350374175801344

ago = 332306998946228968225951765070086144
Luego el limite serd +oo.

2. (by) = <1_nn3>

Solucion:
a; = 0

aqs = —15,75
aip = —99,9

aso = —1599,975
a100 = —9999,99
ai000 = —9,99999999 - 10°
Luego el limite serd —oo.

3. (ea) = (=D (n+3)?)

Solucion:
a1 = —16

ag = 49

aip = 169
aq1 = —1936
ajpo = 10609

aggg — —1004004

Luego no existe limite, los numeros oscilan de positivos a negativos,
haciéndose los positivos cada vez més grandes y los negativos cada vez
mas pequenos.

4. Dado k = 121, averiguar a partir de que término de la sucesién
(an) = (4n — 3) todos los siguientes son mayores que k. Compruébalo
calculando algtin termino posterior.
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Solucion:
4n — 3 > 121 =— n > 31

A partir del término as; todos los términos son mayores de 121. Cal-
culamos ago = 125, azz = 129, etc.

. Dado k = —213, averiguar a partir de que término de la sucesién

(an) = (3 — 6n) todos los siguientes son menores que k. Compruébalo
calculando algtin termino posterior.

Solucion:
3—6n< —-213=—n> 36

A partir del término agg todos los términos son menores de -213. Cal-
culamos agy = —219, azg = —225, etc.

3.2.4. Calculo de Limites de sucesiones

Problema 485 Dadas las sucesiones (a,) = (n2 + 2) y (bn) = (1 - n2>,
calcular los siguientes limites:

1. lima,

Solucién

lim a, = lim(n? + 2) = 400

. lim b,
Solucién
lim b, = lim(1 — n?) = —o0
. lim(a,, — by)

Solucién

lim(a, — by) = lim(n? — 2 — 1 4+ n?) = 00
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4. lim(a, + by)
Solucion:

lm(n? +2+1—-n?) =1lim3 =3

5. lim(ay, - by)

Solucion:

lim(ay, - by) = lim(n? 4 2)(1 — n?) = lim(—n* — n? +2) = —0

6. lfm 2

bn

Solucion:

an n2+2_{+oo]_l,m1+22_ 1

lim — = = = — =-1
b, 1-n?2 |- -1 -1
Problema 486 Calcular los siguientes limites:
2n+1
1. It
m dn+7
Solucién:
1
Hm2n+1_{oo}_h,m n:g_l
dn + 7 00 % 4 2
2n? + 1
2. lim
3n3 + 2
Solucién:
2n2 1 2 1
h’anQ—i_1 = {OO} :hm%—i—ﬁ = lfim 21 — 0 =0
3nd+2  |oo 2 3+2% 3
3 _ 9,2
3. Hmw

3n3 + 2

211
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Solucion:

lim

n3—2n2+1_[oo
|l

3n3 +2

ond +2n2 +1

4. lim
3n?2 41

Solucion:

o3 +2n2 +1 {oo]
lIm —m——— =

3n?+1

ond +2n2 +1

5. 11
ST +1

Solucion:

lim =

(n—2)2—(n+1)2_{oo}_1, 3—6n . 58
n24+n+1 -

Problema 487 Calcular los siguientes limites:

L1 & +1
2n+5
Solucion:

1
2. lim an +

n?—1
Solucion:

3,1
lfm 3"“—{00}—11&11 "J”f—\ﬁ—o
n?—1 00 1— 1
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3 I 3n2+2n+1
Clim | ————
n? —2

Solucién:
24 on 41 3+2+ %
lim 3n+n+:{oo}:h,m STn w3
n?—2 00 1- 2%

3.2.5. Numero e

Problema 488 Calcular los cinco primeros términos de la sucesion de término
1 3n

general a, = (1 + 3) . Calcular también los términos asgg y a1000. Re-
n

laccionar esta sucesion con el nimero e.

Solucion:

w

—_
_l_
& =

la2

1
m ) = (1 =+ 3> = 2,370370370
1 6
.Gy = <1 T 6) — 2.521626371
1 9
- (1 n 9) = 2,581174791
1 12
"o = (1 + 12) = 2,613035290

15
) = 2,632878717

1\ 600
- =14+ — = 2,716020048
a200 ( +_600) )

3000
41000 <1+ 3000> , 718130828

El limite de esta sucesién es el numero e.

Problema 489 Calcula los siguientes limites:
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1 3n
1. lim (1+ )
n

Solucion:
1 4n

lim (1 + > =[1®]=¢*=¢!
n

1
Donde X\ = lim4n (1+—1> =4
n

1 n+5
2. lim (1 + )
n

Solucion:
1 n+5

h’m(l—i—) =[1®]=e=e¢
n

1
Donde A = lim(n + 5) <1—|——1) == 1l
n

1\3
3. lim (1+>
n

Solucion:

W=

1 n
11’m(1—|—>3:[1°°]:e>‘:e
n

1 1
Donde)\zlimn<1+1):
3 n 3

1 3n+2
4. lim (1 + )
n
Solucion:
1 3n+2
lfm (1 + ) =[1®]=e=¢
n

1
Donde A = lim(3n + 2) (1 + - - 1) =3
n
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3.2.6. Varios
Problema 490 Calcular los siguientes limites

m2—n+1

1. I
s +1

mt—n24+1

2. 1
fm =

8nZ2 —n+1
o2n? —1

) n3 2n
n 1

g (2004 n
. 111m —_—
n?—1

3. lim

Solucion:
m2—n+1
1. im————=0
e
2nt —n? +1
2. llm————— =40
nd —1
8n2 —n+1
3. lim on? 1 = V4=
3 2n3
1
4. lim <n3—|—1> =(1®°)=¢* =¢t
n3 —

3 3
L 3(n’+1 L 4dn B
A =1im2n <n3—1_1>_hm<n3—1>_4

2 _ 2n
5. 1m [ 2Tl _ge
n?—1

Problema 491 Calcular los siguientes limites

ozt =322 42

1. lm —————

z—oo g3 — g2 +1
249221

2. lim H%
T—>00 x>+ 1

2

2 T
, zr—z—1
LS (m)
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T 212 — 1 2
Caeheo \ 222 1

Solucion:
ot =322 42
1. llm ————— =40
a—o0 3 — 2 + 1
2420 —1
2 lim z+z—1 -0

T—>00 3 +1

22—r—1 @ 1\
5 1—I>n00<2502—:r> -[(3) ] -0
2x
22 — 1
4. Hm <2x2x_m_l> = (100) = e>\ = 61

T—>00

2 2 _ 1 _ 2 _ .
A= lim 2x<%1 1): Ll 29;(2‘7” el Ol 1)>=

T—>00 2$2—x—1_ T—>00 222 —x—1
272

lim ——— =1
z—00 202 —x — 1

Problema 492 Calcular los siguientes limites

o (2704 n
. 111m s — -
n2—1

Solucion:



3.3. FUNCIONES 217

TL3 n 1 2n3
4. lim <n3 1) =(1®°)=¢* =¢?

3 3
L 3 (n°+1 L 4n B
A =lim2n <n3—1_1>_hm<n3—1 =4

2n

2n? -1

5. lm (=TT} oo oo
n?—1

3.3. Funciones

3.3.1. Concepto de funcién, Dominio y Recorrido

Problema 493 Se pide:

1. Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones
a) flx)=3x+1

Solucion:

s dominio todo R
s recorrido todo R

b) f(x) =2 + 4x

Solucion:

» dominio todo R
» recorrido todo (—4, +00)

c) flx)=+vVx+9

Soluciodn:
» dominio todo [—9,400)
» recorrido todo [0, +00)
d) f(x)=—2%+2

Solucion:

= dominio todo R
» recorrido todo (—o0, 2]

Solucién:
» dominio todo R — {—1}
» recorrido todo R — {0}
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_ 1
24z

f(z)

Solucion:
» dominio todo R — {—1,0}
» recorrido todo (—oo, —4) U (0, +00)

2. Halla el dominio de las siguientes funciones

)

fx)=2%—2+2
Solucién:
El dominio sera todo R, ya que se trata de un polinomio.

f@) = 5

Solucién:
Cuando se anula el denominador la funcién no estd definida, es
decir, 2+ =0 = x = —2. El dominio es R — {2}

fa) =

Solucion:

Cuando se anula el denominador la funcién no estd definida, es
decir, z —4 = 0 = x = 4. El dominio es R — {4}

2
f@) = o

Solucion:

Cuando se anula el denominador la funcién no estd definida, es
decir, 3z + 6 = 0 = = = —2. El dominio es R — {2}

fx)=24+Va+5
Solucion:

Cuando el radicando es negativo la funcién no estd definida, es
decir, z +5 > 0 = x > —5. El dominio es [—5, 4+00)

3. En las funciones del ejercicio anterior, calcular las imagenes de 0, 4, —2,

Solucion:

—9.
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a) flz)=a3 —x+2

f(0) =2; f(4) =62; f(=2)=—4; f(-5)=—118
b f@) =

f(0) = 1; f(4) = }; f(—2) no estd definida; f(—5) = !
) f@) =

J(0) = 05 f(4) no estd definida; f(~2) = 55 f(=5) = %
4) f(z) = 3:c2+6

1 1 J . 2
f(0) = §; f4) = §; f(=2) no estd definida; f(—5) = -3

e) flx)=2+Vz+5
F0)=2+V5; f(4)=5; f(—2) =2+ V3; f(-5) =2

Problema 494 Hallar el dominio y recorrido de las siguientes funciones:

L f(z)=vz -1
2. f(x) =a?

3. f(x) =v9—a?
4 fl@) =&

5. fla) =12

6. flx)=v1—=z
7. f(x) =4— 22
8. f(z)=+25—22
9. f(z) = |z —2|
10. f(z) = Va2 —4
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3.3.2. Funciones definidas a trozos
Problema 495 Se pide:

1. Representar la funcién

2—3x si T < =2
f(z) = 2 si —2<w<?2
4 si x> 2
2. Representar la funcién f(z) = |z + 1| Tener en cuenta que por la

definicién de valor absoluto tenemos

r+1 si 2+1>0
f<x)_‘$+1‘_{—(x+1) si z+1<0

r+1 si x> -1
—zrz—1 si z<—1

ﬁf(:r)—{

3.3.3. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

Problema 496 Se pide:

1. Calcula la variacién de la funcién f(z) = 2 — 4 en los intervalos que

se indican
a) En el [-1,5]
Solucion:

f(—=1) = -3, f(5) =21 = la variacién de la funcién f(z) en el
intervalo [—1,5] es f(5) — f(—1) =21 — (—3) = 24.

En el [0, 5]
Solucion:

f(0) = —4, f(5) = 21 = la variacién de la funcién f(x) en
el intervalo [0, 5] es f(5) — f(0) =21 — (—4) = 25.

En el [-6, —1]
Solucion:

f(=6) = 32, f(-1) = —3 = la variacién de la funcién f(z)
en el intervalo [—6,—1] es f(—1) — f(—6) = =3 — 32 = —35.
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2. Calcula la variacién de la funcién

11—z si r<—1
f(z) = 2?2 si —1<x<2
9 si x> 2

En los siguientes intervalos.

a) En el [-2,1]
Solucién:

f(=2) = 3, f(1) = 1 = la variacién de la funcién f(z) en
el intervalo es f(1) — f(—-2) =1—-3 = -2

b) Enel [1,3]
Solucion:

f(1) =1, f(3) = 9 = la variacién de la funcién f(z) en el
intervalo es f(3) — f(1)=9—-1=8

c) Enel [4,7]
Solucién:

f(4) =9, f(7) = 9 = la variacién de la funcién f(x) en el
intervalo es f(7) — f(4)=9—-9=0

3. Estudia si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes en los
puntos que se indican utilizando la calculadora.

a) fx)=x3enz =0
Soluciodn:

Cogemos valores préximos a cero y calculamos sus imagenes.
Sean —0,1 < —0,01 < —0,001 < 0,001 < 0,01 < 0,1 que tendran
las siguientes imagenes correspondientes:

—0,001 < —107% < -107% < 1072 < 107% < 0,001

Luego la funcién es creciente en el punto z = 0
b) f(x)=3—-22enz=1
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Solucion:

Cogemos valores proximos a uno y calculamos sus imagenes.
Sean 0,9 < 0,99 < 0,999 < 1,001 < 1,01 < 1,1 que tendran las
siguientes imagenes correspondientes:

2,19 > 2,0199 > 2,001999 > 1,997999 > 1,9799 > 1,79

Luego la funcién es decreciente en el punto x = 1

4. Indica en que intervalos son crecientes o decrecientes las siguientes
funciones y calcular, si los tienen, sus méximos y minimos relativos.

a) f(z)=—-2®+1

Solucion:
s creciente: Nunca

decreciente: Siempre

maximos: No tiene

minimos: No tiene

{ r<1

z>1
Solucion:

si
si

1—=x
r—1

» creciente: (1, +00)

» decreciente: (—oo, 1)
» maximos: No tiene
» minimos: (1,0)

¢) f(x)=2%—-3z

Solucidn:
» creciente: (—oo,—1) U (1, +00)
» decreciente: (—1,1)
maximos: (—1,2)
minimos: (1, —2)
x—2

T

d) f(z)

Solucion:

» creciente: (—o0,0) U (0, +00)

decreciente: Nunca
maximos: No tiene

minimos: No tiene
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Solucion:

= creciente: Nunca
» decreciente: (—oo,1) U (1, +00)
» maximos: No tiene

= minimos: No tiene

f) fla) = —

T 22tz

Solucién:
» creciente: (—oo,—1)U (—1,—-1/2)
» decreciente: (—1/2,0) U (0, +00)
» maximos: (—1/2,—4)
= minimos: No tiene

3.3.4. Funciones acotadas. Funciones simétricas. Estudio grafi-
co de la continuidad. Puntos de corte con los ejes.
Problema 497 Se pide:

1. Explicar si las siguientes funciones estan acotadas y porqué

Solucion:

No estd acotada, por no estarlo ni superior ni inferiormente.

b) ) =|a—1]
Solucion:

La funcién esta acotada inferiormente, ya que todos los valores de
f(z) son siempre mayores de cero; pero no lo estd superiormente,
y por tanto, no esta acotada.

¢) f(x) =cosx
Solucién:

Todos los valores de f(x) estdn comprendidos entre —1 < f(x) <
1, es decir, estd acotada superior e inferiormente, y por tanto,
esta acotada.

2. Estudiar la simetria de las siguientes funciones
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flx) =322 -1
Solucién:

f(—z) =3(—2)>—1 =322 -1 = f(r) = La funcién es simétrica
respecto al eje de ordenadas (eje V).

|
=3
Solucion:

—2)2 -1 2?1
f(—x) = 2_36 T3 iﬁ i f(z) = La funcién es simétrica
respecto al eje de ordenadas (eje Y).

_ [ =5
fla) =1
Solucién:
f(—z) = [=2l-5 = _l=l=5 = —f(z) = La funcién es

—x x
simétrica respecto al origen.

f(z) =+va*—322 -5

Solucion:

f(—=2) = /(—2) = 3(—2)2 -5 = V' - 322 -5 = f(z) =

La funcién es simétrica respecto al eje de ordenadas (eje Y).

3. Hallar los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones

a)

f(x) =223 — 8z
Solucion:

203 — 8z = 0 = x = 0, £ = +2 luego los puntos de corte
seran (0,0), (2,0) y (—2,0).

2 -1
o) =553

Solucion:

2 =1
26 +3

=0=z=+1



3.3. FUNCIONES 225

1
Luego los puntos de corte serdan (—1,0), (1,0) y <O, —3>
[z =5
) fa) ="

Solucién:

-5
125 _ g aos

x

No hay cortes con el eje Y. Luego el tnico punto de corte con
los ejes es (5,0).

d) f(z) =zt —322 -5

Solucion:

Vit =322 -5 =0 = 2*-322-5 =0 = 2 = —2,047579645, = =
2,047579645

f(0) = v/=5, luego no hay corte con el eje Y.

Los puntos de corte serdn (—2,047579645,0) y (2,047579645,0).

4. clasifica el tipo de discontinuidad de las siguientes funciones:

1
a) f(z) = —m

Solucion:

Tiene una discontinuidad inevitable en z = 2

2 _
b f@) =

Solucion:

Tiene una discontinuidad evitable en z = —1

1
{ — si <0
¢)

x .
2¢ si >0

Solucion:

Tiene una discontinuidad inevitable en x = 0, donde pega un
salto.
2 —3x+5 si r<—1
d) 9 si —1<x<0
vV si x>0
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Solucion:

Tiene una discontinuidad inevitable en £ = 0, donde pega un
salto.

5. Idear cuatro funciones definidas a trozos y calcular su dominio, reco-
rrido, cortes con los ejes, simetrias, continuidad y por ultimo decir si
estan acotadas.

6. Representar graficamente las siguientes funciones definidas a trozos

—2x —5 =i r < —1
a) -3 si —1<x<0
r+1 si x>0
T —>5 si r < —3
b) 4 si —3<zx<0
r+4 si x>0
—2x si r<—1
c) 22 s —1<zx<1
x si x>1
x?  si r < —1
d) —13 si —1<x<2
—  si T > 2
T

3.3.5. Operaciones con funciones. Funciones reciprocas

Problema 498 Se pide:

1. Dadas las funciones f(z) = 2% — 2 y g(x) = vz + 2, calcuar si es
posible

a) (f+9)(4)

Solucion:

Solucion:
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Solucion:

(f-9)(0) =-2+2
e) (f-9)(=3)

Solucion:

(f+9)(—3) no existe, ya que —3 no pertenece al dominio de g(z).

n (L)

Solucién:
4
(f) (@) = 24 _ 95 31139400
9 9(4)
. 2 1
2. Dadas las funciones f(z) = y g(z) = —
T —95 x

a) Dominio de f
Solucién:

f estara definida en todos los nimeros reales, excepto en aquellos
en los que se anule el denominador, es decir, t —5 =0 = x = 5;
luego Dom(f) = R — {5}.

b) Dominio de g
Solucién:

f estard definida en todos los niimeros reales, excepto en aque-
llos en los que se anule el denominador, es decir, z = 0; luego
Dom(g) = R — {0}.

¢) Calcular la funcién (2 - f) y su dominio.
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Solucion:

2 4
r—5 x-5

(2 f)@) =2 f(x) =2

(2 - f) estard definida en todos los nimeros reales, excepto en
aquellos en los que se anule el denominador, es decir, x — 5 =
0 = z = 5; luego Dom(2- f) = R — {5}.

Calcular la funcién (f + ¢) y su dominio.

Solucion:

(f+g)(x)=f(x)+g(x):$25+313:5z_§)

(f + g) estard definida en todos los niimeros reales, excepto en
aquellos en los que se anule el denominador, es decir, z(z —5) =
0= 2 =0, x=5; luego Dom(f +g) = R—{0,5}.

Calcular (f - g) y su dominio.

Solucion:

2 1 2
(F 9@ = 1) 9@ = =5 = 2 =g

x—5.§

(f - g) estard definida en todos los nimeros reales, excepto en
aquellos en los que se anule el denominador, es decir, z(z —5) =
0=z =0, x =5; luego Dom(f-g) =R — {0,5}.

Calcular <£) y su dominio.

Solucion:

@ (e) = gg; - % - x2—$5

<f> estard definida en todos los niimeros reales, excepto en aque-

llos en los que se anule el denominador, es decir, x — 5 = 0 =

x = 5; luego Dom (g) =R — {5}

3. Siendo las funciones f(z) = 23 + 1y g(x) = 2z, calcular las funciones

a)

compuestas

(gog)

Solucion:
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(9o g)(@) =g(9(z)) = g(2z) =2 (22) = 4

(fog)(x) = flg(z)) = f(2z) = (2z)* + 1 =82% +1

Solucion:

(90 f)(x) = g(f(x)) = g(a® + 1) = 2(z° +
4. Siendo las funciones f(z) = %2 y g9(z) = %
compuestas

a) (gog)

Solucion:

(929)@) = glo(e)) =9 (3 ) = 77 =

= ()
b) (fog)
Solucion:
(feg)(x) = flg(x)) = f (i) = (1)12 1 j023:
c) (gof)
Solucion:

(QOf)(w)Zg(f(x)):g< L >:

T —2
5. Calcula la funcién reciproca de
a) f(z)=>5z
Soluciodn:

Despejamos = de la ecuacién y = b =« = Y
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: . x
Intercambiamos las variables x e y = y = 3
.7 ’ _1 x

La funcién reciproca es f~'(z) = —

5
b) f(z) =3z +1

Solucién:
. ., y—1
Despejamos x de la ecuacion y =3x 4+ 1 = x = =
. . z—1
Intercambiamos las variables x e y = y = 3
. , -1 r—1
La funcién reciproca es f~'(z) = 3
1
— s <0
x
) f(z)=
Vo osi 2>0
Solucién:
1 . 1 1
— &8 x<0 yz;zﬂvzf
flay=4 * e !
1
— si x<0
x

Luego la funcién reciproca sera, f~!(x) =

2 st x>0

3.3.6. Puntos de Corte

Problema 499 Encontrar los puntos de corte de la funcién

22 —2x—3
2 -3

flz) =
Solucién:
Corte con el eje OY: Hacemos © = 0 = f(0) =1 = (0,1)

Corte con el eje OX: Hacemos f(z) =0 = 22> —22 -3 =0 = (—1,0) y
(3,0)

Problema 500 Encontrar los puntos de corte de la funcién

2+ 230
23 —2

f(z)
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Solucidn:
Corte con el eje OY: Hacemos z = 0 = f(0) = 15 = (0, 15)

Corte con el eje OX: Hacemos f(z) =0 = 2?4+ 2 -30=0= (—6,0) y
(5,0)

Problema 501 Encontrar los puntos de corte de la funcién

22+ 2 —20
M) =515

Solucién:
Corte con el eje OY: Hacemos x = 0 = f(0) = —10 = (0, —10)

Corte con el eje OX: Hacemos f(z) = 0 = 2% + 2 — 20 = (-5,0) y
(4,0)

Problema 502 Encontrar los puntos de corte de la funcién

2 4x—2

fla) =

Solucion:

1 1
Corte con el eje OY: Hacemos z =0 = f(0) = 3= (0, 2)

Corte con el eje OX: Hacemos f(z) = 0 = 22 +2 -2 = 0 = (1,0)

Problema 503 Encontrar los puntos de corte de la funcién

_w2+5m+6

fla) =

Solucién:
Corte con el eje OY: Hacemos z = 0 = f(0) = -2 = (0,-2)

Corte con el eje OX: Hacemos f(r) =0 = 2?2 +52+6 =0 = (—2,0) y
(_37 0)

Problema 504 Encontrar los puntos de corte de la funcién

22 —2x—15

fle) = 5
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Solucién:
Corte con el eje OY: Hacemos x = 0 = f(0) = -3 = (0, —3)

Corte con el eje OX: Hacemos f(z) =0 = 22 —2r —15=0= (-3,0) y
(5,0)

3.3.7. Simetria

Problema 505 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

2 _
L) =5
2. g(z) = :1:33; L
Solucidn:
L jen) = S ) = par
2. g(—x) = (-2)°~1 = —at 1 = ni par ni impar

(o 2

Problema 506 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

z? -1
L) ="
3 —1
2. 9(2) = —3
Solucioén:
—r)? -1 .
1. f(—x) = ((—)x)?’ = —f(x) = impar
—z)3 -1 —a3-1
2. g(—x) = ( (:U_)$)2 = xe = ni par ni impar

Problema 507 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

3

T
1. =7
/(@) at—a22 41
2?2 —x—1
2. 9(55):T
2
—1
3. h(z) =2~

T4
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Solucién:
I |
1. f(—x) = o) — (o241 f(z) = impar
—z)? — (—z) — 22 +z—
2. g(—z) = (=2) (_;)3 )= 1 = — +x3 ! = ni par ni impar
)2
3. h(—x) (z2)” —1 = h(x) = par

Problema 508 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

1L ey =
29@)=$2§fI1
3. h(z) = xll;lle_l
Solucion:
1 fea) = & j_;fy ~ ! #(z) —> impar
2 g@w)_(_xi;;ffi_l———ngig — ni par ni impar
3 h(ex) = CEECD T e

Problema 509 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

2 —1
L. f(l‘) = 23
2?2 4+x—1
2 p—
4 +1
Solucion:
—z)2 -1 .
1. f(—=x) ( (—)x)3 = —f(x) = impar
(—2)? + (—z) -1 R |

2. g(—x) = (o) — ()2 =1 i = ni par ni impar
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—x)4
3. h(—z) = E—:c;?i_i = h(x) = par

Problema 510 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

zt -3
L f(z) = 3
3 +1
2. g(x) = i
Solucién:
—z)t -3 )
1. f(—x) = ( (_>:E)3 = —f(x) = impar
_\3 1 3 1
2. g(—z) = ( (:C_):C; = xxj = ni par ni impar

Problema 511 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

222 + 1
1. =
3+ 2
2. == =
9(x) =
Solucidén:
2(—x)2 + 1
1. f(—z) = (3(95_)5 — _f(z) = impar
2 g(—2) (—z)3?+2 —a342 . ..
. g(—x) = = — 1l par ni impar
(—x)? 2

Problema 512 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

I fz) = 2;2;
2. g(z) = 4:6:;2__?;_ !
3. h(z) = ;”f 1
Solucién:
1. f(—x) = 2((__;)42_;21 = —f(x) = par

2. g(—2) 4=z +(—z)+1 —dad—z+1 . .
. —x) = = ——> nl par ni impar
g (—z)2+1 2 4+1 P P
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3. h(—z) = ——="— = —h(x) = impar

Problema 513 Calcular la simetria de las siguientes funciones

zt— 222 +1
L f@) = —5—7—
3
X
29 =357
2z — 1
3 h@) =0
Solucion:
—z)t - 2(—x)? +1
L f0) = S ST — ) —paR
(—=)?
3. h(—a) = 25P =L i PAR ni IMPAR

()2 +2
Problema 514 Calcular la simetria de las siguientes funciones

a8 — 22 —1

L J(@) = xd+2
2. g(z) = 23:;;1
3. h(z) = 3;:12
Solucién:
1. f(~z) = (_x)(ﬁ_;)(;f); — 1 _ f(z) —PAR
2. g(—z) = 2(??(“?;); h_ —g(r) =IMPAR
3. h(—a) = SCD T2 PAR ni IMPAR
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R
2. = —
9(x) x2 4+ 4
222 +
3. h(x) = po—
Solucién:
_ (=3
1. f(—=x) o T (-1 f(z) =PAR
3(—x)°
2. g(—z) = (_;)2)+4 = —g(z) =IMPAR
2(—x)? + (—
3. h(—z) = W — ni PAR ni IMPAR
_J:‘ —_—
Problema 516 Calcular la simetria de las siguientes funciones
326 — 2
1. = —
— 223
2. = —
9(x) z2+1
2 +1
. h(x) =
3. h(x) p—
Solucién:
3(—x)8 -2
—2(—2)3
2
— 1
3 h(ea)= SHTFL L PAR ni IMPAR

(—z)—1

Problema 517 Calcular la simetria de las siguientes funciones

4zt + 1
1. =
3t +1
2. =
g(z) o
222 41
3. h =
(@) T+ 3

Solucion:
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)4
1 f(—a) = ‘l((_w))g _+21 _ f(z) —PAR
2. g(—x) = 3( (_l);_ L —g(x) =IMPAR
2(—2)? +1 _ .

Problema 518 Calcular la simetria de las siguientes funciones

L) =
2. g(z) = ;:134
3. h(z) = xz;l
Solucion:
L jen) = S ) —pak
2. g(—x) = (2;2:”);1 — _g(z) = IMPAR

Problema 519 Comprobar la simetria de las siguientes funciones:

2
1 f(z) = 2x3;— 1
3
2. g(z) = %;2
Solucién:
)2
1. f(—z) = 2(3?23;;_ L —f(xz) = impar

— 3 —333
2. g(—z) = ( (_)x);rz _ x2+2

— ni par ni impar



238 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

3.3.8. Composicion de Funciones

Problema 520 Calcular fogy go f, siendo

fl)==—5—yge)=va-1
Solucién:
r—1)2 — T —
fog(x) = flg(x) = (Vo —1) = WTU S

z? — T4 — x4 —
gof<x>=g<f<x>>:g< ; 1)#( > 1)—1# S

Problema 521 Calcular fogy go f, siendo

r—1

fla) ="

y 9(z) = Va2 -1
Solucién:
fog(x) = flg(x)) = f(Va*—1) =

g0 fla) =g(f@) =g (“5+) = (gf;1>2_1:\/m

Problema 522 Calcular fogy go f, siendo

fay =21y o) = VIi- 22

2

Solucion:

fog(x) = flg(w)) = f(V1—2?) =

2x—1> _ (23:—1)2_\/3—1-43:—43;2

90f($)=g(f(w)):g( 5 5 5

Problema 523 Calcular fogy go f, siendo

f@)=vr—1yglz)=—

Solucion:

fog@) = fg( ( ) ¢_1_¢1_x2

go f(x) = g(f(@) =g (Va—1) =

r—1
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Problema 524 Dadas las funciones f y g calcular go f, fog, fofygog.

2z

fl@) = gla)=a -1

Solucion:

1. go f(x) = g(f(x)) = g (

2m> 2x 1 r+1
r—1 r—1

o 2(x—-1) 2(x-—1)
(z—1)—-1 z-2

T 22z '
. fo 1) =10 =1 (25) = = 25 :

Z 1)1 a+1

r—1 -

4. gog(z)=g(g(x)) =glz—1) =(x—-1)-1=2-2
Problema 525 Dadas las funciones f y g calcular go f, fog, fofygog.

fa)=""2 gle)=x+2

Solucion:

L go @) = g(f@) =g (1) = E P o 221

(x+2)—-1  x+1
20z +2) 2z +2)

2. fog(x)=f(g(x))=f(z+2)=

x—l)_g—;—l_ z+1

3. fof(w)Zf(f(x))=f< o7 9z-1 "~ 2(1— 1)
2x

4. gog() = glg(x) = gla+2) = (@ +2) +2 =2 +4

Problema 526 Dadas las funciones f y g calcular go f, fog, fofygog.

flz) = %7 g(x) =z +1
Solucion:
-1 -1 2
1. QOf(x)Zg(f(x))Zg(iJrl) - (i+1) 1= mfl

(x+1)—-1 =
(x+1)+1 x+2

2. foglx)=flg(x)) = flx+1) =

1 z—1 _ 1 1
3. fof(l‘):f(f(x)):f<i+1>:;—i_}—i-l:_x
z+1
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4. gog(r)=g(g(x) =gz +1) =(z+1)+1=2+2

Problema 527 Dadas las funciones f y g calcular go f, fog, fofygog.
B 20+ 1

f(zx) P g(r) =x+3
Solucion:
2 1 2 1 8r —1
Logo (@) = g(f(a) =g (5o ) = Tprt + 3=

2w+3)—1 2a+5
2(x+3)  22+6

2. foglx)=flg(x)) = flz+3) =

2m+1>_22§;1+1_ z—1

2r 2§+1 2 —1
X

3. fof@)=F(f) =f (

4. gog(r)=g(g(x)) =gz +3)=(x+3)+3=2+6
Problema 528 Dadas las funciones f y g calcular go f, fog, fofygog.
T+2

f) =222 g@)=a-2
Solucion:
L go f@) =g(f(@) =g (F7) =212 - 222

2. fog(x)=flg(x)) = flx—2) =

:c+2) 242 3p42
R

3. fof(e)=f(f(x))=f (

4. gog(x)=g(g(x)) =g —-2)=(r-2)-2=a-4

Problema 529 Dadas las funciones f y g calcular go f, fog, fofygog.

f(z) = xQ—ZB’ g(z) =z —4
Solucién:
Lo ) =g(f@) =g (50) = T2 g - 22 E

r—4+3  w-1
20 —4)  2(z—4)

2. fogle)=flg(x)) = flx—4) =

x+3) 543 7343

3. fof(a:):f(f(w)):f( 2% 22E3 T 27 46
2x

4. gog(x)=g(g(x)) =gz —4)=(x-4)—4=a-38
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3.3.9. Funcién Inversa

2¢ — 1
Problema 530 Calcular la funcién inversa de f(z) = x+ 5
x
Solucion:
2z -1
Y=o yr+2y =2x—1; yr—2x=-2y—1; (y—2)z=-2y+1) =
x
2y+1 _1 2 +1
= — e — —
r= Ty W=
3 2
Problema 531 Calcular la funcién inversa de f(z) = le
x
Solucion:
3z + 2
V= yr+y=3x+2; yr—3rx=-y+2;, (y—-3)r=-y+2=
= e =
T=3 f7e)=——
2 2
Problema 532 Calcular la funcién inversa de f(z) = 3$ i 5
x
Solucién:
2 2
y= i; 3yr+2y = 2x+2; 3yr—2z = —2y+2; (By—2)r = —2y+2 =
3r +2
—2y+2 1 2—2x
- —_— =
w—2 ) W=
S 2z — 3
Problema 533 Calcular la funcién inversa de f(z) = 1
x
Solucién:
2z -3
y=—o yety=2-3 yo-2v=—y-3; (y-r=-(+3) =
y+3 -1 x+3
= - = -
o= -2 — i) = -2
o 20 —1
Problema 534 Calcular la funcién inversa de f(z) = 13
x
Solucién:
2z -1
Y=g yr+3y =2x—1; yr—2x=-3y—1; (y—2)z=-3y+1) =
x
3y+1 . 3z +1
= — — — —
v y—2 ;@) T —2
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r+1

r—1

Problema 535 Calcular la funcién inversa de f(z) =
Solucién:

r+1

=7 yr—y=a+1;, yr—ax=y+1;, (y—lz=y+1=

r+1
r—1

_y+l “10,
=, o1 @)=

_3x—1
241

Problema 536 Calcular la funcién inversa de f(x)

Solucion:

_33:—1
C2r+1

Yy = 2yrt+y=3r—1=2yr—-3c=—(y+1) =

r+1
2z — 3

= — f— =
=)

3
Problema 537 Calcular la funcién inversa de f(z) = ; i 1
x —_—

Solucion:

T+ 3
3z —1

Yy = = yr—y=x+3=3yr—r=3+y—

_ 3+y
3y —1

_ z+3

2 3
Problema 538 Calcular la funcién inversa de f(x) = ’ +1
x p—

Solucion:

_2zx+3
-1

Yy —yr—y=2r+3=yr - 2r=3+y—

T+ 3
T — 2

:>m:y7:>f*1(a;):

2 1
Problema 539 Calcular la funcién inversa de f(z) = ° +2
x p—

Solucion:

_2x+1
ox—2

—yr—2y=2z+1=yr - 20 =142y =

2y +1
€r =
y—2

_2x+1

= @) ="
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3
Problema 540 Calcular la funcién inversa de f(z) = ; i
-z
Solucion:
x+3
Y= Sy = 2y—ay=cr+3= —yr—zr=3 -2y =
3 -2y 1 2z — 3
— = — =
r=o @ =
2z —1
Problema 541 Calcular la funcién inversa de f(z) = ;
-z
Solucion:
2z —1
Yy = 5 7 = 2y—ay=2r—1=—= —yr -2z =-1-2y =
1+2 2 1
Y+ 2 T+ 2
-1
Problema 542 Calcular la funcién inversa de f(z) = ° 3
x
Solucion:
rz—1
y=_Tg vetdy=o-b yror=-3y-1 (y-Dr=-Gy+1l) =
3y+1 . 3z +1
= — — = —
T foe) =

3.3.10. Monotonia

Problema 543 Comprobar si la funcién f(z) = 107" es creciente o decre-
ciente en x = 2
Solucion:

1,9<1,99<2<209<2,1

0,0126 > 0,0102 > 0,01 > 0,008 > 0, 0079

Luego la funcién es decreciente en x = 2.

Problema 544 Comprobar si la funcién f(z) = 3% es creciente o decre-
ciente en x = 2
Soluciodn:

1,9<1,99 <2 <209 <21

8,0636 < 8,9016 <9 < 9,935 < 10,045

Luego la funcion es creciente en z = 2.
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Problema 545 Comprobar si la funcién f(z) = z% es creciente o decre-
ciente en x = 2
Solucién:

1,9<1,99<2<2,09<2,1

3,385570343 < 3,932942726 < 4 < 4,667730120 < 4, 749638091

Luego la funcién es creciente en z = 2.

3.4. Limites de funciones

3.4.1. Limite de una funcién en un punto

Problema 546 Se pide:

1. Dada la funcion

1+ 22 si <0
flz)y=< 1 si 0<z<2
2r +2 si x> 2
Calcular:
@) lin f(x)
Solucion:
li, (o) = Jim 1 =1
= h'mof(x) =1
P o , 2\ Tr—
i () = Y (142%) =1
b) lim_ f(x)
Solucion:

lim f(z)= lim (22 4+2)=6

r—27F r—>2

= h’m2 f(z) No existe
lim f(z)= lim 1=1 o

r—27 r—>2

¢) lim f(x)

rz——1

Solucion:

Iim f(z)= lim (1+2%) =2

r——1 r——1
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Observar que lim f(z)= lim f(z) =2

r——11 r——1—

2. Utilizar la calculadora para calcular a que valores se acercan las si-
guientes funciones en los puntos indicados:
2
‘-9
a) f(z)= 3ena::3

Solucion:
f(2,9) =59 f(2,99) =599 f(2,999) = 5,999 —

lim f(z)=6

T—3~

f(31) =61 f(3,01)=601 f(3,001) = 6,001 =

lm f(z) =6

r—3+

Podemos concluir con que lim f(x) =6
r—3

.’Ez T —
b) f(a:)—ijgg

enxr = —3

Solucién:

f(=2,9)=-39 f(-2,99)=-3,99 f(—2,999) =—-3,999 —
Ay () =

f(=3,1)=—4,1 f(-3,01)=—-4,01 f(—3,001) = —4,001 =

1 =—4

im f(z)

Podemos concluir con que lim f(x) = —4
T——3

Problema 547 Calcular los siguientes limites

Solucion:
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-1 -1 1 21
lim vV = lim (Vz J(Vr+1) = lim z) =
z—1 z—1 z—1 (z—1)(vz+1) z—1 (z — 1)(y/x + 1)
T r—1 T 1 1
11m — m —— = —
z—1 (:E—l)(\/f—k 1) x—>1 \/E—i—l 2
2 _
9 i L -r—2
r—2 LU2 — 3z + 2
Solucion:
2_x—2 -2 1 1
lim e l{m w: lfm T+ —3

z—2x2 — 3+ 2 z—2 (x — 2)(z — 21 —1

3.4.2. Limite de una funcion en el infinito

Problema 548 Se pide:

1. Para las siguientes funciones, calcular lim f(z)y lim f(z)
T—>+00 r—>—00

2 =2
a) f(z)= T3
Solucion:
3 , x2 =2
oo 1) = A~ =0
2
-2
lim f(x)= lim ’ s— =0
r—>—00 r—>—00 I
x2 =2
b p—
) f@) =5
Solucion:
x2 =2
S = s =
22
x3 =2
0 fo) =5

Solucion:
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, , a3 —2
A Flo) = Mmoo =+
B 3 =2
d) f(z)=3"
Solucién:

lim f(x)= lim 3% =+4c0

T—>+00 T—>+00

lim f(zx)= lim 3*=0

Tr—r—00 T—r—00

2. Calcular los limites de las siguientes funciones polindmicas:

a) lim (2® +42—1)

Tr—>—+00

Solucion:

lim (22 +4z — 1) = 400

T—>+00
b) lim (2® + 4z — 1)
x — 0o

Solucion:

lim (2% 44z — 1) = +00

T—r—00

¢) lim (2®-1)

T—>+00

Solucion:

lim (2® —1) = +o0
T—>+00

d) lim (2®—1)

r—>—00

Solucion:

247
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Im (2% —1) = —o0
Tr—r—00

Solucion:

lm (—2° —7) = —o0
T—>+00

/) dim_(~a® - 1)

Solucion:

lim (—a° —7) = 400
r—r—00

3.4.3. Calculo de limites de funciones racionales

Problema 549 Se pide:

1. Calcular los siguientes limites y, en caso de que no existan, calcular
los laterales.

)
a) lim zH

z—2x —1

Solucion:

. T+5H
lim =

2 x —1

7

x2—2
111
r——2 -+ 3

b)
Solucion:

x? =2
im =2
r——2 x+ 3

) i rz—1
¢ min3x—3
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Solucion:

z—1 , x—1

1m =
z—3t x — 3

+00

1—=x ) , 1—=2x

1m = —0Q
z—3- T — 3 z—3t x — 3

2. Calcular los siguientes limites simplificando fracciones:

2

x4 —1
.
a) Mm ——

Solucion:

lfm “”2_1:{0]: g @+ D@-1)

x—1 x—1

; T+ 2
ol
Solucion:
o EE2 _ m Y 2
——21x2 —4 - 0 T a2 (x+2)($—2) -
3 1 1
= lim = —-
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73

lim

c -
) z—0 31‘4 — (133

Solucion:
3 a3 0
Jim i = [g) =
d) lim - v3
z—3/3 T° — 3
Solucion:
m % =[6)
Im ——=|=-| =
z—V/3 x? -3 0
i 1 1
fm = —
) 22 + 14z + 49
e N RTY
Solucion:
i 2 + 14z + 49 [
lim —— e =
r—>—7 x4 — 49 0
x+ 7 0
1, = — =
acir>n—7 x—7 —14 0

3. Calcular los siguientes limites

0

Py z3(3z — 1)

)1 x> —3x+4
¢ a:—1>r£oo x2—3
Solucion:
3 x> -3z +4 [—I—oo
im =
r—>+00 x2 —3 +00
4
-2z —2
b) lim r —axr—2
z—+oo  3xd 41
Solucion:
i zt —2x -2 [—i—oo
im =
z—foo  3Jxt+1 +00

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

3
T — lm L —
x—03x — 1

r—/3

} (z+7)?
= 1im —_—_—m
T——7 (1‘—7)(1’4‘7)
1-34 4
}: lim 7:”4;%2:1
z—r+oo ] — %
z
2 2
}: T
z—>+00 3—|—x—14 3
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)i 2 +5x—1
¢ z—lgl-oo 242
Solucion:
3 5 1
5 —1 r—2—-=
lim T o = [_’_OO} = Ilim < 3 2 — oo
z—rtoo 242 +o00 r—rtoo 1 — 5

3.5. Continuidad

3.5.1. Continuidad en un punto y en un intervalo

Problema 550 1. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en
los puntos que se indican.

2 si < =2
—+3 si 2<z< 0
fx) = 2+ ot < enr=-2,yenz=0
5 si T = 0
r+3 si T > 0
Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
A, fle) = lm 2=2
x
1/ — 1 - 3 — 2 e
xi)rEQ"' /(@) e (2 * )
f(=2)=2
lim f(z)= lim f(z)=f(-2)=2
T——2" z——2%
Luego la funcion es continua en el punto z = —2.

Ahora estudiamos en z = 0

z—0~ z—0

’ — ¢ — —
Jim f(z) = lim (= +3)
f(0)=5
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Luego la funcién no es continua en el punto x = 0.

b)
—2 si < =2
flz)=< o si 2<2< 0 enz=-2 yenx=0
2 si z> 0
Solucién:
Primero estudiamos en z = —2
hm fzx) = zlin_z(_m =-2
xgm2 f(z ):xl_llgl_zl‘:—Q =
f(—=2) no definida
lim (@)= lim f(z) # f(~2)
T—r—2 z——21
Luego la funcién no es continua en el punto x = —2.

Ahora estudiamos en x = 0

hr% f(z) = :h'm =0 =
f(0)=0
i ()= ln () = £(0) =0

Luego la funcién es continua en el punto x = 0.

|x| si r< -1
fx)=¢ 22 si —~1<zx< 2 enz=-1,yenz=2
2 =i T > 2
Solucion:
Primero estudiamos en x = —1

lim  f(z)= lim |z[=1
rz——17 z——1

lim  f(z)= lim 2°=1 =
r——11 z——1

-1 =1
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lim f(z)= lm f(z)=f(-1)=1

r——1— z——11

Luego la funcién es continua en el punto z = —1.

Ahora estudiamos en x = 2

lim f(z)= lim 2=2

r—2+ r—2

lim f(z) = lim 2% =4
T—2~ T—>2

-

lim f() # lin (@)

Luego la funcién no es continua en el punto z = 2.

d)
20 +8 si < =2
x2 si 2<z< 1
flz) = 3 si z= 1
T si l<z < 2
0 si T > 2
Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
, o ’ 2
A, Jl)= M em =
x&)r{lﬁ f(z) = xlign_z(Qx +8)=4 =
f(-2) =4
lim f(z)= lim f(z)=f(-2)=4
T—r—2" z——21
Luego la funcién es continua en el punto z = —2.

Ahora estudiamos en z =1

lim f(z)= xlinla: =1

wrrri f(z) = mh’i)nlav2 =1 =
f1)=3
im f() =l f() £ (1)

Luego la funcién no es continua en el punto x = 1.

Ahora estudiamos en x = 2

lim f(z)= lim 0=0
r—2+ T—>2

, , >

lim f(z)= lim =z =2
T—2" r—>2
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lim f(z)# lim f(x)

T—2~ r—2+

Luego la funcién no es continua en el punto x = 1.

2. Estudia si la funcién

f(x):{ 4 si 8<2<2

r+2 si 2<x<5h

es continua en el intervalo (-8, 5].
Solucién:

La funcién es continua en los intervalos (—8,2) y en el (2,5]. Sélo
nos falta por comprobar la continuidad en el punto x = 2.

lim f(xz)= lim 4=4

r—2~ r—>2

lim f(z) = gclinQ(x +2)=4 = lim f(x)= lim f(z)= f(2)

r—2F T—2 T—2F

f2)=4

Luego la funcién es continua en el punto x = 2 y, por tanto, la funcién
es continua en el intervalo (-8, 5].

3. Calcular el valor de k para que la funcion

2 -2 si <3
f(x)_{k:xQ si >3 enzr=3

Solucion:

. K -/ 2 _ o _
mggif(a:)—rlgl?)x 2=7

lim f(z) = lim ke —2=3k—2 o 2=T=k=3
r—3

r—3+

Cuando k = 3 la funcién f(z) es continua en x = 3.

4. Calcular cuanto deben valer a y b para que la funcién siguiente sea
continua en todo su dominio.

22 +a si T <2
ar+b si 2<zx<3
4 si x >3
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Solucién: Para que la funcién f(z) sea continua en z = 2

lim f(z) =

lim
r—27 T—2

(22 +a)=4+a
= 4+a =2a+b= a+b=14
lim f(z) = lim (az +b) =2a+b

T—2F T—>2

Para que la funcién f(z) sea continua en = = 3

lim f(x)

= lim
r— 3~ r—2

(ax +b) =3a+b

= 3a+b=4
lim f(x)= lim 4=14

r—37F r—>2

3a+b=4 _)a= 0
a+b=14 b=4
La funcién es continua en todo su dominiosia =0y b =4

3.5.2. Tipos de discontinuidad
Problema 551 Se pide:

1. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones e indica
de que tipo son:

a)

Fz) = 2r+3 si x<1
) 2242 sioz>1

Solucion:

lim f(x) = 11211(295 +3)=5

lm f(z) = lim (22 4+2) =3

r—1+t r—1

La discontinuidad en el punto x = 1 es inevitable, en dicho punto
hay un salto. El valor del salto de la funcién en dicho punto sera:

lim f(z)— lirriif(l‘) =13-5|=|-2|=2

z— 1+
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Solucion:

Enz = -2
lim f(z)= lim 2=2

T—>—2" T—>r—2

1f = I 2-1)=3

x—l>n—12+ f(CC) ;vir>n—2(aj )

Los limites laterales son distintos y por tanto la funcién pega un
salto en ese punto, la discontinuidad es inevitable. El valor del
salto es

lim f(z)— h’H_127 f@)|=13-2l=1

r——21

Enx=1
lim f(z) = lim (2> = 1) =0

r—1— z—1

lim f(z)= lim 0=0

r—1F z—>1

f(1) no definida

Los limites laterales son iguales, basta definir f(1) = 0 para que la
funcién sea continua en x = 1, luego la discontinuidad es evitable.

1
— si r<—1
2L 9 G —1<az<l
=2 si —1<zx
flz) = 1
—— si 1<z<?2
x
2 si x> 2
Solucién:
Enx=-1
. .1
lim f(z)= lim —=-1
T——1" r——-1x
11 - Y 2_9y— 1
lim  f(z)= lim (2" -2)
f(—1) no definida
Los limites laterales son iguales, basta definir f(—1) = —1 para
que la funcién sea continua en x = —1, luego la discontinuidad es

evitable.
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Enx=1
lim  f(z) = lim (2% —2) = -1
r—1— r—>1
lim f(z) = lim (2 ) = -1
xﬂ%— . _:cinl x)
) =-1

Los limites laterales son iguales y el valor coincide con el valor
de la funcién en x = 1, luego la funcién es continua en este punto.

Enz=2
1 1

lim f(x) = lim (—) 3

T—s32— T—>2 X

1i = lim 2=2
A0 T = i,

Los limites laterales son distintos y por tanto la funciéon pega un
salto en ese punto, la discontinuidad es inevitable. El valor del

k(-

2. Calcular el verdadero valor de las siguientes funciones en los puntos

salto es

lim f(z)— lim f(x)

r—27F T—2~

que se indican.

a)

Solucién 5

dim f(z) = lim (a0~ 2) =6

mliIng f(l‘) - xhi>n2 v =
El verdadero valor es f(2) = 6.

b)
2%+ 7z +10
f(li)—T enx=—2
Solucién:
, . 22+ T7x+10 0
i fle) = dim — s = M
247z +10 5 2
g 10 (@+5)(x+2) _ lim (z+5)=3

z——2 T+ 2 T——2 T+ 2 T—>—2

Luego el verdadero valor es f(—2) = 3.
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Continuidad y Operaciones:

Problema 552 Se pide:

1. Dadas las funciones f(z) = 22 + 3z y g(z) = 2% — 9, estudia la conti-
nuidad de las funciones siguientes:

a)

f+yg
Solucién:

(f +9)(x) = f(a) + g(a) = a® + 3z + 2% —9 =227 + 32— 9
Funcién continua en todo R por ser un polinomio.
f - ¢g: Solucién:
(f-9)(@) = f(x) g(z) = (2> +3z) (x> = 9) = " +32° — 92° — 27z
Funcién continua en todo R por ser un polinomio.

~: Solucién:
g

<f)( ) f(x)  2?+3x

—_ xTr) = =

g glz)  x*-9

La funcién sera discontinua en aquellos puntos en los que se anu-
le el denominador, es decir, cuando g(z) =22 -9 =0 = 2 =

3, = = —3. Luego la funcién = es continua en R — {—3,3}
g

Enz=3:
2% + 3z ) x(z+3) , x 3

lfm = lfm ——2 0y _3
e—3 22—-9 23 (x+3)(z—-3) z—3zx-3 0

Indeterminacién de signo que evaluamos mediante los limites la-
terales:

T

lim = —00

t—3- T — 3
Luego en el punto x = 3 no existe el limite de la funcién, en este
punto hay un salto entre —oo y +o00. La discontinuidad en x = 3

es inevitable.

En z = -3:

. 2?2+ 3z , z(z +3) , x 1
Im ———= llm ———F— = lim
—-3 2 -9 z—-3(r+3)(r—3) z2—-3x-3 2
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1
Bastarfa definir f(—3) = =, para que la funcién sea continua.
Luego la discontinuidad es evitable en x = —3.
g .z
d) ——: Solucién:
f-g

g o glx) 2?9
(f—g) (=) = fx)—g(x)  3x+9

La funcién sera discontinua en aquellos puntos en los que se anule

el denominador, es decir, cuando 3z + 9 = 0 = x = —3. Luego
la funcién 7 I es continua en R — {-3}
-9
Pero en x = —3:
2 _ _ 4
m & 9 _ m (xz 3)($+3): m & 3:_2
+—-33r+9 +—-3 3(x+3) z——-3 3
Bastaria definir f(—3) = —2, para que la funcién sea continua.
Luego la discontinuidad es evitable en x = —3.
2
9 14
2. Estudia la continuidad de la funcién f(z) = % y, sl es po-
x

sible, complétala para que sea continua en todo R.
Solucién:

La funcién serd discontinua en aquellos puntos en los que se anule
el denominador, es decir, cuando * + 2 = 0 = = = —2. Luego la
funcién f(z) es continua en R — {—2}

2492+ 14 7 2
T e el U PR e 01 it ) R PR A
z——2 T2 z——2 x4+ 2 r——2

Bastarfa definir f(—2) = 5, para que la funcién sea continua. Luego la

discontinuidad es evitable en x = —3. Escribimos
2
9 14
% 24 -2
5 si z=-2

Diremos que F(x) es la extensién por continuidad de f(z).
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3.5.4. Problemas de Continuidad

Problema 553 1. Encuentra los valores de k para los que la funcién

es continua en todo R

f(a?):{ 32—k si xz<l1

krx st xz>1

Solucion:
Vamos a calcular los limites laterales:

lim f(z) = lim (32 — k) =3 —k

r—1— r—>1

lim f(z)= lim kx =k
z—1t x—1

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funciéon que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor
dicho, en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademas el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

3—k=k — 2k=3 — k:g

2. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

2 si r< =2
f)=3 S48 s 2<c< 0 emw=-2 yenz=0
x+3 si z> 0

En caso de exista alguna discontinuidad, decidir de que tipo es, y es-
cribir, si procede, la extensién por continuidad de f(x).

Solucion:

Primero estudiamos en x = —2

im, J@) =t (F+3) =2 =
f(-2) =2
lim, f()= lim f(x)= f(-2) =2

Luego la funcién es continua en el punto x = —2.
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Ahora estudiamos en x = 0

P 1 €z N
b - ()3
lim f(x) = mo(as +3)=3

Ii
z—0F z—>
i () = lm f(@) # (0

La funcién no estéd definida en x = 0
Luego la funcién no es continua en el punto z = 0.

Como los limites laterales coinciden, la discontinuidad es evitable. Bas-
tarfa imponer f(0) = 3 para que la funcién sea continua en ese punto
y, por tanto, podemos encontrar otra funciéon que serd la extensién
continua de f(z) imponiendo la nueva condicién:

2 si r< =2
T
— 1 —2<
Flz) = 2+3 si <z < 0
3 si = 0
T+ 3 si T > 0

Problema 554 1. Encuentra los valores de k para los que la funcién

32—k si xz<l .
flx) = { kr si ow>1 continua en todo R
Solucion:

Vamos a calcular los limites laterales:

lim f(z) = lim (322 —k) =3 — k&

r—1" r—>1

lim f(z)= lim kx =k
z— 1t z—>1

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funcién que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor
dicho, en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademas el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

3—k=k = 2k=3 = k:g
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2. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

2 si < =2
x

T) = -+ si —2<zx< enr=-—2, yenzr=
2 3 si 2< 0 2 0
r+3 si x> 0

En caso de exista alguna discontinuidad, decidir de que tipo es, y es-
cribir, si procede, la extensién por continuidad de f(x).

Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
xg@gf f(l‘) - :cliI}l—Q =
x
’ _ ’ e v —_—
tim )= tim (5 +3) =2
f(=2) =
lim f(x)= lim f(z)=f(-2)=2
T—>—2" z——2%
Luego la funcién es continua en el punto x = —2.

Ahora estudiamos en x = 0

() = lim (5 +3) =

r—0— z—0 >
i 1(0) = Jim (o4 =3
i f(z)= lm_f(z) £ F(0)
z—0 z—0+

La funcién no esté definida en x =0
Luego la funcién no es continua en el punto x = 0.

Como los limites laterales coinciden, la discontinuidad es evitable. Bas-
tarfa imponer f(0) = 3 para que la funcién sea continua en ese punto
y, por tanto, podemos encontrar otra funcién que serd la extension
continua de f(z) imponiendo la nueva condicién:

2 si < =2
T
— i —2<

Flz) = 2+3 si <z < 0
3 si T = 0
T+ 3 si T > 0
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Problema 555 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

r—1 =i r< 1
flz)=¢ 22—-1 si 1<2< 3 enz=1 yenz=3
8 si x> 3

En caso de exista alguna discontinuidad, decidir de que tipo es, y escribir,
si procede, la extensién por continuidad de f(z).

Solucion:

Primero estudiamos en x = 3

mlﬂwzggw%Jpﬂ

g = lmses =
f3)=38
lim f() = lim f(x) = (3

Luego la funcién es continua en el punto x = 3.

Ahora estudiamos en x = 1

lim f(x) = xlf_n>11(:n -1)=0
lim f(z) = lim (2> —1) =0

r—>17t r—1

=

La funcién no estd definida en x = 1
Luego la funcién no es continua en el punto x = 1.

Como los limites laterales coinciden, la discontinuidad es evitable. Bastaria
imponer f(1) = 0 para que la funcién sea continua en ese punto y, por tan-
to, podemos encontrar otra funcién que serd la extensién continua de f(x)
imponiendo la nueva condicién:

r—1 si r< 1
0 si z= 1
F@)=90 2.1 & 1<2x< 3
8 si > 3

Problema 556 1. Encuentra los valores de k para los que la funcién

f(z) = es continua en todo R

3kx2 —2k si x<?2
kx—1 si x>2
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Solucion:
Vamos a calcular los limites laterales:

, Y 2 _
Zlirgi f(z) = mlglz(3k:c 2k) = 10k
wlirg+ flx) = 11212(1656 1) =2k-1

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funcién que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 2, mejor
dicho, en el 2 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademads el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

10k=2k—-1 = 8k=-1 = k:—é
. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:
4 si r< 1
flx) = }21? QT < & enr=1 yenx =3
3 si x> 3

En caso de exista alguna discontinuidad, decidir de que tipo es, y es-
cribir, si procede, la extensién por continuidad de f(x).

Solucion:

Primero voy a estudiar en z = 3

T—3~ r—3 \ T

1 1
lim f(z)= lim —1—3):0
1

y , T 10
wﬂj(””)_zlinz 3 >_3 -

i f(x)= lim f(x) = f(3) =

r—3~ rz—3+ 3

Luego la funcién es continua en el punto z = 3.

Ahora estudiamos en x = 1

lim f(z)= 112114 =4

T— 1"
1 =
lim f(x)= lim ( —|—3> =4
r—>s1+t z—1 \x
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lin f(x) = lim_f(@) # (1)

r—0~

La funcién no estd definida en x = 1
Luego la funcién no es continua en el punto z = 1.

Como los limites laterales coinciden, la discontinuidad es evitable. Bas-
tarfa imponer f(1) = 4 para que la funcién sea continua en ese punto
y, por tanto, podemos encontrar otra funcién que serd la extensién
continua de f(z) imponiendo la nueva condicién:

4 si r< 1
4 si r= 1
1
F(z) = —+3 s1 1l<z< 3
2
1
x;— si x> 3

Problema 557 Encuentra los valores de k para los que la funcién

es continua en todo R

kx? —3kz+1 si x<l1
o

k2 -1 si xz>1

Solucion:
Vamos a calcular los limites laterales:

lim f(z) = lim (k2 — 3kx +1) = -2k + 1
r—>1

r—1—

lim f(z) = lim (k2®> —1) =k —1
z—>17+ z—>1
Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funcién que te-
nemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor dicho, en
el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea continua en ese
punto es necesario que exista limite en ese punto, y que ademas el valor de
la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos por tanto con que basta
igualar estos limites laterales para obtener los valores que buscamos:

2
2k+1=k-1 = 3k=2 — k;:g

Problema 558 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

1 si r< -1
1 :
f(z) = b st —-l<z< 5 enz=-1, yenz=5
2
1
S x> 5

B 2
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En caso de exista alguna discontinuidad, decidir de que tipo es, y escribir,
si procede, la extensién por continuidad de f(z).

Solucioén:
Primero voy a estudiar en z = —1
lim f(z)= lim 1=
z—r—1- z—>—1
1
lim f(x) = lim <> =1 =
r——11 z—1\x
f(=1) =1
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
z——1" r——11
Luego la funcién es continua en el punto x = —1.

Ahora estudiamos en x = 5

1 1
If = lim - =~
A 0= i = .
) 3 x*+1\
i fl@) = lim | —3 ) =13
I If
Jim f(z) # lim f(z)

La funcién es discontinua en x = 5, y es no evitable; En este punto la funcién
pega un salto.

No tiene extensién por continuidad.
Problema 559 Se pide:

1. Encuentra los valores de k para los que la funcién

kx2+3 si xz<3

f(x):{ (k+1x st x>3

es continua en todo R

Solucion:
Vamos a calcular los limites laterales:

, _ 2 _
lim f(x) = :Chi{lg(kx +3)=9k+3

T—3"
xgr:lﬁ f(z) = xlin:%(k +1Dx=3k+1)

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funciéon que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 3, mejor
dicho, en el 3 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
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continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademas el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

9% +3=3k+1) = 6k=0 = k=0

2. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

-1 si r< 0
r—2

f(x) = 5 si 0<z< 6 enx=0,yenx=26
x—4 si x> 6

En caso de exista alguna discontinuidad, decidir de que tipo es, y es-
cribir, si procede, la extensién por continuidad de f(x).

Solucion:

Primero estudiamos en z = 0

lim f(z)= lim (—1)=-1

z—0~ z—0 9

b
’ — /. N A —
i (@) = tim (£52) = -1
f(0)=-1

lim f(z)= lim f(z)=f(0)=—-1

z—0~ z—0F

Luego la funcién es continua en el punto z = 0.

Ahora estudiamos en x = 6

lim f(z)= lim (x—2>:2 .

r—>6— z—6 2

lim f(z)= lim (x —4) =2

r—6T r—6
i f@) = i f@) # 1O

La funcién no estd definida en x = 6
Luego la funcién no es continua en el punto z = 6.

Como los limites laterales coinciden, la discontinuidad es evitable. Bas-
tarfa imponer f(6) = 2 para que la funcién sea continua en ese punto
y, por tanto, podemos encontrar otra funcién que serd la extension
continua de f(z) imponiendo la nueva condicién:
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-1 si r< 0
xr—2 .

F(z) = 5 si 0<x< 6
2 si r= 6
Tz —4 si z> 6

Problema 560 Encuentra los valores de k para los que la funcion

2kx —1 si x <3 .
f(g;)_{ L%k si z>3 es continua en todo R

Solucion:
Vamos a calcular los limites laterales:

lim f(z) = xlgng(?k:r —1)=6k—1

T—3~
IE)%JF flz) = xling(a: +2k) =3+ 2k

Reflexionando un poco llegaremos a la soluciéon pedida. La funcién que te-
nemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 2, mejor dicho, en
el 2 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea continua en ese
punto es necesario que exista limite en ese punto, y que ademas el valor de
la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos por tanto con que basta
igualar estos limites laterales para obtener los valores que buscamos:
6k—1=34+2k = 4dk=4 = k=1

Problema 561 Dada la funcién

3r—1 si z<l1
flx) = 20 si 1<ax<3
r+1 si 3<

1. Dibujar la grafica de la funcién.

2. Estudiar la continuidad en los puntos x =1y = = 3.
Solucién:

1. Se dan valores y a continuacién se dibuja.

2. En z = 1 hay una discontinuidad evitable, mientras que en z = 3 la
discontinuidad es inevitable, hay un salto.

Problema 562 Dada la funcién

4r —3 si r<l1
flx) = x si 1<x<3
r—1 si 3<
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1. Dibujar la gréafica de la funcién.

2. Estudiar la continuidad en los puntos x =1y = = 3.
Solucién:

1. Se dan valores y a continuacion se dibuja.

2. En x = 1 es continua, mientras que en x = 3 la discontinuidad es
inevitable, hay un salto.

Problema 563 Dada la funcién

2¢ —1 si r<l1
fl)y=¢ 22—2+1 si 1<z<3
T+5 si 3<x

1. Dibujar la gréafica de la funcién.

2. Estudiar la continuidad en los puntos z =1y = = 3.
Solucién:

1. Se dan valores y a continuacion se dibuja.

2. En x = 1 es continua, mientras que en x = 3 la discontinuidad es
inevitable, hay un salto.

Problema 564 Estudiar la continuidad de la funcion

5z si T < —1
Fz) = 3z+1 si —-1<x<0
)] z4+1 si O0<ax<l1
2z si r>1
enr=—-1l,z=0yz=1
Solucion:
s Enax=-1
lim (5z) = -5
z——1"
— discontinua inevitable
lim (Bx+4+1)=-2
r——11
s Enxz =0

Iim 3z+1)=1

r—0~

lfm (z+1)=1 — discontinua evitable
z—0T

f(0) no definida
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s Enax=1

lfm (z+1) =2

r—1—
— continua

lim (2z) =2
z—1t

f(1)y=2
Problema 565 Dada la funcién

fz) = 2022 +3ax—2 si xz<1
o a’r — 2 sio x>1

calcular a para que esta funcién sea continua en x = 1.
Solucién:

Para que la funcién sea continua en z = 1

lim (2a2?® 4 3az — 2) = 5a — 2
r—1"

:>5a—2:a2—2:>a20, a=>5

lm (a®z —2) =a® —2
z—1t

Problema 566 Estudiar la continuidad de la funcién

—3x si r<—1
() = z+4 si -1<z<0
=Y 2244 si 0<z<1
3r+8 si r>1
enz=—-1,z=0yz=1
Solucion:
s Enox=-1
lim (—3x)=3
r——1—
lim ($+4) _3 — continua
r——11
f(-1) =3

s Enxz=0
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lim (z+4)=4

z—0~

lim (22 +4) =4 = discontinua evitable
z—0%1

f(0) no definida

s Enz=1

lim (2% +4) =5
r—1—
— discontinua inevitable
lim (3z +8) =11

r—1t

Problema 567 Dada la funcién

2 2 :
ar*+a*z+3 si z<1
f(w):{

2a%x + 1 si x>1

calcular a para que esta funcién sea continua en x = 1.
Solucién:

Para que la funcién sea continua en z = 1

lm (az® +a’z+3)=a+a*+3
z—1~
— a+ad’+3=a’+1 = a = 2, a=

lim (2a%z+1) =a®+1

r—11

Problema 568 Estudiar la continuidad de la funcion

2x si T < —1
fz) = 3r+1 si —-1<x<0
) 2241 si 0<zx<1
o + 6 si z>1
enrx=—-1l,z=0yz=1.
Solucion:
= Enx=-1
lim (22) =-2
r—r—1"

— continua
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= Enx=0
lim 3z+1)=1
z—0~
lim (22 41) =1 — discontinua evitable
z—0t N
f(0) = no definida
s Enx =1

lim (2% +1) =2
r—1—
— discontinua inevitable

lim (5z 4 6) =11

r—1t

Problema 569 Dada la funcién

a?x? —2ax+1 si z<1
|

2a%x — 2 si x>1
calcular a y b para que esta funcion sea continua en z = 1.

Solucion:

Para que la funcién sea continua en z = 1

lim (a®z? — 20z +11) = a® — 2a + 1

r— 1~

— 0’2041 =2d>-2 = a = 1, a=

lim (20%z — 2) = 2a® — 2

r—s1+
Problema 570 Estudiar la continuidad de la funcion

dr +1 si <0

x si O<a<l1

F#) =9 3,9 § 1<z<2
2z si x> 2

enz=0,z=1yzx=2.
Solucion:

Enx=0:
{ lim f(z)=

lim (dx+1) =1
rx—0~ z—0

— Discontinua inevitable
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Enz=1:
lim f(z)= lim =1
z—>1— rz—>1
lim f(z) = lim (3z— =1 = Discontinua evitable
z— 1t r—1
f(1) no definida
Enz=2:
xl;n%_ f(z) = xILHQ(Bx —-2)=4
lim f(zx)= lim 2z =4 = Continua
z—2F r—2

f(2)=4
Problema 571 Estudiar la continuidad de la funcion

4r +1 si <0

x si O<a<xl1

F@) =9 3,92 & 1<wz<2
2x si x> 2

enzx=0,z=1yz=2.

Solucién:
En z =0:
lim f(z)= lim (do+1)=1
o 0" 0 = Discontinua inevitable
lim f(z)= lim =0
r—0+ T—>
Enz=1
lim f(z)= lim z=1
—1-
lim f(z) = lim (3z— =1 = Discontinua evitable
r—1+ rz—1
f(1) no definida
Enz=2:
xlirgi flz) = :EIE}Z(Sx —-2)=4
lim f(z)= lim 2z =4 —> Continua
r—392t r—2
f(2) =4

3.6. Asintotas de una funcion

Problema 572 Calcular las asintotas de la funcién:

22 — 1
fla) = :f+1
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y dibuja aproximadamente la grafica de la funcién.

Solucion:

1. Asintotas verticales:

222 — 1
lim f(z)= lim & =+to0
z——1 z——1 x+1
Luego x = —1 es una asintota vertical.
2. Asintotas horizontales:
272 — 1
lim f(z)= lim — - =
T—>00 x—o0 1+ 1

Luego no hay asintotas horizontales.

3. Asintotas oblicuas:
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

221 2
222 — 1
o= tm T®) _ gy 3T _ % —9

T—00 ¢ r—>00 x ;L'z +x

—2x—1
x _ 9

T—300 T—00 x4+ 1 z—0o0 g+ 1

222 — 1
b= lim (f(z)—az)= lim ( Tl 2x> ~ lim
La asintota oblicua es y = 2z — 2

Problema 573 Calcular las asintotas de la funcién:

22 — 1
flw) = .;U+1

y dibuja aproximadamente la grafica de la funcién.

Solucion:

1. Asintotas verticales:

207 — 1
lim f(z) = lim ’

=400
r—r—1 r——-1 x+1

Luego x = —1 es una asintota vertical.
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2. Asintotas horizontales:

222 — 1
lim f(z)= lim 2 " =g

T—00 z—o0 4+ 1

Luego no hay asintotas horizontales.

3. Asintotas oblicuas:
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

2221 2
, T , 2% — 1
a= lim @ = lfim 2L — 5 =2
T—00 T—00 e +x

T—>00 T—>00 z+1 z—o0 g+ 1

222 — 1 —2z —1
b= lim (f(z)—az)= lim ( T 23;) = lim ——~
La asintota oblicua es y = 2z — 2

Problema 574 Calcular las asintotas de la funcién:

273 — 22+ 1
f(z) = T 21
Solucion:
1. Asintotas verticales:
, . 23 —2x+1
dm, f@) = M, =y = E
Luego x = 1 es una asintota vertical.
3 ) 23 — 2z + 1
S
Luego x = —1 es una asintota vertical.
2. Asintotas horizontales:
< 3 23 — 22 + 1
A @ = i =T =

Luego no hay asintotas horizontales.

3. Asintotas oblicuas:
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

223 —22+1

. f(x) , x$2_€+ o2t — 241

a= lim —= lim ———= lim ————— =
z—00 T—>00 T T—>00 3 —x

2

275

=2
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20° — 2z + 1
b= lim (f(z)—a-z)= lim <H’_—2x>—

T—>00 T—00 r2 1

3 1
:mh—r>noox2—|-1_0

La asintota oblicua es y = 2z

Problema 575 Calcular las asintotas de la funcion:

32 —x 41
2 -1

fz) =

y dibuja aproximadamente la grafica de la funcién.

Solucion:

1. Asintotas verticales: Vemos los puntos en los que se anula el deno-

minador, 22 —1=0=2=1, z = —1

; , 3x2 —r+1

i flo) = lin =y = e
Luego x = —1 es una asintota vertical.
322 -z +1

i = lim ——— =+

xgll f(.ilf) xinl x2—1 o
Luego x = 1 es una asintota vertical.

2. Asintotas horizontales:
) ) 3z —zx+1
A @) =t =y =3

Luego la recta y = 3 es una asintota horizontal.

3. Asintotas oblicuas:

Como hay asintotas horizontales no hay oblicuas.

Problema 576 Calcular las asintotas de la funcion:

_3:U3—|-x—1

f(@) 2 -2z +1

y dibuja aproximadamente la grafica de la funcién.

Solucion:
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1. Asintotas verticales: Vemos los puntos en los que se anula el deno-
minador, ¥? — 2x + 1 =0 = 2 = 1 (doble)

g f(@) = i e

Luego = = 1 es una asintota vertical.

2. Asintotas horizontales:

3
1
lim f(z) = lim o+l

T—>500 m—)oox2—2g;-|-1 -
Luego no hay asintotas horizontales.

3. Asintotas oblicuas:

Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

3x3+z—1
o= tim L@ _ gy Fmmn 30 tao1
T =500 €T T 20 T _$3—2$2+x_
3 , 323+ -1
b= i (760) - = i (BT -
|
=l T2l

z—00 g2 —2x + 1

La asintota oblicua es y = 3z + 6

Problema 577 Calcular las asintotas de la funcion:

32 — 222 + 1
2 —1

flz) =
y dibuja aproximadamente la grafica de la funcién.

Solucion:

1. Asintotas verticales:

, 32 —222 41
xlgll )= xlgll 2 —1 =
Luego x = 1 es una asintota vertical.
328 — 222 + 1
lim f(z) = lim So 2T i
z—r—1 z——1 xc—1

Luego x = —1 es una asintota vertical.
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2. Asintotas horizontales:

lim f(x) = lim

T—00 T—00 r2 -1
Luego no hay asintotas horizontales.

3. Asintotas oblicuas:
Si la recta y = ax 4 b es una asintota tenemos que

3_ 2
. f(=z) , % 33 — 222 4+ 1
a= lim ——~= = lim = P =3
r—o0 T—>00 x T’ +x
, , 3a% — 222 + 1
b:x@w(f(x)‘“'x):x@OO(wz_l—?’m =
, 222 4+ 3z +1
lim — s =2
T—>00 4 — 1

La asintota oblicua es y = 3z — 2

3.7. Problemas de Limites

Problema 578 Calcular los siguientes limites:

1. lim (32% -2z +1)
Tr—>r00

2. lim (—22° + 2 —1)
—>00

T

, 22 —2x+1
3. lim — A
r—o0 x° + 1 —1

2422 -1
m ——
z—oo g2 4 3z

. 32242 —1
5. lim — o
T—>00 xs+1

Solucion:

1. lim (322 -2z +1) = +oo
Tr—>r00

2. lim (—22° + 2 —1) = —o00
xr—r00
2
—2r+1
3. lim %:0
z—o0 x° 41 —1
4
20 — 1
4. lim Hixz-i-oo

r—>00 2 + 3z



3.7. PROBLEMAS DE LIMITES 279

2 _
5  l{im M:

T—>00 2 +1 3

Problema 579 Calcular los siguientes limites:

Problema 580 Calcular los siguientes limites:

1. lim (52% —z+1)

T—>00

2. lim (=323 +z+1)
Tr—>r00
302+ w1
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, —23 4+ 3z —1
4. lim ————
z—0o0 24 2z — 1

N |

2 wgnw x3 42

Solucion:

1. lim (522 —2z4+1) =00

Tr—>r00

2. lim (=323 +z+1)= -0

Tr—>00

. 322 42x—-1 3
3. Ilm ——— = —
z—o0 5?41 5

—23 4+ 3x—1
e T 5

4. lim
z—o0 2 4 21 — 1

2
tao—1
A

11m
z—oo 3 +2

Problema 581 Calcular los siguientes limites:

223 — 1 2
3 1, 1'2 + 1 .1‘2+1 O
im =
a—00 \ 322 + 2 — 1
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-1 4r—1
4. lim (w ) — 8

Problema 582 Calcular los siguientes limites:

1. lim (32% — 5z +3)

T—>00

2. lim (—2®+ 5z +2)
—>00

xT

622 + 3z — 2
3. lIm ————
z—0o0 52 4+ 3z — 1
4 223 + 2 +3
" o—se 322 — 27 — 4
. 228 422 -1
5. lim —
r—r00 g2 + 2x
Solucion:

1. lim (32 — 524 3) = 400
Tr—>00

2. lim (-2 +52+2)=—o0

T—>r00

s 1 622 +3x—-2 6

olim ————— = =

z—oo 52 +3x -1 5
. =223 42243

4, lm ————— = —
z—0o0 3z2 — 2z — 4

203 4+ 22 — 1
5. lim 7w5+ v =0
z—o0  x° + 2

Problema 583 Calcular los siguientes limites:

3
5 » $4 11 2z°+1
" a0 \ 5zt + 328 — 1

281
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, 2"+t —z+1 et
5. lim =0
z—o0 \ 3zT —a22+1

Problema 584 Calcular los siguientes limites:

1. lim (52% — 3z — 3)

Tr—>r00

2. lim (—z* 43z —2)

r—>00
32 — 3z +1
3. llm ———————
z—00 53 + 3 — 1
. =2zt —2x+3
4. lfm —————
z—o0 5x? — 2x —4
22 —x—1
5. lim 22— 01
Solucion:

1. lim (52% =3z —3) = oo
Tr—>00

2. lim (—2* 43z —2) = -0

T—>r00

322 —3x+1 3
3. hm —_—— = —
z—oo b3 +3x—1 5
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o =2zt —2x+3
4 hm—:—
z—0o0 Hr? — 2x — 4
2 _ .

5. 1m 22 —C=l_

Problema 585 Calcular los siguientes limites:

2

(22 -1\”
1. lim | ———
T —>00 2;[;2 +1

; 3xt 4+ 22 -1 2071
2. lim
T—>00 xrd +xz+1
L 226 4 2% 1 2z+1
z—Sbo 326 — 23 —1
2-1
, <x3 —x+ 1)
4. lim 3
T—00 x4+ 2
51 Bt +ad — 2241\ "
LW R
Solucion:

:+OO

St 4+ a3 — 2241 et
3xd — 2241

Problema 586 Calcular los siguientes limites:

a4+ 222 — 10z + 7
1. lim
a—1 23 — 222 +2x — 1

283



284 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

, 4—vx+14
2. llm ————

z—>2 x—2
Solucion:

x3+2x2—10$+7_73

1. lim
=1 23 — 222 + 22 — 1

. 44—/ +14 1
2. lim ——m— = ——
r—2 x—2 8

Problema 587 Calcular los siguientes limites:

1. lim (32% -2z +1)
Tr—>r00

2. lim (—2z' + 2 —2)
—oo

T

5 223 — 22 41
Do lim ——m——
a—o0 53 4 2 — 1
. =203 422243
4. lim
z—o0 Hr2 4 2r —4
2
, x*—2r—1
L ST
Solucién:

1. lim (32% -2z +1) = o0

T—>r00

2. lim (—22* +2-2)=—oc0

T—>00

o2t —2x4+1 2
3. hm ————— = —
z—oo b3 +2xr—1 5§
—223 4+ 222 4+ 3
1m =
z—o0 Hx? 42z —4

2_9r—1
roer=r_

5. lim
z—c0 QS —

Problema 588 Calcular los siguientes limites:

(33— \
1. lim
T—>00 33

2. lim (5 )
T—>00 x> —x+1
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a7 —ad —1 ak
5 wh—>moo (5587 + 223 — 1)
2_
, 2 —r+1 vt
4. lim —
T—>00 2 + 2

51 Sat+ 2% — 22 +1 et
. lim
3zt — 22 +1

Solucion:

1. lim
Tr—>00

33 — _9
3:63 -

341
2
2. lim z° + o >

(
(G

G

(==

T—>00

3 3x’ — -1 1_0

LN 527 + 223 — 1 N

4. lim ) =e
22—z

=y 3 42—z +1) N
. 11m = o0
oo \ 225 + 2?2 +1

Problema 589 Calcular los siguientes limites:

23+ 222 —9x — 18

1. If
53 23 _ 922 _ 927 — 3
., b—+vx+20
2. lilm ——M—
z—5 x—5
Solucion:
3 +222—9x—18 30
1. lim = —
o—3 3 — 222 — 22 — 3 13
. b—+vx+20 1
2. lIm —m— = ——
r—5 r—>5 10

Problema 590 Calcular los siguientes limites:

) IL‘2 _9 5x2
1. lim 5
x—o0 \ 2+ 1
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P4+l 1
2. lim ———— =~
e—oo 32+ —1 3

3 i S @21 1

—1 223 —x2 —2x+1 2
. 2—=\r+2 1

4, llm —4m—— = ——
r—2 xr—2 4

Problema 591 Calcular los siguientes limites:

, 322 — 2+ 1
1. hm — &
T—>00 21‘2 +1

23 4+ 222 — 13z + 10

2. lim
z—1 23 —2243zx -3
Solucion:
. 322—-2x+1 3
1. lIm ————— = =
z—o0 222 41 2

22 4+222—13z+10 3
2. lim — =
z—1 3 —x2+3x—3 2

Problema 592 Calcular los siguientes limites

N

1. Iim
z—1 x —1
Solucion:

_ _ 2 _
LoVESL L (ESDWERD L (AR
z—1 x —1 z—1 (x—l)(ﬁ—i— 1) z—1 (x—l)(ﬁ+1)

z—1 1 1

I = lim ——— =
e (- D)z +1) ez +l 2




3.7. PROBLEMAS DE LIMITES 287

2

9 It ¢ —x — 2
. lfim ———7«——
x—>21‘2—3$+2
Solucion:
2 g — -2 1 1
Hmu:ﬁmw lim T+ -3

e—2122 —3x4+2 22 (z—2)(z—1) o2z —1
Problema 593 Calcular los siguientes limites

1. lfm (2% =32 +1)

T—>00

2. lim (—a® 42z —1)

Tr—>00

5. lim

Solucion:

1. lim (z*—324+1) =00

xr—>00

2. lim (—2*+22—-1)=—o00
Tr—>00

3. lim 3z 0

v—00 72 + 27 — 1

2t -3 -3

4. lim = 00

T—>00 3 +1

5l g2 — 20 -1 4
Coheo 322-2 3

Problema 594 Calcular los siguientes limites

2 — 2\ %
LHm(m )
T—>00 €T
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x2
, 202 + 1
4. hm ——
z—o0 \ 222 — 2

Solucion:

Problema 595 Calcular los siguientes limites

1. lim (62° — 322 —1)

Tr—>r00

2. lim (=323 + 224 1)
Tr—>r00

, 52
3. Im 53
. 94322 -2
4. lfm ——m8m8
z—o0 g4 422 —1
62° — 22% + 3
5 lim ———
z—0oco  5gd 43
Solucion:

1. lim (62° —32% —1) = o0
Tr—>00

2. lim (=323 +2241) = —o00

T—>r00

512
1m —— =
x—>00 3 + 3

3. 0
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T x® + 322 — 2
. lim ———M— =
z—o0 g4 422 —1

6x5—2x3+3_6

S TS s 5

Problema 596 Calcular los siguientes limites

922 +1 \*

2 xh—r>n0<> (3562 —x— 1)
ST 22 +1 /2

) xgnoo r2 -1

x/2
A4 lim <3$ + 3>
z—0o0 \3r — 1
Solucion:

3 3 x/2
4. lim <x+> —[1°°]:eA:e2/3
z—o0o \ 31 — 1
A= lim x(3$+3—1>:2
r—o0 2 \3zx — 1 3

Problema 597 Calcular los siguientes limites

1. lim (32% 4+ 22 —1)

T—>r00

2. lim (—22%+z—1)
T—>r00
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3 52
S

, 28 —3x 42
4. hm —_——
z—o0 o — 4 +1

323+ -1

L s e S |

Solucién:
1. lim (32° +2r —1) =00
r—r00

2. lim (=222 +2—1) = —o0

Tr—>00

3 i 522 B
Caheo g3 fa? 41

3 28 —3x 42
4. llm ———— =
x*)ooz5—x4—|-1

5k 323 +zx—1 3
olim ————— = -
z—oo 23 41 2

Problema 598 Calcular los siguientes limites

2
(334222 1\
].. hm —— e
223 + 3

2% — 30 —1\"
2. lim ( )
T—>00 30 +1
2%2 z2/2
5 A <2x2 + 5)
_ 3z
4. lim (2’” 3>
z—o0 \ 22 — 1
Solucion:
2
LK 323 + 222 — 1 5 B

915 — 35 —1\*
2. i - =0
it ( 35 +1 )
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21’2 x2/2 )
{ 0 __ 1001 _ A _ ,—5/4
3. xhjloo<2x2+5> =[1*]=¢"=¢
Ao om D20
r—0o0 2 \ 22245

4. xh_r>noo(2x_1> =[1®]=¢e"=¢
2 —
A= lim 33:(3: 5
T—>00 20 — 1

Problema 599 Calcular los siguientes limites

32 —2x +1

1.
3+ 2

Iim
xr—>00

202 + o —1

S
o

3zt — 222 4+ 2 + 1
11m
z——1 3 + 322 +5x+ 3

. V/3xr—2-2
lim Q9
x_

r—2

lim

T—>00

222 4+ 1
32

lim

) 241
lim 3
T—>00 €T

6.

Solucion:
3z -2z +1

1. =
3+ 2 >

Iim
xr—>00

208 +x -1 _,
224+3

5x2—1
) B O

lim
xr—>00
222 +1

T
o 322

291

1) --
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3xt — 222 + 22 + 1 B

lim
——1 g3 + 322 +5x+3
o V3B3z—-2-2 3
5. hm _— = =
r—>2 T —2 4

Problema 600 Calcular los siguientes limites

i 203 + 3z — 1
].. hm 315
T—>00 xc + 2

3z + 22— 1
m —F——F7-
T—>00 4x3 +2

5x2 42z — 1 (z2+1)/2
3. llm | ————
3241

/2
4 lim (2“7 + 1)
2 — 1

ozt —322422 -8
5. lim
e—2 13 — 322 + 1+ 2
. V2x—2-2
6. llm ———
r—>3 x—3

Solucion:

2 1 1

A= lim x(” 1):
z—o0 2 \2x — 1

, z* — 322 4+ 22 —8

lim =

e——1 23 — 322 + x4 2

. V2r—2-2 1
5 lim — =
r—>2 x—3 2

Problema 601 Calcular los siguientes limites
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. 2224321

1. llm ———m———
T—00 x3—|-x—|—1
523 4+ 2z + 1

m ————
z—00 323 4+ 222 + 1

322 49 (3z2+1)/2
<5$2 - 1)

z/2
4 lim <2:” +3>
2r — 5

5t 4322+ 222 —x+ 1

5 1
1 228 + 322 — 4z 1
. Vhr—4—-4
6. lim
r—4 r—4
Solucion:
212 -1
L lim x° + 3x _

. bt 42x+1 5
2. lm ——m——— = —
z—00 33 +2224+1 3

9 (3z2+41)/2
3. lim (3:” +2> —0

z—0oo \ 52 — 1

92 3 x/2
4. lim <$+ > =[1®] =¢e* = €2
Tr—>r00

20 — 5
2
A= lim 3:( z+3 1):

_ —9
z—00 2 \2x — 5

8
1

5t 4322+ 202 — x4+ 1 B

lim -1
z—s1 203 + 322 — 42— 1
. WVbhr—2—4 5
5 lim —m8— = —
z—4 x—4 8

Problema 602 Calcular los siguientes limites

1 2z
1. lim <5$+ >

T—00 5%
=224 —2
2. lim
=2 2422 —8

, Vor—4—-4
3. lm ———

r—4 r—4
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Solucion:
5 1 2

1. Iim (w—i— ) = 2/5
T—00 5%%

9 1 2 —2242x-2 5

. lim ==
=52 24 2x—8 6
. Abr—4—4 5

3. Ilm —m = —
z—4 x—4 8

Problema 603 Calcular los siguientes limites:

2
1

1. lm =
z——1 v+ 1

22—z —3
im ——
rz——1 r+1

x—0 x
1-2

10. lim YT

z—3 x—3

WV +2—-+2

11. lim

x—0 €T

1—

12. lim v

13. lim
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Problema 604 Calcular los limites siguientes:

1.

1

lim 22
x—0 x

N[

. sen x
lim
z—0 Dz

I (1 —cosz)
z—0 X

, secr—1
lim ——
z—0 xsecx
cosxtanx

z—0 €T

x—0 x
lim x secx
Xr—rT

COS T

im
z—% cotx

3 1 —tanzx
lim ———
z—ZT SeNT — COS T

, sen’t
lim 5
t—0 ¢

t

. sendt
lim

. sendt __
lim . (Ayuda: 3=t = 3(

t

., sen2t
lim .
t—0 sen 3t

(AyU‘da: sen3t ~ 3

2z — 1
im
z—00 3z + 2

1 523 4+ 1

m ——

a—00 1023 — 322 + 7
i T

lim 5

r—o0 4 — 1

2210 — 11
1m ——
=500 10211 — 3

. (Ayuda: (32%)2 = sen’t

sen2t __ 2  sen2t _ 3t

295
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

; 52
lim
z—oo ¢+ 3

xt =222+ 3x+1

lim

z—oo g2 —3x 42
, 1

(2 = o)

. -2
- lim (x+3)

xll)ngo(x + Va2 +3)
lim (2x — V422 + 1)

T—00
lim (z — Va2 + z)
T—00

lim (3z + V922 — x)
T—00

i T
A
T
im —
T—00 £U2 + 1
) 2¢+1
lim

T—00 ‘/.2132 — T

1 —3r+1
ccggo A /5(,‘2 +x
; 22—z
lim ———
T—00 4 /$4 + 1z
T 2x
11m —-
T—00 4 /41.2 + 1
sen 2x

lim
T—00 T

3 1
lim ——
T—00 2 + senx

, 1
lim sen—
T—00 €T

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS
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1
24. lim x tan —
T—00 T

Problema 605 Calcular los siguientes limites:

1.
1 3z
lim <1 + )
T—00 %4
Solucion:
3z
lim <1+) = [1°] = ¢
T—00 5%%
1 3
A= lim 3x<1+—1> — lim X -2
Luego:
1\ 3
lim (1 + ) =e5
T—00 S5x
2.
172 i 9 322
lim < )
T—>00 T
Solucion:

Problema 606 Calcular los siguientes limites:

1.
1 Tx
lim (1 + )
T—00 3x

Solucion:
Tx N
oo
xhinoo@*?w) =[%]=e
Tx
A= lim 721+ ——-1)= lim — =
Luego:

297
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2.
22 +3 o
lim (2)
z—o0 \ x4+ 1
Solucién:
2
. $2+3 o o) A
a:h—r>noo<.r2+1 :[1 ]:e
2 2
o N —I—S_ - 10z=
2
, <x2+3>5r 10
lim 3 =e
x—o0 \ 12+ 1
3.

Solucion:

i 2 —z+1 2 1\
Im ( ——— == =0
T—00 212 +1 2
Problema 607 Calcular:
1.

Solucion:

3—Va2+5 1 9 — (22 +5)

lm ——~—" = Ifm -
s—-2  x+2 e—=2 (x4 2)(3 + Va2 +5)
) 4 — 22 ) (2—2)(2+ )
= lim = lim =
e—=2(x+2)3+ Va2 +5) +—=-2(x+2)3+Va2+5)
2—x 2

= lim ———

r—-23+ Va2 +5 3

Problema 608 Calcular:
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1.
2
, (3902 + 27 — 1)”“
lim —
T—>00 xc+1
Solucion: ,
2 X
2r —1
Hm (W) — [3%] = 00
T—00 x4+ 1
2.
, <x3 + 2x — 1)230
Im (| ————
a—o0 | 3z3 -1
Solucion: )
) <x3 + 2z — 1) * [(1)“’]
Iim | ———— == =0
T—>00 323 —1 3
3.
3 1 223
i (21)
z—oo \ x° + 1
Solucion:
3 2z
—1
lim (:1:3 ) =[1®]=e* =™
x—o0 \ x° + 1
3 3
—1 —4
A= lim 22° <$3 1>: m T
T—>00 2 +1 z—o0 g3 + 1
4.

Solucion:

1 8x
lim (1 + 6) =[1°] =t =3

T—>00

1
A= lim 8x(1+—1>: lim = = =
6z

T—>00

Problema 609 Calcular
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Solucién:
. Va2 —9—4 o (Va2 =9 —4) (Va2 —9+4)
lim —— = lim =
a—5 1 —5 z—5  (z—5)(Va?—9+4)
i (Va2 —9)% — 42 i z? — 25
1m = 1m —
z—5 (x —5)(Va?2 —9+4) «—5(z—5)(Vaz—9+4)
(x —5)(x+5) 10 ., Vat—-9-4 5
= ham = = lim —— = -
z—5 (z —5) (V2?2 —9+4) V16+4 =—5 1 —5 4

Problema 610 Calcular los siguientes limites:

1.
Tx
lim (1 + 1)
r—>00 3x
Solucion:
1 Tx
lim (1 + ) =[1°] =&
r—>00 3z
A= lim 71:(1+1) ~ lm E_T
Luego:
1 Tx
lim (1 + ) = e%
T—>00 3z
2.
.732 + 3 5x
r—>00 12 + 1
Solucion:
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i 22 —z+1 2
5o \ 222 4 1

Solucion:

B 2 —x+1 2 1\
lim | ——— =1|(= =0
z—o0 \ 22241 2

Problema 611 Calcular los siguientes limites:

Calcular:
o 4—Va2 -9
lm —m——
z——5 xr+5
Solucién:
., 4—+/22-9 ) 16 — (22 —9)
llm ——— = lim =
e—=5  T+95 z—=5 (z 4+ 5)(4+ Va2 —9)
) 25 — 22 ) (5—2)(5+ x)
= lim = lim =
a—=5 (z+5)(4+ Va2 —9) 2—-5(x+5)4d+ Va2 -9)
i 5—x 10 5
= lim ———— = — = -
z—=54 4+ 22 -9 8 4
Calcular
, 2 —-9—4
lim
r—5 r—05
Solucién:
VD04 (V04T 0 +4)
lim — = lim =
=5 T —5H z—5 (x —5) (Va2 —9+4)
YO VL) ek SR P G =
z—5 (x = 5) (Va2 —9+4) =5 (z—5)(Va? —9+4)
(x —5)(z+5) 10 ., Vi2—-9—-4 5
= lim = — lim —— = —
e—5 (1 —5)(vVa2 — 9 +4) V16 + 4 T—5 x—5 4
Calcular:
. 3—+Vz2+5
llm ———M—
z——2 x + 2
Solucién:

3—V12+5 9 — (22 +5)

lim —mm =

lim
—-2  T+2 r—=2 (r 4 2)(3+ V22 +5)
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y 4 — g2 It (2—2)2+x)
- 11m = 1m =]
e—=2(x+2)3+ Va2 +5) +—=-2(x+2)3+Va?+5)
, 2—x 2
= lim = —
t—-234+ V22 +5 3
Calcular:
1.
2
<3:E2 + 2z — 1>
lim 3
T—00 e+ 1
Solucion: ,
322 +22—1\"
lim ( re > — 3] = 00
T—00 x4+ 1
2.
(3}3 + 2z — 1)295
Iim
a—o0 | 3z3 —1
Solucion: )
B2 -1\ 1\
lim =|{= =0
T—00 323 -1 3
3.
.1‘3 1 2z
z—00 \ 3 +1
Solucion:
$3 -1 o o0 A —4
x;noo@s“ Sl=e=e
3 _ 1 —4 3
A= lim 2z <$3 —1] = lim T
T—00 x>+ 1 z——00 g3 +1
4.
1 8
lim (1 + )
T—00 6x
Solucion:
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5.
3
(4:63 + 2z — 1)
lim 3
T—00 o — 1
Solucion:
423+ 20 —1\"
lim (w : ) = [4%] = o0
T—00 2 —1
6.
(23:3 —x+ 1)5:0
lim
z—o0 \ 323 42
Solucion:
223 —x+1\" 2\ >
1 == =0
T—>00 323 4+ 2 3
7.
222 — 1\
i ()
Solucion:
22 =1\ _
T—00 2x2—|—1 _[ ]—6 =€
222 — 1 —62?
— $ 2 — — { _— = —
A= A3 (29;2 ] 1) e 22 4 1
8.

1 bx
lim <1 + )
T—>00 3z

Solucion:

wlut

) 1 5 - N
lim 1—1—3— =[1"]=¢e"=e¢

T—>00 €T

, 1 ., b 5
A:xhgnoo“(”gx—l)—x@m%—g

Problema 612 Calcular los siguientes limites
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1—-vz—1

1. lim
z—>2 x — 2
Solucion:
i 1—+vz—1 i 1-—vVr-1)1++Vo-1) ) 1— (Vo —1)32
im ———— = lim = lim
z—2 x—2 e—2  (z—-2)(1++Vx—1) e—2 (z — 2)(1+ vz — 1)
, —(z —2) , -1 1
lim =lm ——=—C
e—2(z—=2)(1+vVx—1) z—21+x—1 2
2
-
2. lm 7
r——1 xe —1
Solucion:
2> -z —2 ) x4+ 1)(z — x—2 3
lim = lim = lim = -
r——1 z2—1 z——1 x—}—l)(:};— ) r——-1x—1 2
3 2 — 2z 2
e
Solucion:
9 2
, x® —2x {1001 _ A _ 4
1—I>HOO<952+1> == =e

2 2

-2 —4x“ —2

lim 2z (x 5 i 1) = lim U —4
T—>00 e+ 1

Problema 613 Calcular los siguientes limites
2?42 -1
1. lim ———
z—00 3 — 3z + 1

3
-2

I e —
rz—o0 4 — 1

) 22241 \°
3. lim _—
z—o0 \ 202 —x — 1

Solucion:
3 22+ 2z —1
1. lIlm —————— =
z—o0 3 —3x +1

3
-2

2. lim =7
rz—o0 4 — 1

2x
222 +1
3. lim <H> =(1®)=¢* =¢!

z—o0 \ 222 —x — 1

= o0
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2 2 _ 2 _ .
A dim 2w [ 2E L) Do g (L@t D)
202 —x—1

Problema 614 Calcular los siguientes limites

ve—1-—1

1. lim
r—2 x— 2
Solucion:
., Vr—1-1 ., (Wr—-1-1)(Vx—-1+1)
lim —— = lim —
T—2 x—2 z—2 (x—Q)(\/x—]_—l—l)
i (Vo —1)%2—-12 i )
11m = 1m =
e—2 (r—2) (Ve —1+1) z—=2(zx-2)(Vr—1+1)
1 1
lIm ———— = —
xLHQ ver—1+1 2
2 _
2 lim -6
r—>—3 :L‘2 —3x — 18
Solucion:
2 _ -9 —92
fm e -6 lfm w: lim = :é

e—-322 -3z —-18 +—-3(x—6)(z+3) +—3x—-6 9

Problema 615 Calcular los siguientes limites

. Va?+3-2
1. lm —m—
z—>1 x—1
Solucion:

. Va2+3-2 (Va2 +3-2)(Va2+3+2)
Im ——— = lim =
z—1 x—1 z—1 (;v _ 1)(1/1»2 + 34+ 2)

, (Vo2 +3)2 -4 ) |
lim = lim =
z—1(x — 1) (Va2 +3+42) +—1(z—1)(Va*+3+2)

(x—1)(z+1) _ oy z+1 1

lim m —— =
e—1 (z—1) (Va2 +3+2) 2—=1z24+3+2 2

., 2?2 4+5r—6
2. hm — - Y
rz—1 xTr< —x

Solucion:

. 2?2 +5z—6 ., (z—=1)(z+6) )
lim ——— = lim ———————~* = lim
r—1 x*—=x z—1 z(x—1) z—1 x
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Problema 616 Calcular los siguientes limites

1.

. 3—V2Z+5
lIlm —mM———
T—>—2 T+ 2
Solucion:
. 3—+V22+5 . (3=V2?2+5)(3+Vz?+5)
Ilm ————— = lim =
z——2 T+ 2 r—r—2 ($+2)(3—|— N 2 +5)
i 32 — (Va2 +5)? , 4 — g2
1m = 1m =
e—-2(z+2)(3+ Va2 +5) -2 (x+2)(3+ Va2 +5)
) (2—-2)(2+ ) , 2—z 2
lim = lim — =
e—=-2(x+2)(3+ Va2 +5) ¢—-23++Va2+5 3
. 2?20 —24
lim ———
z—4 22 — 9z + 20
Solucion:
22 4+2x—-24  ,  (z—4)(x+6) ., T+6

lim —_ = 11mm -——F—————X = llm =
r—4 22 — 9z + 20 T—4 (x—4)<$—5> x—4x — 5

Problema 617 Calcular los siguientes limites

=322 — 222+ T2 — 3

L xlin?) .1}3—2.1‘2—4.%'—1'3
2 _ 7
9 lim YT 173
r—4 x—4
Solucion:
ozt =313 — 2224+ T —3
1. lim =
—3 3 —2x2 —4x + 3
V22 -T7-3 4
2. lim —m ==
z—4 x—4 3

Problema 618 Calcular los siguientes limites

1.

2.

3.

3x2+x—1 S
lim () =00

T—00 xr2 +1
2 332/2
lim (gj + 1) = e!/?
T—500 2

3 22° 4+ 3z —1 2at
Im [ ——— =0
T—00 5o +1
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

3.8.

3.8.1.

Problema 619 Calcular el dominio de la siguiente funcion:

) <3x — 1)31“ 3
lim =e
x—ro0 \ 31 + 2

; 23 4+ 322 — 62 — 16
lim
s——2g4 4+ 203 + 2 4+ 2 —2

o3t -2+ —3
lim
1 3x3 4222 —4x —1
3zt 4 223 — 222

lim =0
—0 x34+22+41x

x® =1 159

fm ——— ==
=124 -2 8

V32 —-11—-4

J
r—3 xr—3 _4

3 Tsinx
Im — =2
z—01 — cosx

=2

1—e2
lim -
=0 sinzx
In(1l —sinz)

lm ————= =1
50 In(1 + sinz)

X
3 e’ —x —cosx
lim ﬁzl
z—0 sin“ x

Inx

lim =1
z—1gx —1

6

11

4
3

lim ze®* =00, lim xe® =0

T—>00 r—>—00

Problemas Varios

fz) =

Solucion:

Problemas de Dominio

2 —z—6
r—4

307
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Como no existen raices cuadradas de numeros negativos, calculamos los
intervalos en los que 22 — 2 — 6 = (2 + 2)(x — 3) > 0:

(—00,—2) | (—-2,3) | (3,+00)
T+2 — + +
T —3 — — +
22—z -6 + — +

Si ahora quitamos el punto que anula el denominador nos queda:
Dom f(z) = (—o0, —2] U [3,4) U (4, +00)
Problema 620 Calcular el dominio de la siguiente funcién:

V2 —4z —5

fla) =

Solucion:

Como no existen raices cuadradas de numeros negativos, calculamos los
intervalos en los que 2% — 4z — 5 = (z + 1)(z — 5) > 0:

(—o0,—1) | (—=1,5) | (5,+0)
x+1 — + +
T —95 — — +
x? —4x —5 + — +

Si ahora quitamos el punto que anula el denominador nos queda:
Dom f(z) = (—o0,—1] U [5,6) U (6, +00)

Problema 621 Calcular el dominio de la siguiente funcién:

Va2 42z —15

fla) = =

Solucion:

Como no existen raices cuadradas de numeros negativos, calculamos los
intervalos en los que 2% + 2x — 15 = (z + 5)(z — 3) > 0:

T+ — + +
r—3 — - +
22 + 2z — 15 + — +

Si ahora quitamos el punto que anula el denominador nos queda:

Dom f(x) = (—o0, —5] U [3,8) U (8, +0)
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Problema 622 Calcular el dominio de la siguiente funcién:

Va2 —2x—15

flay =2

Solucion:

Como no existen raices cuadradas de numeros negativos, calculamos los
intervalos en los que 2% + 22 — 15 = (z — 5)(z + 3) > 0:

(—OO, _3) (_37 5) (5>

r+3 — +

r—5

22 —2x—15 + —

Si ahora quitamos el punto que anula el denominador nos quedas:
Dom f(x) = (—o0,=3]U[5,7) U (7,+0)

Problema 623 Calcular el dominio de la siguiente funcién:

V2 45z — 14

fla) = 2

Solucion:

Como no existen raices cuadradas de numeros negativos, calculamos los
intervalos en los que 2% + 52 — 14 = (z — 2)(z + 7) > 0:

Si ahora quitamos el punto que anula el denominador nos queda:

Problema 624 Calcular el dominio de la siguiente funcién:

vV +2r -8

Solucion:

(—OO, _7) (_7a 2) (2,—|—OO)
T +7 - + +
xr— 2 — — +
x2+5x— 14 + — +

Dom f(x) = (—o0, =7] U [2,5) U (5, +0)

flz) =

r—3
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Como no existen raices cuadradas de numeros negativos, calculamos los
intervalos en los que 22 + 2z — 8 = (z — 2)(z +4) > 0:

(—o0,—4) | (=4,2) | (2,+0)
r+4 — + +
x—2 - - +
22+ 27— 8 + — +

Si ahora quitamos el punto que anula el denominador nos queda:
Problema 625 Calcular el dominio de la funcién

22 4+x—6
r—1

flz) =

Solucion:
[_3a 1) U [27 OO)

Problema 626 Calcular el dominio de la funcién

22 +22 -3
A

Solucion:

[—3,—-1)U[l,00)

Problema 627 Calcular el dominio de la funcién

|22 —5x+6
flz) = T -1

(1,2] U [3,00)

Solucion:

Problema 628 Calcular el dominio de la funcién

22 4+x—6
@)= 22+ x—2

Solucién:
(_007 _3] U (_27 1) U [27 OO)

Problema 629 Calcular el dominio de la funcién

B 22 4+5x+6
SV 22—z —2

f(x)

Solucion:
(*007 *3] U [*2’ *1] U (27 OO)
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Problema 630 Calcular el dominio de la funcién

22—z -2

fla) = 2 —2x—15

Solucion:
(_007 _3> U [_17 2] U (57 OO)

22 4+x—6

Problema 631 Calcular el dominio de la funcién f(x) = PRy
z? — 2z —

Solucion:

(=00, =3] U (—1,2] U (3,00)

3.8.2. Varios
Problema 632 Resolver

1. Encuentra el dominio de la funcién

fla) = — 22

(x+2)vVz -1

Solucion:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx—1>0 = x> 1.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cion serian z +2 = 0 = x = —2, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y z —1 =0 = =z = 1, luego eliminando el valor x = 1
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (1, +00)

2. Si f(z) =vVa? -1y g(x) =2x calcular (fog)(z)y (go f)(z)

Solucion:

(fog)(@) = flg(x)) = f(22) = V(22)? — 1 = Vda? — 1
(9o f)(x) =g(f(2)) =g(Va* - 1) =2va® -1

1
a " L o el dominio R — {1}, calcular f~!(z)

3. Sea f(x) =

Solucion:

1 1
z—1 z—1

f(x)
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1
ry—y=z2+1=ay—zr=y+1=z(y—1) =y+1 —= = L—Fl
y—
En conclusién:
1,y x+1
e =
. . . - 323
Estudiar la simetria de la funcién f(z) = ———
222 — 1
Solucidn:
3(—x)? —3z?
f(—z) = (=2) = A —f(x) = la funcidn es simétrica

2(—z)2 -1  222-1
respecto al origen.

Problema 633 Resolver

1. Encuentra el dominio de la funcién

Tz —3

f@) = Vet

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx+1>0 = z>—1.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serfan x4+2 =0 = x = —2, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +1 =0 = x = —1, luego eliminando el valor z = —1
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—1, +00)

. Sif(e) =a® — 3y g(a) = |z| caleular (f 0 g)() ¥ (9 f)(a)

Solucion:
(fog)(x) = flg(x)) = f(z]) = |2|> =3
(g0 f)(x) =g(f(z)) = g(a® = 3)) = |2° - 3]

. Sea f(z) = -%; en el dominio D = (—1, +00), calcular f~!(x)

T+
Solucién:

f@) = 21 = @+)f@@) =2 = of@)+ ) =2 =
(o) 5 = ~f(a) = a(f(e) ~1) = ~fla) = 2= &) pn

Problema 634 Resolver
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1. Encuentra el dominio de la funcién

r—4

f@) = — 77—

(x +3)Vz +2
Solucién:
Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx+2>0 = x> -2.
Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serian 4+ 3 = 0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +2 =0 = x = —2, luego eliminando el valor x = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2, +00)

2. Si f(z) =a® — 2y g(x) = || calcular (f o g)(x) y (9o f)(2)
Solucion:
(fog)(x) = flg(x)) = f(lz]) = 2> =2 = 2> -2
(9o f)(z) = g(f(x)) = g(2* —2)) = |2* — 2|

3. Sea f(x) = 12—4”_”1 en el dominio D = (—1,+00), calcular f~1(x)
Solucién:
flz) = mz—fl = (z+1)f(z) =2z = zf(x)+ f(z) =2z =
2f(2) =22 = —f(z) = 2(f(x)-2) = ~fl2) = == ;5%
En conclusién:

1 . X
) = 5
Problema 635 Resolver
1. Encuentra el dominio de la funcién
—4)/ 2
fle) = EZDVEE?
T4+ 3

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serr+2>0 — x> —2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serfan £ +3 = 0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y t +2 =0 = x = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2, +00)

2. Si f(x) =22 -2y g(x) = /z calcular (fog)(z)y (go f)(z)
Solucién:
(fog)(x) = flg(x) = f(Vr) = (VI)’ —2 =2 -2
(9o f)(z) = g(f(x)) = g(z* = 2)) = Va? —2
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3. Sea f(z) = 5,57 en el dominio D = (~1/2, +00), calcular fH(z)
Solucion:
f(z) = i = e+ 1 f(x) =2 = 2zf(z)+ flzx) =2 =
2uf(z) —x = —f(z) = 2(2f(2) = 1) = —f(a) — v = 7L,
En conclusién:
1 _ T
@ =1

Problema 636 Resolver

1. Encuentra el dominio de la funcién

(x —4)Vzx+2

fl@) = z+3

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx+2>0 = z > —2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cion serian x +3 =0 = = = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y t +2 =0 = z = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién sera: (—2, +00)

. Sif(e) =a? — 2y g(a) = v caleular (f o g)() y (9 f)(a)

Solucion:
(fog)(x) = flg(x) = f(Vz) = (Va)? =2 =2 -2
(go f)(x) = g(f(x)) = g(a® —2)) = Va? -2

- Sea f(z) = 527 en el dominio D = (—1/2,+00), calcular f~'(x)

Solucion:

f(z) = Ty = 2r+1)f(zx) =2 = 2zf(x)+ f(zx) =2 =
2uf(z) — = —f(x) = 2(2f(@) = 1) = —f(z) = o= 77L&,
En conclusién:

Problema 637 Resolver:

1. Encuentra el dominio de la funcién

(x+5)vVe —2

fla) = O

Solucién:
Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
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raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx—2>0 = x> 2.

Por otra parte el tnico valor que anula el denominador es x — 2 =
0 = x = 2, podemos concluir con que el dominio de la funcién sera:

(2, +00)
2. Si f(x) =22+ 1y g(x)=+2x —1calcular (fog)(z)y (go f)(z)
Solucion:

(fog)(@)=flg@) =f(Vz-T) = (Ve -1’ +1=a—-1+1=z
(9o @) =g(f(x) =g(2* +1)) = Va2 +1-1=2

3. Sea f(z) = 22 en el dominio D = (1, +00), calcular f~!(z)
Solucion:
flz) = % = (z-1)f(zx) =3z = zf(x) — f(z) =3z =
of(@) =3z = f(z) = a(f(x)=3) = f(x) — v=F% En

conclusion:

Problema 638 Resolver

1. Encuentra el dominio de la funcién

(r+8)yr —2

Solucion:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx—2>0 = x> 2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la
funcion serian z — 2 = 0 = x = 2, valor no eliminado en el razo-
namiento anterior, eliminamos el valor x = 2, y podemos concluir con
que el dominio de la funcién sera: (2, +00)

2. Si f(x)=2—2yg(x) =+vVa?—1 calcular (fog)(z)y (go f)(z)

Solucion:

(fog)(@) = flg(z)) = f(Va? = 1) =Va? —1-2
(go f)(z) =9(f(2)) = g(x—2) = V(z-2)* -1
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3
3. Sea f(z) = $3 en el dominio R* — {3}, calcular f~1(z)
Solucion:
3z 3z
f(z) = 3 zy—ﬁz(as—S)y—Sx:
3
xy—3y=3r = 2y—3x =3y —=2(y—3) =3y =z = y3
y —_—
En conclusién:
3z
-1 _
=
. . . - 322 — 1
4. Estudiar la simetrfa de la funcién f(r) = ———
zt+1

Solucion:

3(—x)2—-1  322-1
f(_x) = 7 = 2

(—x)*+1 zt+1
ca respecto al eje OY.

= f(xr) = la funcién es simétri-

Problema 639 Resolver

1. Encuentra el dominio de la funcién

fo) = =D

(@ + e

Solucion:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
ser x > 0.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serian x+1 =0 = x = —1, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y z = 0 valor que no eliminamos en el razonamiento anterior;
eliminamos el valor z = 0, y podemos concluir con que el dominio de
la funcién serd: (0, +00)

2. Si f(z) =22 -3y g(x) = v —1 calcular (fog)(z)y (go f)(x)

Solucion:

(fog)(z) = flg(x) = f(WVo-T)=(a -1 -3=0-4
(go (@) =g(f(@) =g(x? =3) = /(2 =3) - 1= Va® -4
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-2
3. Sea f(x) = 5$+ o on el dominio Rt — {—1}, calcular f~*(z)
T
Solucion:
-2 -2

z+1 Y x+1
y+y=tr—2=uay—Sr=—-y-2=2a(y—-5)=—-(y+2) =

2
x = _y+2 En conclusién:
y—>5
-1 - _CC +2
. . , L, 3x3
4. Estudiar la simetrfa de la funcién f(z) = ——
z°+8
Solucién:
3(— 3 3
f(=z) = (c2) _ @ —f(z) = la funcién es simétrica

(—z)2+8 22+8
respecto al origen O.

Problema 640 Resolver

1. Encuentra el dominio de la funcién
xr—6

fl@) = (x +3)Va —2

Solucion:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx—2>0 = x> 2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serian z +3 = 0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y t —2 = 0 = 1z = 2, luego eliminando el valor x = 2
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (2, +00)

2. Si f(z) = Va? =3y g(z) = = — 1 caleular (f o g)(z) y (go f)(z)
Solucién:
(fog)(@) = flg(x)) = fla—1)=(x—1)*-3
(go @) =g(f(z)) =g(Va? -3)=Va? -3 -1
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2 1
3. Sea f(x) = 230 + 7 en el dominio R — {1/2}, calcular f~!(x)
Solucién:
2z +1 2z 4+1
fle)=5 —F=v=5"7 (22— 1)y =22+
2oy —2y=2x+1= 22y —2x=2y+1=2z(y—1)=2y+1 =
2y+1 .
= ———— En conclusién:
2(y—1)
2z +1
—1 _
4_ 2
— 1
4. Estudiar la simetria de la funcién f(z) = %

Solucion:

=) (—2)* — (—2)? +1 zt—z2+1
—z) = _

2(—z)2+5 22245
es simétrica respecto al eje OY.

= f(x) = la funcién

Problema 641 1. Encuentra el dominio de la funcién

-5
f(@) = (x+3)vVe —2

Solucion:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serrx—2>0 = x> 2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serfan x4+ 3 =0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y t —2 = 0 = 1z = 2, luego eliminando el valor z = 2
podemos concluir con que el dominio de la funcién seré: (2, 4+00)

2. Si fla) =a? 2y g(x) = /& caleular (f 0 g)(2) y (g0 f)(x)
Solucion:
(fo9)(@) = f(9(a) = F(Va) = (VD> 2 =2 —2
(90 1)) = 9(f(2)) = g((a? ~ 2) = Va? —2

3. Sea f(x) = 20—

en el dominio D = (0, 4+00), calcular f~!(x)
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Soluciodn:
20 —1 20 —1
f(z) = ’ = y= ° = Br)y=22-1—=
3T 3T
Jrzy—2r=—-1=2B8y—-2)=-1 == 3 — 5 En conclusion:
y—
1
—1 _
. . ; . 3zt —1
4. Estudiar la simetria de la funcién f(z) = 5
x
Solucién:
3(—x)t—1  3zt—1
f(—z) = (=2) = = —f(z) = la funcién es simétrica

2(—x) —2z
respecto al origen.





