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Capitulo 1

Algebra

1.1. Ano 2000

1.1.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.1.1 (3 puntos) Sea el sistema
—x+ Ay+ 2z= A
2z+ Iy— z= 2
Ar— y+ 2z= A
a) (1 punto) Discutir la compatibilidad del sistema segin los diversos valores de .
b) (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para A = 2.

Solucion:

a)

(NI V]

- 1 A A
A= 2 X —1[2 |, [Al=-3)2-6A-3=0= A= -1
A -1 A
@& Si\#£ —1 = |A|] # 0 =Rango(A4) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tnica)
@& Si)\=-—1:
-1 -1 2] -1
A= 2 -1 —1| 2
-1 -1 2| -1

Como tiene dos filas iguales y el menor _; :1 ‘ = 3 # 0 tenemos que Rango(A) =
2 =Rango(A) <n® incégnitas => Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas solu-

ciones)
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b) SiA=—1:

—r— y+ 2z= -1 z= l+1¢

20— y— z= 2 y= t

z = t

c) SiA=2:
—z+ 2y+ 2z= 2 r= 2/3
2x+ 2y— z= 2 = 2/3
2e—  y+ 2z2= 2 z= 2/3
Opciéon B

Problema 1.1.2 (3 puntos)

a) (1 punto) Encontrar los valores de A para los que la matriz

A—1 1 -1
A= 0 A—2 1
A 0 2

es invertible.

b) (1 punto) Para A = 2, hallar la inversa de A y comprobar el resultado.

¢) (1 punto) Resolver el sistema

T 0
Al vy = 0
z 0
para A =1
Solucion:

4
a) [Al=(A=-1)3\—-4)=0= )\:1y)\:§.
4
SiA=1,0A= §:>No es invertible.

4
SiA£L yA# 3 = Si es invertible.

b) SiA=2:
1 1 -1 0 -1 1/2
A= 00 1 ), At=( 1 2 -1/2
2 0 2 0 1 0
11 -1 0 -1 1/2 1
AAt=fo0oo0 1)1 2 —-1/2 |=(0
2 0 2 0 1 0 0
¢c) ConA=1y AX =0O:
0 1 - x 0
0 -1 1 y = 0 -
1 0 2 z 0
y— 2=0 B T =
— y+ z=0 :>{m+ y 2’2 8:> =
T+ 2z=0 z=



1.1.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.1.3 (3 puntos) Para una matriz cuadrada, se define su traza como la suma de los
elementos de la diagonal principal. En lo que sigue, A y B son matrices cuadradas 2 x 2.

a) (0,5 puntos) Comprobar que se verifica:

Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)

b) (1 punto) Comprobar que
Traza(A- B) = Traza(B - A)

¢) (1 punto) Utilizando los resultados anteriores, demostrar que es imposible tener AB—BA =1,
donde I denota la matriz identidad.

d) (0,5 puntos) Encontrar dos matrices A y B para las que:

Traza(AB) # Traza(A) - Traza(B)

Solucidn:
a) Sean
(a1 a (b b )
A_(Cl3 G4>’ A_<b3 ba
Traza(A) = a1 + a4, Traza(B) =by + by
Traza(A) + Traza(B) = a1 + by + aq + by
(a1 a b1 bg)_((h—l-bl a2+b2)
ArB= ( as a4 >+( by ba /) \az+by as+bs
= Traza(A+ B) =a; +b1 + a4+ by
Luego:
Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)
b)
A.B— < ar az )( bi bo ) _ < arby + azbs  aibe + azbs )
az a4 bz by azby + asbz  azba + asby
B.A— < bi by )( ay  az ) _ < aiby +agby  azbr + asbs )
bs by az a4 arbs + azbs  azbz + asby

Traza(AB) = a1by + agbs + agbs + a4by B
{ Traza(BA) = ayb, + asbs + asbs + asbs = Traza(AB) = Traza(BA)

¢) Suponemos que la igualdad es cierta, es decir:
AB—-BA=1= AB=BA+1= Traza(AB) =Traza(BA+I) =

Traza(AB) = Traza(BA) 4+ Traza(I), como Traza(AB) = Traza(BA)
= 0=2

Luego esta igualdad es falsa.
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d) Sea A una matriz cualquieray B =1

A= 5) m=( 1)

A-B=A= Traza(A-B) =Traza(A) =4, Traza(B)=2
Traza(A)-Traza(B)=4-2=38
Luego Traza(A - B) # Traza(A) - Traza(B)

Opcién B
Problema 1.1.4 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

ax+ y+ z= (a—1)(a+2)
z+ ayt+ z= (a—1)7%*(a+2)
z+  y+ az= (a—1)>(a+2)

a) (1 punto) Comprobar que es compatible para todo valor de a.

b) (1 punto) Describir en términos geométricos el conjunto de soluciones para a = 1 y para
a=—2.

¢) (1 punto) Resolverlo para a = —2.
Solucién:

a)
1 1] (a—1
a 1] (a—1)
1 a|(a—1)(a

A= ( ) ,Al=a®-3a+2=0= a=1, a=-2

— = Q

® Sia#1ya#—2=— Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = SCD.

@ Sia=1: (Homogéneo)

1 1 110
A= 1 1 1|0 | = Rango(A) = Rango(A) < nincégnitas = SCI
1 1 110
@& Sig=-2
\ -2 1 110 9 1
A= 1 -2 1]o0 ’ 1_2‘_37&0:
1 1 =210
Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n® incégnitas= SCI
Para cualquier valor de a el sistema es, por tanto, compatible.
b) Sia =1 se trata de tres planos coincidentes, x +y + z = 0.
Si a = —2 se cortan en una recta que calculamos en el siguiente apartado.
c)
T=A
r— 2y+ z= 0 {:13— U= —z B
{ac+ y+ —2z= 0 g y= 2z = ZZ/:;\
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1.1.3. Extraordinaria
Opcion A

Problema 1.1.5 (% puntos) Considerar el sistema de ecuaciones

—_

y+ z=
A= Daz+ y+ z=
z+ A-1y— z= 0

>

a) (1 punto) Discutirlo segiin los valores del pardmetro A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = 0.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = 3.

Solucion:

a)
0 1 1)1
A= x-1 1 1
1 A-1 —1]0

>

)

A =AA-1)=0=A=0, A=1

® Si\#£0y \#1= |Al # 0 = Rango(A) = 3 =RangoA =n? de incégnitas =
Sistema compatible determinado (solucién unica).
* SiA=0
0
A= -1
1 —

— =

1]1
110
-110

Como la tercera fila es igual a la segunda multiplicada por —1, y como el menor

‘ _? } ‘ = 1 # 0 Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n® de incégnitas =
Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones).
@« Sia=1
0 1 111
A= 01 1|1
1 0 —-1|0
. . 0 1
Como la primera fila es igual a la segunda, y como el menor 1 0l= -1 #0

Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n® de incdgnitas = Sistema compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

b) SiA=0
T = 1
y+ z= 1
{7 o e y= 1-—t
z+ y+ z= 0 L .
c) SiA=3
y+ =z 1 r=1
20+ y+ = 3 =< y=0
z+ 2y— z= 0 z=1
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Opcién B
Problema 1.1.6 (3 puntos)

a) (2 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver el sistema

z+ y+ 5z= 0
2z — kz= 0
z— y+ =z= 0

b) (1 punto) Discutir en funcién de los valores de A y resolver en los casos de compatibilidad
del sistema

z+ y+ Hz= 0
2x — 3z= 0
r— Y+ z= 0
z+ 2y+ 2 z= A
Solucion:
a)
1 1 5
A= 2 0 —k , |Al=-2k-12=0= k= -6
1 -1 1

Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, es siempre compatible.

@ Sik # —6 = Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = Sistema Compatible Determinado.
Como la solucion es tnica, sélo tiene la trivial: x =y =2=0

& Sik=—6:
1 1 5
A= 2 0 6 | = Rango(A4) < nincdgnitas = SCI
1 -1 1
El sistema en este caso es Compatible Indeterminado, si escogemos el menor } _1 =

—2 # 0, vemos que el Rango(A) = 2 y, ademés podemos eliminar la segunda fila, para
la solucién del sistema, y nos queda:

z+ y+ bz= 0 v y= =5 z= =3\
{zf 2= 0 )T VS A = vs 2
z2= A z= A
b) Ahora tenemos
1 1 510
— 2 0 -3|0 L L b
A= 1 1 1o yque |2 0 =3 |=-18
I 2 2)|A bt
IO NI
[A=|7 ] Slol=r2 0 3|=-18x=0=2xr=0
12 2)|A bt



@& Si )\ # 0= Rango(A) = 4 #Rango(A) = Sistema Incompatible.(No tiene solucién)

@ Si A\ = 0 se trata de un sistema homogéneo. Tenemos que Rango(A) = 3 = n? de
incognitas, ya que

1 1 5
2 0 -3 |=-18# 0= Sistema Compatible Determinado
1 -1 1

La tnica solucién en este caso es la solucién trivial: x =y =2=0

1.2. Ano 2001

1.2.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.2.1 (2 puntos) Comprobar que las siguientes matrices tienen el mismo determinante

l+a 1 1 1+a 1 11
1 1—a 1 1
A 1 1-a 1 1 B
Lo e 1 L1l e
11 1 1-b
Solucioén: )
o —a O 272
|B|_‘ 0 1-p |7
Fy—Fy a a 0 0 1 1 0 0 4
| P L l-a 1 1 |__ |1 l-al 1 |_|FB-F|_
| - F o o b b |""o o 1 1 |7 Py -
Fy 1 1 1 1-0 1 1 1 1-0 | Iy —Fy
1 1 0 0 Fy 1 1 0 0
1 1—a 0 0 FB-F| |0 -0 0
@l 0 11 |7 Fy =g o1 1|7
0 0 1 1-0% Fy— F3 0 0 0 -b
1 0 0 1 0 0
=—a’| 0 1 1|=a®*|0 1 1|=d%h?
0 0 —b 0 0 1
. 1 3
Problema 1.2.2 (2 puntos) Sea la matriz A = ( 1 4 )

a) calcular A~}

b) Resolver el sistema A - K 5 > + < x )

Solucion:
1 4 =3 >
a) A 7( 11
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- ) ()-()-(])

Problema 1.2.3 (3 puntos)

Opcién B

a) (1,5 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver cuando tenga mds de una
solucidn, el sistema
z+ y+ 22=3
20— y+ kz=9
rz— y— 6z=05

1 1 2 3
b) (1,5 puntos) Si el rango de lamatriz A= 2 —1 &k 9 | es2, determinar una combi-
1 -1 -6 5

nacién lineal nula de los vectores fila F, Fo y F3, asi como una combinacion lineal nula de
— = =
los vectores columna C, Cs, C3 y Cy.

Solucion:

2)

1 1 2|3
A= 2 -1 k|9 |, |A/=2k+16=0= k=8
1 -1 —6|5

& Si )\ #£ —8 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tnica)

& Si)\=-8:
1 1 213 1 1
A= 2 -1 -81|9 |, ‘ 9 1 ‘ —3 # 0 = Rango(A4) =2
1 -1 —615

|A] =0, |A2[ =0, |A3[ =0, [Asf =0

Luego tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n? incégnitas => Sistema Compatible
Indeterminado. (Infinitas soluciones)

Podemos tachar la tercera ecuacién y nos queda el sistema

_ r=442\
(ol 82) ={v=1m
y o 2=\
b)
— - = 2
F3+aF1+bF2:(O,O7O,O):>a= ,b:—g



1.2.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.2.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+ y+ 2z2= 2
20— y+ 3z= 2
5¢r— y+ az= 6

a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a)
/11 22
A= 2 -1 3|2 |, |4 =-3a+24=0= a=38
5 =1 a|6

& Si g # 8 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas = SCD.

& Siag=28:
/11 22
A= 2 -1 3|2
5 —1 816
11 , _
‘ 5 _1 ‘ = —3 # 0 = Rango(A) = 2. Estudiamos el Rango(A):

|A1| = |A] =0, |Az|=

S I

0 W N

NN
I
o

1 1 2 12 2
|As|=1]2 —1 2|=0, |43)=| -1 3 2|=0
5 -1 6 -1 8 6

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A4) = n® de incégnitas = SCI. El sistema tiene infinitas
soluciones.

b) Si a = 8 por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacion.
x=4/3—-5/3\

T+ yt+ 2z= 2 { T+ y= 2-2z B B
{2m— y+ 3z= 2 - 20— y= 2-3z — Z:?\/g 1/3A

Problema 1.2.5 (2 puntos) Sea k un nimero natural y sean las matrices:

111 0
A=| 0 1 0 |, B= 1|, C=(11 2).
00 1 -1

a) (1 punto) Calcular A
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b) (1 punto) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién A*X = BC.

Solucion:

a)

1 2 2 1 3 3
Al=4, A>=( 01 0 |, A= 01 0
00 1 00 1
1 k k
AF=( 0 1 0
0 0 1
b) A*X = BC —= X = (4"~ 'BC
0 112
BC = I 1 1 2 |=(01 —-1)
-1 -1 -1 -2
1 -k —k
AHt= 0 1 o0
0 0 1
1 -k —k 0 1 -1 0 0 0
X=(0 1 o0 1 1 2 | = 1 12
0 0 1 -1 -1 =2 -1 -1 =2

Opciéon B

Problema 1.2.6 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

11 1 A
11 A TN [
1 A1 v =1
A1l z 1

a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro real A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = —3.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a)

N
|

1
? A =B+ -1 =0= A=1, A=-3
1

> = ==
—_ > =
[~

@& Si\#1y \#—2= Rango(A4) = 4 #Rango(A) = SL
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@& Si)\=-3:

A= y |1 1 —3|=-16+40
1 -3 1| 1 L s
-3 1 1] 1

Tenemos que Rango(A4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas = SCD.
o Six=1:

1
— 1
A= 1
1

e
— =

Tenemos que Rango(A) = 1 =Rango(A) <n® de incégnitas = SCI.

b) Si A = —3 quitamos la cuarta ecuacién y nos queda el sistema:
x+ oyt z= -3 Tz =-1
z— 3y+ z= 1 z=—

¢) Si A = 1 tenemos que suprimir tres ecuaciones y nos queda = + y + z = 1, se trata de un
plano, en forma paramétrica seré:

1.2.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.2.7 (3 puntos) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar+ y+ 4z= 1
—z+ ay— 2z= 1
y+ z= a

a) (1 punto) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucién:

a)

o a 1 411
A= -1 a -2|1 |, |Al=d*+2a-3=0=a=1, a=-3
0 1 1|a

@ Sia#1ya# —3 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n? de incdgnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tinica)
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@& Sig=1:

B 1 1 41
A= -1 1 =21
0 1 111
Como la segunda columna y la cuarta son iguales Rango(A) = Rango(A) < n? de
incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

& Sig=-3:

A= -1 =3 =2| 1 |, j’ _;‘1o¢o:s
0 1 1|-3
Rango(A) = 2 < pero el menor
-3 1 1
1 -3 1 |=-2840—
0 1 -3

Rango(A4) = 3.

Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible. (No tiene solucién).

b) Para a =2
13
r= ——
5
20+  y+ 4dz= 1 3
—z+ 2y— 2z2= 1 = y= -
y+ z= 2 5
7
z= -
5
c) Paraa=1
r= =3\
{x—l— yi 4,2:1:> — 1
4 = z= A
Opciéon B
0 3 4
Problema 1.2.8 (3 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 =5 | se pide:
-1 3 4

a) (1 punto) Comprobar que verifica la igualdad A% 4 I = O, siendo I la matriz identidad y O
la matriz nula.

b) (1 punto) Justificar que A tiene inversa y obtener A™!.
¢) (1 punto) Calcular A'"°.

Solucion:
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0 3 4 -1 0 1 -1 0 0
Al = 1 -4 —5 |, A?= 1 4 4 ], A= 0 -1 0
-1 3 4 -1 -3 -3 0 0 -1

Luego A> 4+ T =—-T+1=0.
b) B34 T=0= A-A’=-T—= A- (—A*)=T=—= A' = A2

1 0 -1
Al =—A2=| -1 —4 —4
1 3 3
-1 0 1
¢) Tenemos A' = A, A% = 1 4 4 )|, AP =1 At = —A, AP = A% A =1,.
-1 -3 -3

Dividiendo 100 entre 6 el resto es 4 luego A% = A% = — A,

1.3. Ano 2002

1.3.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.3.1 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada que verifica A% +2A = I, donde I denota
la matriz identidad.

a) (1 punto) Demostrar que A es no singular (det(A) # 0) y expresa A~' en funcién de A e I.

b) (1 punto) Calcular dos niimeros p y ¢ tales que A® = pI + gA

a=(1 )

cumple la relacién de partida, calcular el valor de k.

¢) (1 punto) Si

Solucién:
a) Aplicamos la propiedad |A - B| = |4| - |B|:
A2 424 =1T= (A+2)A=1= |A+2I||A|=|I|=1

Si |A] =0 = 0 =1, lo que es imposible y, por tanto, la matriz A no es singular (|]A4| # 0).
Esto quiere decir que siempre tiene inversa:

A2 424 =1= (A+2)A=1= A ' =A+2I

b) A2=T1-24
A3 =A% A=A-2A=A—-2]+4A = 2] +5A

Luegop=—-2yqg=>5.
c)
s (1 k ) ) _( 1 k+2 )_(1 0)
A_(k a1 ) A T2A= 0 2 )= Lo
== k=-2
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Opcién B

Problema 1.3.2 (3 puntos) Sean las matrices

1 0 -1 1 0 2
A= -1 0 2 , B= -1 1 0
0 1 0 1 0 3
a) (1 punto) Calcular A™*.
b) (1 punto) Resolver la ecuacién matricial AX = BA.
Solucién:
a)
210
A7l = 0 0 1
1 1 0
b) AX = BA= X = A"'BA:
2 10 1 0 2 1 0 -1 0 4 1
X = 0 0 1 -1 1 0 -1 0 2 = 1 3 -1
1 10 1 0 3 0 1 0 -1 2 2

Problema 1.3.3 (2 puntos) Sea la matriz

2 -3
a=(13)
Para cada numero real O definimos la matriz B = A — OI, donde I denota la matriz identidad
2% 2.

a) (1 punto) Hallar los valores de O que hacen que el determinante de B sea nulo.

5 (y)=(3)

b) (1 punto) Resolver el sistema

Para los diferentes valores de O.

Solucion:

a)

Por el apartado anterior tenemos que:
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Si O # £1 = |B| # 0 = Sistema Compatible Determinado (solucién tnica). La solu-
cién es la trivial x =y = 0.

Si O = £1 = |B| = 0 = Sistema Compatible Indeterminado (infinitas soluciones):

1 -3
B:<1 —3>
— 3\
— A

e Si0=1

tenemosx—3y=0=>{gU

o Si0=-1

I
> >

tenemos z —y =0 = {;j

1.3.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.3.4 (2 puntos) Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo
que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momen-
to, que dentro de 10 anos la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese
momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 anos.

Solucién:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

r—14= 5( y+2z—28) r— by— BHz+ 126=0
z+10 = y+z+20 = z— y— z— 10=0
r—42 = y—z r— y+ z— 42=0

Multiplicamos la 22 ecuacién por —5 y la sumamos a la 12

{ r— By— bz+ 126=0 — Ar4+176=0= 2 =44

—5z+ by+ 524+ 5H0=0

Ahora por simple sustitucién en la 22 y la 32 nos quedaria:

{y—l—z: 34 {y:lS
y—z= 2 z =16

Problema 1.3.5 (2 puntos) Calcular el rango de la matriz A segin los diferentes valores del
parametro real a:

2 0 a 2
5 a+4 —4 -3
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Solucion:

2 0 a 2
A=| —1 0 -1 3
5 a+4 —4 -3

Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz como mucho serd 3.
Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2

A= -1 0 -1 Ay = -1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3

2 a 2 0 a 2

Az = -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:
[A1]=—(a+4)(a—2)=0= a=—-4 a=2
|As| = —8(a+4)=0= a=-4

|A3| =12a+48=0= a=—4

2
Ay =(a+4)(Ba+2)=0= a=—-4a= —3 El tnico valor de a que anula todos los determi-

2

[ 2 . -
nantes es a = —4. Ademas tenemos que 1 3 ‘ = 0. Por tanto podemos concluir de la siguiente

manera:
Sia=—4 el rango de A es 2
Sia# —4 el rango de A es 3

Opciéon B

Problema 1.3.6 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del pardmetro real a:
T— Y = 2
ar+ y+ 2z=
r— y+ az= 1

o

Se pide:
a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro a.
b) (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

a) Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 B 1 -1 0 2
A= a 1 A= a 1 2 0
1 -1 1 -1 a 1
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Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=la 1 2|=d*+a=0=a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0y a # —1 tendriamos que Rango(A) = Rango(A) = 3 = n° de incégnitas;
el sistema seria compatible determinado.

Sia=0:
1 -1 0
@ Tenemos A = 0 1 2 donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 -1
0 1 # 0 = Rango(A) =2
B 1 -1 0 2
@ Tenemos A = 0 1 2 0 donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
0 1 0|=-1#0= Rango(A) =3
1 -1 1

@ En conclusion si a = 0 el sistema seria incompatible.

b) Sia=—1:
1 -1 0
@ Tenemos A = -1 1 2 donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0= Rango(A) =2
1 -1 0 2
@ Tenemos A = -1 1 2 0 donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
1 -1 2 1 0 2 -1 0 2
-1 1 0|=0 -1 2 0|=0 1 2 0]=0
-1 1 1 -1 1 -1 -1 1

Es decir, Rango(A) = 2.
@ En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = El sistema
es compatible indeterminado.

¢) Sia = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es compatible indeterminado,
resolvemos:
r— Y = 2
-+ y+ 2z=

z— y— z= 1
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Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos y = A tendriamos el
resultado:

d) Si a =2 ya hemos comprobado que el sistema serfa compatible determinado, resolvemos:

T— Y = 2
224+ y+ 2z= 0
r— y+ 2z= 1

1 4 =
Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = -1 — z = —— — { v y 2 ==
2 204+ y= 1
{ v L Es decir:
y= -1
T = 1
y= -1
_ 1
2

1.3.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.3.7 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, dependientes del

parametro real A:
T+ y+ Az= A\
y—  z= A
T+ Ay+ z= A
1,5 puntos) Discutir el sistema segin los diferentes valores del pardmetro A.

)

a) (
b) (1 punto) Resolver el sistema en los caso en que sea posible.
c) (

)

0,5 puntos) En el caso A = 2, indicar la posicién relativa de los tres planos cuyas ecuaciones
forman el sistema.

Solucion:

a)

B 11 AN
A= 0 1 —-1| X | = |A| =0 siempre
I X 1] A

Si elegimos el menor
1 1 .
0117 1 # 0 = Rango(A4) = 2 siempre
Si elegimos el menor

1 1 A
001 A|=221-XN)=0=A=0A=1
1 A A
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Sid=00A=1= Rango(4) =Rango(A) = 2 <n? de incégnitas y el sistema es compatible
indeterminado.

SiA#0y A#1=— Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 y el sistema es incompatible.

b) Si A= 0:
r=—t
{x—i—y—O )yt
y—z=0 L
Sia=1:

r =2t
{x—i—y—i—i—l y— 1t

y—z=1 z=1t

¢) Si A =2 el sistema es incompatible y no tiene solucién.

r+ y+ 2z= 4
y— z= 2
z+ 2y+ z= 2

Los tres planos se cortan dos a dos

Opcion B

Problema 1.3.8 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de orden n que verifica la igualdad A% = T,
siendo I la matriz identidad de orden n.

Se pide:
a) (1 punto) Expresar A~! en términos de A
b) (1 punto) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier ntimero natural n.

¢) (1 punto) Calcular a para que A? =1, siendo A la matriz:
1 1
A= ( 0 a )
Solucion:
a) A=A - A=T= A=A""
b) A=A, A2 =1, A3=A A* =1, --- luego:

A"—{A si n es impar
“ L I si nespar



1.4. Ano 2003

1.4.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.4.1 (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden n que verifica la identidad
M? — 2M = 3I, donde I denota la matriz identidad de orden n. Se pide:

a) (1 punto) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo, expresar M ! en
términos de M e I.

b) (1 punto) Expresar M? como combinacién lineal de M e I.

a

b 2 ) que verifican la identidad

¢) (1 punto) Hallar todas las matrices de la forma M = (

del enunciado.

Solucion:

a)
1
M?—2M =31 = (M -2)M =31 = (M -2M =1=

M~ = %(M— 2)

M? =2M + 3] = M?> = (2M +3I)M =

2M? +3M = 2M? + 3M = 2(2M + 3I) 4+ 3M = TM + 61

M2_<a b)(a b)_(a2+b2 2ab)

“\b a b a /) 2ab  a® + b?
(30 2 2b )\ ( 3+2a Zb)

3I+2M_<0 3)*(217 2a>( 2% 34 2a

(a2+b2 2ab)_(3—|—2a Zb)
2ab a®+0v* ) 2b 3+ 2a

a2+b2:3—|—2a a:1,b=:|:2
2ab — 2b = a=-1, b=0
= a=3, b=0

Las matrices serian:

i) (o) () (05)



Opcién B
Problema 1.4.2 (3 puntos) Hallar todas las matrices X tales que XA = AX, siendo A la matriz

Solucion:

a+b=b+d= a=d

(5 2)

0 a

Problema 1.4.3 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real k, se considera el sistema lineal
de ecuaciones:

La matriz buscada es de la forma

r— y= 3
2c— 3y= 2k
3z— 5y= k?

Se pide:

a) (1 punto) Discutir el sistema segtin los valores de k.

b) (1 punto) Resolver el sistema en los casos en que sea compatible.
Solucién:

a)

1 —13 L1
A= 2 -3|2k |, ‘ 5 _3 ‘ = —1 = Rango(A4) =2
3 —5|k? B

Al = —k* +4k-3=0= k=1, k=3

Sik=10k=23=|A| # 0= Rango(A) =Rango(A) = 2 = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado, es decir, tiene solucién unica.

Sik#1yk+#3=Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
b) Sik = 1:

[\]

{ — y= 3 :>{a:=7
2z— 3y = y=4

{ z— y= 3 :>{asz3
20— 3y =

Sik=2:

[=p)
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1.4.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.4.4 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(m+2)a+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z2=2
T+ my— z=1
a) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

b) (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

a) Para m = 1 el sistema queda de la siguiente manera

3
3z+ z2=3 =3
T— y+ 2=2 = y=1
z+ y— z=1 z:§
2
b)
(m+2)a+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z=
T+ my— z=1
m+2 m-—1 -1 m+2 m—-1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1 1 2
1 m -1 1 m -1 1
m+2 m-1 -1
|A| = m -1 1 |=-m(m+1)
1 m -1
m=10
—m(m—i—l)—0:>{m:_1

@ Cuandom # 0ym # —1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 =n° de incégnitas,
luego en este caso el sistema es compatible determinado.

@ Cuando m = 0 = |A| = 0, y como el menor g :1 ‘ = —2 # 0 tenemos que
Rango(A4) = 2
2 -1 -1 3
A= 0 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3 B
Elmenor | —1 1 2 |=-1%#0= Rango(4) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A4) = 2 #Rango(A4) = 3, luego en este caso el
sistema es incompatible.
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@ Cuando m = —1 = |A] = 0, y como el menor 1 :? ' = —3 # 0 tenemos que
Rango(A4) = 2
B 1 -2 -1 3
A= -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
2 -1 3 B
Elmenor | -1 1 2 |=1%# 0= Rango(4)=3
-1 -1 1
En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3, luego en este

caso también el sistema es incompatible.

Opcién B

Problema 1.4.5 (2 puntos) Comprobar, aplicando las propiedades de los determinantes, la iden-
tidad:

1 1 1
Solucién:
a®>  ab b a®> ab—a®* bV —a? b—a? b —a?
2a a+b 20 |=|2a a+b—2a 2b—2a |= ab —a a® | _
alb—a) (b—a)(b+a a b+a
(b—a) ( Q(b)ﬁa) )‘:(b_@)Q 1 9 :(a—b)Q(a—b):(a_b)S

Problema 1.4.6 (2 puntos) Encontrar un nimero real A # 0, y todas las matrices B de dimensién
2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

Solucion:

{ Ar+3y = 3x+9y :>{ A=3)z=0
y= 3y

Az+3h= 3z+09h A=3)z=0
{ h= 3h :j{ h=0

En conclusién, A = 3 y = y z pueden ser cualquier valor que no cumpla x = z = 0.

5=(7 )
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1.4.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.4.7 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones
3z+ 4dy+ 3z2=9

mr+ 2y+ z2=25
z+ y+ z=2

a) (1,5 puntos) Determinar los valores de m para que el sistema dado tenga solucién tnica.
b) (1,5 puntos) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

a)
3z+ 4y+ 3z=9
mx+ 2y+ z2=95
z+ y+ z=2

3 4 3 3 43 9
A= m 2 1 A= m 2 1 5
1 11 1 1 1 2
3 4 3
[Al=lm 2 1|=-m+1=0=m=1
1 11

Sim # 1 = |A| # 0 = RangoA =RangoA = 3 =n? de incégnitas, luego en este caso el
sistema es compatible determinado.

b) Para m = 1 el sistema queda de la siguiente manera

3z+ 4dy+ 3z2=9
T+ 2y+ z2z=5
r+  y+ z=2

Tenemos
3 4 3 3 4 3 9
A= 1 2 1 A= 1 2 1 5
1 1 1 1 1 1 2
1 2
Rango(A) = 2 ya que 11 ‘ =—-1#0.

Calculando todos los determinantes posibles que se pueden hacer de orden 3 en la matriz A,
comprobamos que se anulan todos ellos, y por tanto, RangoA = 2.

En conclusién, si m = 1 Rango(A) =RangoA = 2 <n® de incégnitas, luego es este caso
el sistema es compatible indeterminado.
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Por el menor escogido anteriormente, podemos eliminar la primera ecuacién y nos queda
el siguiente sistema:

T+ 2y+ z=5 r= —l=t
{x+ y+ z=2 — Zﬁ :z

Opcion B

Problema 1.4.8 (2 puntos) Un mayorista del sector turistico vende a la agencia de viajes A, 10
billetes a destinos nacionales, 10 billetes a destinos extranjeros europeos comunitarios, y 10 billetes
a destinos internacionales no comunitarios, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda
agencia B le vende 10 billetes a destinos nacionales y 20 a destinos internacionales no comunitarios,
y cobra 13.000 euros. A una tercera agencia C' le vende 10 billetes a destinos nacionales y 10 a
destinos extranjeros europeos comunitarios, cobrando 7.000 euros. Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el precio de cada billete.

b) (0,5 puntos) Por razones de mercado, el mayorista se ve obligado a bajar un 20 por ciento el
precio de todos los billetes nacionales. Hallar en qué porcentaje debe incrementar el precio
de todos los billetes extranjeros europeos comunitarios (suponiendo que mantiene constante
el precio de todos los billetes internacionales no comunitarios) para mantener constantes sus
ingresos totales por las ventas a las tres agencias.

Solucion:

a) x = precio de un billete con destino nacional.
y = precio de un billete con europeo comunitario.

z = precio de un billete con internacional no comunitario.

1024+ 10y +10z= 12000 4+ y+ 2= 1200
102+ 20z = 13000 = { a+ 2z= 1300 —>
102+ 10y = 7000 4+ oy = 700
z = 300
—{ y =400
z =500

b) El total de billetes vendidos tienen que cumplir:
30z + 20y + 30z = 32000 si reducimos un 20 % a los billetes nacionales tenemos 0,8 - 30 -
300 = 7200. Si mantenemos el precio de los billetes internacionles no comunitarios tenemos
30 - 500 = 15000. Aumentamos el precio de los billetes extranjeros europeos comunitarios
k= k-20-400 = 8000k. En conclusién:

7200 + 8000k + 15000 = 32000 = k = 1,225 — incremento 22,5 %

Problema 1.4.9 (2 puntos)
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a) Sean Ay B dos matrices invertibles que verifican la identidad A+ B = AB. Comprobar que

entonces se tiene la féormulas:
(I-B)'=-B"'4A

(Donde I denota la matriz identidad).

-1 1
AZ( 2 —1>’

hallar la matriz B para la cual se verifica A+ B = AB.

b) Dada la matriz

Solucion:

a) A+ B=AB=—A+B-AB=0— A—-AB=-B =
AI-B)=-B= -A(I-B)(I-B)'=B(I-B)!'=
BI-B) '=-A=B'BU-B)'=-B'A=
(I-B)'=-B"'4

b) LLamamos B = ( z ), y tendremos:

Y
h

<71 1)+<9: y>_<f:17+z fy+h>
2 -1 z h) \2r—2 2y—h

Tenemos:
{m—lz—x—l—z :{x:
24z2=2x—=2 z=-1
{ y+1l=—-y+h {hzO
—14+h=2y—nh y=-1/2
Luego
B 0 —-1/2
p=( 4 %)

1.5. Ano 2004

1.5.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.5.1 (3 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro A, y resolver en los casos

que sea posible el sistema:
6z+ 4dy+ 2 z= 2
Ar+  y— z= 2
5x+ 3y+ 3z= 2\

Solucion:
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6 4 2)]| 2
A= X 1 —1] 2 ], |4 =262 -11A+8)=0= A=1, A=8/3
5 3 3|2\

Sid#1y\#3= |A|l # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sid=1:
6 4 2|2
A= 11 -1]|2
5 3 3|2
6 4
‘1 1‘:27&O:>Rango(A):2
4 2 2
1 -1 2 |=-12%# 0= Rango(A) =3
3 3 2

Luego el sistema es incompatible.
SiA=8/3:
6 4 16/3| 2
A= 8/3 1 -1 2
5 3 3 16/3

6 4 14
‘8/3 1'——3750:>Rango(A)_2
4 16/3 2 068 B
1 -1 2 |=—— # 0= Rango(4) =3
33 16/3

Luego el sistema es incompatible.

Sélo es compatible en los casos A # 1 y A # 3, resolvemos por Cramer:

2 4 2\
2 1 -1
21 3 3 2(A2 — A+ 3)

TTOBX 1IN +8)  3A2—11A+8
6 2 2)
A2 -1
s 2a 3] o -1
YT oBAI 11N +8)  3A2—11A+8

6 4 2
A12
15 3 2x | 4N2-9r 43
T 232 —11A+8) 32— 11A+8

z
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Opcién B

Problema 1.5.2 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del parametro real a:

z+ 3y— az= 4

4+ ay+ z= 2

z+ 4dy— 5bz= 6

Se pide:
a) (2 punto) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso de que tenga infinitas soluciones.

Solucién:

a)
B —a
A= 1

I

4
2 |, |1Al=a®* -9 +14=0=a=2, a=T7
6

>~ w

Sia#1o0a#3=|A| # 0= Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado, es decir, tiene solucién tinica.

Sia=T7:
B 1 3 -7|4
A= 1 7 112
1 4 -5|6

1 3 4
1 7 2|=10%# 0= Rango(4) =2
1 4 6

Como Rango(A) # Rango(A)Rango(A) = el sistema es incompatible.

Sia=2:
1 3 —-2|4
A= 1 2 112
1 4 —-5|6
'} g’z—lzRango(A)ZQ
1 3 4
|A1|=|A|=0, |As]=|1 2 2|=0
1 4 6
1 -2 4 3 -2 4
A3l =|1 1 2|=0, |Ad4)=]2 1 2|=0
1 -5 6 4 -5 6

Luego Rango(A4) = 2 =Rango(A) <n? de incégnitas = El sistema es compatible indeter-
minado, es decir, admite infinitas soluciones.
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b) Por el menor elegido cuando a = 2 para discutir el Rango(A) podemos decidir que la tercera
ecuacién es combinacién lineal de las dos primeras, por tanto, el sistema a resolver es:

r=-2-T\
z+ 3y— 2z= 4 o
{ a+ W+ 2= 2 Z:i—’—g)\

1.5.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 1.5.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(1—a)z— 2y+ 42=0
z— (I4+ay+ 2z=0
—z+ ay— 2=0

a) (1,5 punto) Estudiar su compatibilidad segun los valores del pardmetro a.
b) (1,5 puntos) Resolver el sistema anterior cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

1—a -2 4
A= 1 —(14a) 1 |=]4A=-a-3=0=0a=-3
-1 a -1

Sia# —3 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 y como el sistema es homogéneo resultaria que es
compatible determinado. La solucién en este caso serfa z =y = z = 0.

Si a = —3 tenemos
4 =2 4 4 _9
A= 1 2 1 N =8+2=10#0
-1 -3 -1

Luego tenemos que Rango(A4) = 2 y como el sistema es homogéneo podemos concluir, en este
caso que, el sistema es compatible indeterminado.

b) Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido podemos despreciar la tercera

ecuacion.
{ dx— 2y+ 42=0 { dox— 2y= -4z . xi_)\
z+ 2y+ 2=0 T+ 2y= -z vy=
z=A
Opciéon B
Problema 1.5.4 (2 puntos) Dadas las matrices
1 0 0 1 0 0
A= -3 1 -1 ), B=| 0 -1 0
5 -1 2 0 00

Se pide:
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a) (1 punto) Hallar A",
b) (1 punto) Hallar la matriz X, tal que:
A-X-A"=B

(donde AT significa la matriz traspuesta de A).

Solucién:
a)
100 1 -3 5
A7l = 121 ); AT=1 0 1 -1 |; ADH)t=@AHT
-2 1 1 0 -1 2
b)
AXAT = B= A ' AXAT(AT)y ' = A'B(AT) ' = X = A"'BA")!
1 00 1 00 11 -2 1 1 =2
X = 121 )-t0 -101]-{ 02 1 |= 1 -3 -4
-2 1 1 0 0 0 0 1 1 -2 —4 3
Problema 1.5.5 (2 puntos)
. z+ 2y=1 _ .
a) (1 punto) Dado el sistema G- y—2 escribir una tercera ecuacién de la forma ax +

by = ¢ (distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas
resultante siga siendo compatible.

224+ 2y— z=

z+ y+ 2z=1"
ax + By + vz = 1 (distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones y
tres incognitas resultante siga siendo compatible indeterminado.

b) (1 punto) Dado el sistema { escribir una tercera ecuacion de la forma

Solucion:

a) La tercera ecuacién debe de ser una combinacién lineal de las anteriores, ya que en caso
contrario el sistema resultaria incompatible. La suma de las dos puede ser una solucién:

dr+y=3

b) La tercera ecuacién tiene que ser una combinacién lineal de las dos anteriores, pues en caso
contrario, el sistema resultaria compatible determinado o incompatible. Como el término
independiente tiene que ser 1, podemos multiplicar la primera por 2 y le restamos la segunda:

3r+3y—4z=1

1.5.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 1.5.6 (2 puntos) Dadas las matrices

A=

o O =
[NOR )
w N o
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a) (1 punto) Determinar la matriz inversa de B.

b) (1 punto) Determinar una matriz X tal que A= B - X.

Solucion:
a)
4/3 -1/3 -1
Bl = -1 1 1
1/3 -1/3 0

b) A=BX = B 'A=B'BX = B 'A=X

4/3 -1/3 -1 1 20 4/3 1/3 —11/3
1/3 —1/3 0 02 3 1/3 1/3 —2/3

Problema 1.5.7 (2 puntos)

0

0 8 ), jcudl es el valor del determinante de

a) (1 punto) Si A es una matriz tal que A% = <
A?

b) (1 punto) Calcular un nimero & tal que:

() (D= (e

Solucion:
8) A% = [A- Al = |A|-|A]| = 0 = |A] = 0

G o)== Lol -

_(k2—6k+5 8(k—1))_(0 0)
- 2-2k kK*+2t-3) \0 0

Tenemos que:

k2 —6k+5=0
8(k—1)=0 B
92— 9% =0 = k=1
k2 +2k—-3=0
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Opcién B
Problema 1.5.8 (3 puntos)
a) (2 puntos) Discutir segin los valores del parametro real A el sistema
Az+ 3y+  z= A

T+ Ay+ Az= 1
z+ y— z= 1

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en el caso A = 2

Solucion:

A
A= 1
1

e ]

11 A
Al
-1]1

Al = 202 4+ 20 +4=0=)1=2, A= -1
SiA#2y\# -1 = |A] # 0 = Rango(4) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas =
Sistema Compatible Determinado.

SiA=2:
B 2 3 112
A= 1 2 2|1
11 —-1]1
Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la segunda, y teniendo en

cuenta que

? 9 ‘ =1 # 0, podemos concluir en este caso:
Rango(A) =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

SiA=—-1:
-1 3 1]-1
A= 1 -1 —-1] 1
1 1 -1/ 1

Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la primera y la cuarta son

. , . . -1
iguales y la tercera esta multiplicada por —1. Si tenemos en cuenta que 1 _ili =—4#0,

podemos concluir en este caso:

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

b)
{2a:+ 3y+ z= 2 {2x—|— Jy= 2— =z N
z+ 2y+ 2z= 1 z+ 2y= 1-— 2z
r= 1+4
- Y = -3t
z = t
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1.6. Ano 2005

1.6.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.6.1 (3 puntos)

a) (2 punto) Discutir segin los valores del pardmetro A el sistema
22+ 2y+ Az 1

z+ Ay— z= 1
dz+ 3y+ z= 2A

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en los casos en que sea compatible.
Solucién:
a)
2

A
a-( 1 >
4

1
1, pﬂ:—n?+w—4020=¢A=2,A:§
A

W > N

A
-1
112

)
SiA#£2y N# 5= |A| # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n° de incégnitas y el sistema

es compatible determinado, es decir, tiene solucién unica.
SiA=2:
y 4 2 2|1
A= 1 2 —1]1
4 3 1|4

Como el menor le

N DN

’ = 6 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado

=15 # 0 = Rango(4) =3

I SN
W NN
I

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

5
2
Si 5
5 2 5/2]1
A= 1 5/2 -1|1
4 3 1|5
5 2
Como el menor 1 5 ‘:23#O:>Rango(A):2. Por otro lado
5 5/2 1 . B
1 -1 1 :—?#O:Rango(zﬁl):S
4 1 5

A) #Rango(A) = sistema incompatible.

—~

Luego en este caso Rango
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b) El sistema sélo es compatible cuando A # 2 y A # g y |A| = —2)A% + 9\ — 10. Aplicando la

regla de Cramer:

1 2 A
1 A —1
o\ 3 1 2% — 1
T IO L oA—10 242 —9a+ 10
A 1 A
1 1 -1
4 2X 1 6a2 —2a—5
Y= 00 F0r—10 2a2—9a+10
A 2 1
1 A 1
. 4 3 2 4a® — 14a + 11

T IO+ 0N—10 2a2—9a+10

Opcién B

Problema 1.6.2 (2 puntos) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones, en el que a es un
pardmetro real:

—ax+ 4dy+ az= -—a
dx+ ay— az= a
—r— Y+ z= 1

Se pide:
a) (1 punto) Discutir el sistema
b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:

a)
—a 4 a| —a
A= 4 a —al| a |, [Al=a*-16=0= a=+4
-1 -1 1 1

Sia # +4 = |A] # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n? de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tunica.

Sia=4:
—4 4 4| —4

Como el menor 4 i ) = —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el menor
-4 4 -4
4 —4 4|=-64#0= Rango(A)=3
-1 1 1
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Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

Sia=—4:
4 4 -4 4
A= 4 —4 4| -4
-1 -1 1 1
4 4
Como el menor 4 4 ‘ = —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el menor
4 —4 4
-4 4 —4|=64#0= Rango(Z) =3
-1 1 1

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

b) Cuando a = 1:

—z+ 4dy+ z= -1 B -1 4 1] -1
e+ y— z= 1 A= 4 1 -1 1 ,
—zr— Y+ z= 1 -1 -1 1 1
Aplicando la regla de Cramer:
-1 4 1
1 1 -1
1 -1 1 2
N ~15 ~3
-1 -1 1
4 1 -1
-1 1 Iy 2
S ~15 R
-1 4 -1
4 1 1
-1 -1 1 19
°= —15 1
Problema 1.6.3 (2 puntos) Sea la matriz:
2 2 =2
A= 2 2 =2
2 2 =2
a) (1 punto) Comprobar que
A*—24% =0

b) (1 punto) Hallar A™.

Solucion:
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2 2 -2
At=1[ 2 2 =2
2 2 -2
2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2
A2=1{ 2 2 -2 2 2 -2 |=(2 2 -2 |=
2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2
11 -1
22 11 -1 | =24
1 1 -1
11 -1 11 -1
A2=23 1 1 -1 11 -1 )=
1 1 -1 11 -1
11 -1 1 1 -1
20 1 1 =1 1 1 -1 | =44
11 -1 11 -1

A3 — 242 = 4A— 44 =0
b) A" =2""14
1.6.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 1.6.4 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

(m—1)a+ y+ z= 3
mz+  (m—1)y+ 3z= 2m-—1
z+ 2y+ (m—2)z= 4

a) (1,5 punto) Discutirlo segin los distintos valores de m.

b) (1,5 puntos) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

m—1 1 1 3
A= m m—1 3 2m — 1 =
1 2 m — 2 4

= Al=(m—-2)(m+1)(m—4)=0=m=2, m=—-1, m=4

Sim# —-1ym#2ym#4 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =Rango(A) =n® incégnitas
luego en este caso el sistema seria compatible determinado.

Si m = —1 tenemos

A= -1 -2 313



Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A, para ello cogemos el

determinante
1 1 3
-2 3 -3 |=5#0
2 =3 4

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si m = 2 tenemos

- 11 13 1