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Capitulo 1

Andalucia

1.1.

Ordinaria

Instrucciones:

a)
b)

Duracion: 1 hora y 30 minutos.

Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacién
del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada
uno.

Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.

Se realizaran tinicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos
ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer lugar.

Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién
de resultados deben estar suficientemente justificados.

En la puntuaciéon méxima de cada ejercicio estdan contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

BLOQUE A Resuelve solo uno de los siguientes ejercicios:

Problema 1.1.1 (2,5 puntos) Sea la funcién continua f : (0, 400) — R definida por f(z) = In(z),
donde In denota la funcién logaritmo neperiano, y los puntos de su gréfica A(1,0) y B(e, 1).

a)

(1,5 puntos) Determina, si existen, los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente
a la grafica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.

b) (1 punto) Determina la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto A.
Solucién:
r—1 'y 1 1 1
2) (61 ’):>e—1 11 ) e—lm 6—1:>m e—1
fay=== m=f(a)==- = 1:>a:e—1:>(e—1,ln(e—1))
x a e—



1 —b=m/(z—a
b)a=1= b=f(1)=0ym=f(1)=1= m/ = - = 1 L= -2
m

y—-0=—(r—-1)= y=—-c+1

Problema 1.1.2 (2,5 puntos) Considera la funcién continua definida por

TrcosT —asine

3 si <0
f(z) = r
bcosz —1 si z—1>0
Calcula a y b.
Solucion:
rcosx —asinx 0] o'm cosr —xsinx —acosx =1 |0| 'y
@& |im f(zx) = llm —— = {f} = lim = {f} =
r—0— ( ) z—0— .133 0 x—0— 3$2 0
, —sinx —sinx —zcosz +sinz , —sinx —xcosx 0l 'H
lim = lfm —— T | D=
z—0— 6x z—0— 6x 0
, —cosx—cosxT+xsinx 1
lim = ——
r—0— 6 3
- |f = lim (bcosz —1)=b—-1
Ay ) = g, (beose =)
- f0)=b-1

@ Jim f(zr)= lim f(;v):f(O):>—%:b—1:> bzg

z—0— z—0t

2
- Luegoazlyb:§

3+ 2

Problema 1.1.3 (2,5 puntos) Considera la funcién definida por f(z) = 3 paraz #* —1,
22 _

x # 1. Calcula una primitiva de f cuya gréfica pase por el punto (0,1).
Solucién:

23+ 2 T +2
F(x) /xg_lda: ( 2 +2):(x2—1):x+$2_ /(x-ﬁ-xQ_l)dx

—.7;3—‘1-.%‘ x 1
i T+ 2 i
r P —1=0= z=+1 7
r+2 A B Alx+1)+ Bz —1)
22-1 2—-1 z4+1 2 —1

r+2=Ax+1)+B(x—1)
r=—1=1=-2B= B=-1/2
r=1=—= 3=24A=— A=3/2
z+2  3/2  1/2
L 2—-1 -1 z+1 .

22 (3/2 1/2) 2?2 3 1
7—4—/ pra e dx—?+§111|m—1|—§1n|x+1|+0
2

1
Tenemos: F(0)=1= 0+C=1= F(z):%+gln|zfl\f§1n|:1:+1|+1
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Problema 1.1.4 (2,5 puntos) Halla la funcién f : R — R tal que f”’(z) = zcosx y cuya gréfica
pasa por los puntos (0, g) y (m,2m).
Solucién:

u=x— du=dx

dv =cosxdr = v =sinzx . . .
f’(x)z/xcosxdwz =zsinz— [ sinxdr =xsinx+cosx+A

/udv:uv—/vdu

u=xr = du=dx
f(x):/($SiH$+cosx+A)dx: dv =sinxdr = v=—cosz | _

/udvzuv—/vdu

—a:cosx—l—/cos:cdm—i—xsinx—i—flx = —gxcosr+sinz+sinx+Ar+B = —xcosx+2sinc+Ax+ B

1
F(W):W+0+A7T+B:27T:> A7T+B:7T:> A7T—|—g:7-r:> A:§
f(lf):?sinx—xcosx+§+f
2 2
BLOQUE B
1 1/8 1/8
Problema 1.1.5 (2,5 puntos) Considera matriz A = 0 1 0
0 O 1

a) (1 punto) Calcula A%°%4,

b) (1,5 puntos) Halla la matriz X, si es posible, que verifica A2X A+ I =0 , donde I y O son
la matriz identidad y la matriz nula de orden 3, respectivamente.

Solucion:
1 1/8 1/8 1 2/8 2/8 1 3/8 3/8
a)Al=1 0 1 0 ),A2=(o0 1 o0 |,43=[o0 1 o0 s LA =
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 n/8 n/8
0 1 0
0 0 1
1 2024/8 2024/8 1 253 253
AN — | 1 0 = o 1 o0
0 0 1 0 0 1
1 71/8 —1/8
b) Como |A|=1#0=3A4"'=[ 0
0
A2XA+T=0= A’XA=0-1= —1 == AZX AT = X = (A% AT =
-1 3/8 3/8
—(A™H2A7 = (A3 = 0 -1 0
0 0 -1
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y+z=1
Problema 1.1.6 (2,5 puntos) Considera el sistema ¢ (k— Dz +y+2z=%k
z+k-1y+2=0

a) (1,75 puntos) Discute el sistema segin los valores de k.

b) (0,75 puntos) Para k = 1 resuelve el sistema, si es posible. jHay alguna solucién en la que
y = 07 En caso afirmativo, calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Solucion:
a)
B 0 1 111
A= k—1 1 1|k s A=k -1)(k-2)=0= k=1, k=2
1 k—1 1|0

» SikeR-{1,2} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s Sik=1:
01 1|1 F 01 1|1
01 111 |=|F-FK|=0000|=
1 0 1]0 E3 1 0 1]0
Sistema compatible indeterminado
= Sik=2:
01 1|1 P 0 1 1|1
A= 11 1|2 |= Fy =l 111|2 |=
1 1 10 F;—F, 0 0 0|-2
Sistema incompatible
b) Si k =1 el sistema tiene infinitas soluciones:
T=—A
y+z=1 o
{x+z:0 =< y=1—-X VIeR
z=A
z=—-1
Siy=0—=1-A=0= A=1=<¢ y=0
z=1

Problema 1.1.7 (2,5 puntos)

r—2y+z=2

a) (1,25 puntos) Halla el punto simétrico de P(2,2, 1) respecto de larectar = { y—z=1

b) (1,25 puntos) Halla el punto simétrico de Q(1, —1, —3) respecto del plano 7 = z—2y+2+6 =
0.
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Solucion:

_ T=44+ A L
7‘:{m 2+ 2=2 — - y=1+2A V)\ER:>T;{UT_(1’1’1)
y_Z:1 Y PT(7170)

Tir—2y+z2+6=0= u, =(1,-2,1)
a) Seguimos el siguiente método:

@ (Calculamos un plano 7' L r tal que P € 7'

i =w=(1,1,1) = 7z tytrta=02E5242414+a=0= a= 5=

#ix+y+z—5=0
@ Calculamos el punto P’ de corte de 7’ con 7:
AN+ 1+ N +A=5=0— A =0— P'(4,1,0)
@ El punto P’ es el punto medio entre P y el P” buscado:

P P//
z — P — P'=2P' — P =(820) - (221) = (6,0, 1)

P"(6,0,—1)
b) Seguimos el siguiente método:

@ Calculamos una recta t 1 7 tal que Q € t:

— = N .’L‘:1+>\
17;:5;:(1,_2,1):”;{“t_“ﬂ_(l’ 20 ) y——129% waer
Pt:Q(lvilaig’) 2:734»)\

@ Calculamos el punto @’ de corte de 7 con t:
(14+X)=2(-1-2X)+(-34+N)+6=0= A=-1= Q'(0,1,—4)

@ El punto @’ es el punto medio entre @ y el Q" buscado:

"
Q +2Q = QI = QH = QQ/ -Q= (0327 78) - (17 -1, 73) = (71’3’ 75)
Q/I(fla'?’a 75)
Problema 1.1.8 (2,5 puntos) Considera las rectas r = { gx:—oz _g VS= { v i g +7=0

a) (1 punto) Estudia la posicién relativa de r y s.

b) (1,5 punto) Calcula la ecuacién del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas.

Solucién:
T'{y:O = 7 z:g :r'{zﬁ:(l,o,?) =
20 —z2=10 P 2\ PT(aOaO)
r=-T-—\ —
Jrz+y+7=0 ) _ ,{Us:(_lylao) PP (_
8'{2:0 = s5:¢ y=2A = s: P.(~7,0,0) = P.P, =(-7,0,0)
z=0
-7 0 0
oy
a) [PTPS,ﬂ,zz] =1 0 2/=-14#0= ry ssecruzan
-1 1 0
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-
i
b) Calculamos la ecuacién de un plano 7 | 7y 7 || s = g = Uy X up 1

=
o o

-1
(-2,-2,1)= 7: 2 —2y+z2+a=0
Imponemos d(Py,7) = d(Ps,7):

|-0-0+0+a| |af

- dPT.’T(' =
( ) vi+4+1 3
14 — 14
- dpomy M0 04al[Uta
Vi+4+1 3
14
-'%L' ;a|:>|a\:\14+a|:

{ 14+ a =a =114 = 0! no vélida
UMt+a=-a=a=-T=—=nm: 20 —-2y4+2-T=0= m:22+2y —2+7=0

1.2. Ordinaria-Coincidente

Instrucciones:
a) Duracién: 1 hora y 30 minutos.

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacién
del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada
uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor méximo de 2,5 puntos.

e) Se realizaran tnicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos
ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer lugar.

f) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion
de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacién méxima de cada ejercicio estdn contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

BLOQUE A Resuelve solo uno de los siguientes ejercicios:
B pba? 4o —1
@ +2x i , para x # +1.
2 —1

Sabiendo que su gréfica tiene una asintota oblicua que pasa por el punto (0,1) y es paralela a la
recta y = 2x, calcula la asintota oblicua y los valores de a y b.

Problema 1.2.1 (2,5 puntos) Sea la funcién definida por f(z) =

Solucion:
. f(2) . ard +br? + 13— 1 azo
m= lim —~ = lim 3 = a=2
r—00 I T—00 e —
, ) 203 + b’ +x—1 ) . bx? 43z — 120
= Jim (7)) = Jim (BT o) < P

La asintota oblicua es y = 2z + b que pasa por (0,1) —= 1=0+b=b=1=— y=20+1
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Problema 1.2.2 (2,5 puntos) Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = arctan(z + ),
donde arctan denota la funcién arcotangente.

a) (1,5 puntos) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de f. Estudia y halla, si
existen, los puntos de inflexién de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

t
b) (1 punto) Calcula lim arctan(z + )

Solucion:
) J(a) =arctante 1) = ['0) = T = 1) =
f'le)=0= 2(+m)=0= o=—7
(—o0, —) (=7, 00)
f//(x) + —

f(x) | concava — | convexa —

La funcién es céncava — en el intervalo (—oo, —m) y convexa en el intervalo (—m, 00). Presenta
un punto de inflexién en z = —7 = (—m, f(—n)) = (—=,0).
Nota: “Coéncava segin la RAE de una curva o de una superficie: Que se asemeja al interior
de una circunferencia o una esfera”, “Curvado hacia dentro, como el interior de un cuenco”.
07 7 N
b) lim tanEm H e o) K

rz——7 sinx 0 z——7  COSX

Problema 1.2.3 (2,5 puntos) Halla la funcién f : (2, +00) — R que pasa por el punto (3, —41n5)

244 12
que verifica f'(x) = 3x+27x+ donde In denota la funcién logaritmo neperiano.
22 —
Solucion: ~ _
322 + 4z 412
_ — 4 24| —
F(x)—/ Zod T e +12) s (P-4 =3 | T
— 322 +12 v
I 4z + 24 |
I ?—4=0= 1z =42 1
4r+24 A B A(x+2)+ B(xr—2)
2-4 -2 x+2 2 —
<3+4x+24> do — dr+24 = A(x +2) + Bz — 2) _
22 —4 B r=-2= 16=-4B= B=—4 B
r=2— 32=4A— A=38
dr+24 8 4
. AN 22 —4 -2 x+2 .
3JL‘+/( — )dx=3z+8ln|x—2\—41n|x—|—2|—|—C’
r—2 x+2
Tenemos: F'(3) = —4lnb = 9+0—-4ln5+C=-4lnf = C=-9=

F(z)=3z+8ln|lz —2|—4In|z+2| -9

Problema 1.2.4 (2,5 puntos) Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = (2% — 3z +5)e”. Halla
una primitiva de f cuya grafica pase por el punto (0, 5).
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Solucion:

F(x):/(x2—3x+5)erdx=

[ u= (2?32 +5) = du= (22— 3)dx

dv=e"dx = v=2¢" :ex(x2,3x+5)f/(2z—3)exdz:
I /udvzuv—/vdu

[ u=2x—3=— du=2dx

dv=e*dr = v=e" =e%(z* =32+ 5) — {(2x—3)e‘”—2/e”dm} =

/udv:uv—/vdu

e (22 =3x+5)—[(2z — 3)e” — 2e”|4+C = e”(2* —32+5)—(22—3)e"+2e"+C =

e”(x? — br + 10)—|—C‘

F(0)=5=> 10+ C=5= C=-5=|F(z) = ¢*(«* — 5z + 10) - 5|

BLOQUE B

1 0 1 -4 8 0
Problema 1.2.5 (2,5 puntos) Considera las matrices A= m 1 0 |yB= 0 4 4
1 -1 2 4 12 20

a) (0,75 puntos) Determina los valores de m para los que la matriz A? tiene inversa.

1
b) (1,75 puntos) Para m = 0 calcula, si es posible, la matriz X que verifica A2X = §(A + B)

Solucion:
1 0 1 1 0 1 2 -1 3
a) A= m 1 0 m 1 0 |= 2m 1 m | =
1 -1 2 1 -1 2 3—m -3 5
|A?2|=m? —2m+1=0= m=1= (A} ¥YmeR-{1}.
1 0 1 2 -1 3
b)Sisz:>A:<() 1 0 |yA?= 0 1 0
1 -1 2 -3 5
) 1 1
AX:§(A+B):>X: B) =
/2 -1 3 ! 1 1
- o 1 o0 0 0 =
2\ 3 -3 5 1 1 P 12 20
1 5 —4 -3 -3 1 715 —13/2 —77/2
- o 1 o 0 4 | = 0 5/2 2
2\ 3 3 2 5 11 22 19/2  13/2  53/2

Problema 1.2.6 (2,5 puntos) Determina un numero natural de tres cifras sabiendo que la suma
de sus digitos es 9, que la diferencia de dicho nimero con el que se obtiene al intercambiar la cifra
de las centenas por la de las unidades es 198, y que si consideramos la suma entre ambos nimeros,
es decir, entre el nimero a determinar y el que se obtiene al intercambiar sus cifras, el resultado
es 828.

Solucién:

Sea z la cifra de las centenas, y de las decenas y z de las unidades. El nimero seria xyz que
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corresponderia a 100z + 10y + z.

r+y+z2z=9 r+y+z2=9 T=25
100z + 10y + 2z — (1002 + 10y + ) =198 = ¢ x—2=2 = < y=1
100z 4+ 10y + z + (100z + 10y + =) = 828 101z + 20y + 101z = 828 z=3

El niimero es 513.

Resolvemos por Gauss:

1 1 11 9 R 1 1 11 9
A= 1 0 —-1] 2 = F—-FR = 0o -1 -2 -7 =
101 20 101 | 828 F; —101F 0 -81 0] —81
—8ly=-8l= y=1 r =25
—1-2z2=-T=2=3 =< y=1
r+14+3=9=— =5 z=3

Problema 1.2.7 (2,5 puntos) Considera los puntos P(1,0,1) y Q(3,—2,1)
a) (1 punto) Calcula el plano perpendicular al segmento P@Q que pasa por su punto medio.

-2
b) (1,5 puntos) Calcula el plano paralelo a la recta r =1 —x = yT = z + 1 que pasa por P

y Q.

Solucion:

a) El plano m que buscamos es un plano mediador, es decir, el conjunto de puntos H(z,y, z)
tales que d(PH) = d(QH) = |ﬁ>f| = |Q?| =
VE—12 412+ (-12=/(e-32+ @ +2?2+(:-1)2= m:2—y=3

r=1-—M\ —
: = . uT:(_17371)
b) Tenemos r: ¢ y =2+ 3\ VAGR:>T'{PT(1,2,—1) y

z=—14+ A
QP = (3,-2,1) — (1,0,1) = (2,—2,0) = 2(1,~1,0)

El plano " que buscamos estd definido por:

1
7:#?:(1,—1,0) r—1 y 2-1

7 @ =(-1,3,1) =7: 1 -1 0 |=—2z-y+22—-1=0=
P(1,0,1) -t

mix+y—22+1=0

Problema 1.2.8 (2,5 puntos) Considera los puntos A(1,1,2), B(1,0,1) y C(1,—-1,2).
a) (1,25 puntos) Determina el drea del tridngulo de vértices A, By C.

b) (1,25 puntos) Calcula D para que los puntos A, B, C'y D sean los vértices consecutivos de
un paralelogramo.

Solucion:
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a) Sean AB = (1,0,1) — (1,1,2) = (0, -1, ~1) y AC = (1, ~1,2) — (1,1,2) = (0, -2, 0)
%
1
0

%

i
\Exﬁ|—f 0 -1

0

-2

A

1
‘ = §|(_27070)| =1 u2

b) los vértices consecutivos estdn representados en la figura adjunta.
D C(1,-1,2)

D=A+AD = A+BC = (1,1,2)+(0,—1,1) = (1,0,3)

A(1,1,2) B(1,0,1)

1.3. Extraordinaria

Instrucciones:
a) Duracién: 1 hora y 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacién del examen
y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno.
d) Cada ejercicio tiene un valor méximo de 2,5 puntos.

e) Se realizardn unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios
de un bloque, sdlo se corregira el que aparezca fisicamente en primer lugar.

f) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion
de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacién méxima de cada ejercicio estdn contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

BLOQUE A
Problema 1.3.1 (2,5 puntos) Sea f : R — R la funcién definida por

f(z)=a+bcosx + csinx

. . . . ™
Halla a, b y ¢ sabiendo que su grafica tiene en el punto de abscisa x = — a la recta y = 1 como

recta tangente, y que la recta y = = — 1 corta a la grafica de f en el punto de abscisa = 0.

Solucion:
f(z) =a+bcosx +csinz = f'(z) = —bsinz + ccosx
T
—|=1—= a+c=1
/()
c=2

fO)=-1= a+b=-1

16



1
Problema 1.3.2 (2,5 puntos) Sea la funcién f : R — R dada por f(x) = (x - 5) e,

a) (1,5 puntos) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) (1 punto) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Solucion:

8) fl(2) = - (@ —1)2e+1)=0— z =1 ym:—%

CSIICDANE
f'(x) - + -

f(z) | decreciente N, | creciente , | decreciente N\

1 1
La funcién es creciente en el intervalo <—§, 1) y decreciente en el <—oo,—§> U (1, 00)

1 1 1
con un maximo relativo en (1, —) ~ (1;0,1839) y un minimo relativo en (—7, ——) ~
2e 27 el/4
(—0,5; —0,7788)
b) Los extremos hallados en el apartado anterior son también absolutos. La funcién no toma

1
valores por encima del méximo (1, 2—) a partir del cual decrece buscando la asintota hori-
e

1
zontal y = 0. Por otra parte la funcién decrece (foo, 75) desde la asintota y = 0 hasta el

minimo donde empieza a crecer.
Compruebo que y = 0 es una asintota horizontal de la funcién:

, 1Y _.» , 2z—1 ool L'H ., 2 2
lim (z—-]e = lim —=|—| = lim s =—=0
T— 00 2 r—oo 2eT o0 z—o0 4re® 00
, 1 g2 ¢ 20— 1 -0 L'H ,, 2 2
lim (z—=]e = lim —s— = = lim ——s=—=0
T——00 2 z——00 2T 00 z——o00 4xe® 00

Mix(1;0,1839)

g ro,y/ﬁ/uv

e N0,-122)

Problema 1.3.3 (2,5 puntos) Sean f,g : R — R las funciones definidas por f(z) = —2® + 7y
g(x) = |2* — 1.

a) (1 punto) Halla los puntos de interseccién de las graficas de f y g. Realiza un esbozo del
recinto acotado y limitado por dichas graficas.
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b) (1,5 puntos) Calcula el drea de dicho recinto.

Solucién:
a) @ f(x)=—x?+7 es una funcién PAR, corta con el eje de ordenadas en (0,7) y con el eje
de abscisas en los puntos f(z) = —2? +7 =0 = (£V7,0).
fllg)=-22=0= 2=0y f'(2) = 2= f'(0) = -2< 0= (0,7) es un
méximo relativo.
-1 i r< -1
@& gx) =22 -1 = —2°+1 si —1<z<1 esuna funcién PAR y continua en R
-1 st z>1

y derivable en R — {£1}, que corta al eje de ordenadas en el (0,1), siendo dicho punto
un maximo relativo.
- f(x) =9(r) =
?—1=—2?47= 2 =8=—= r=-2, r=2novéalida si z<-1
2?4 l=—2?+T= 1#7 i —l<z<l1
$2—1:—x2+7:>2x2:8:>m=2,xz—?novzilida si rz>1
Los puntos de corte de las dos grificas serdn: (—2,3) y (2,3) y el recinto de integracién
serd [—2, 2] separando las ramas de la funcién g.

@ Representacion grafica:

(1,0

b) Tenemos los recintos S : [—-2,—1], Sz : [-1,1] y S5 : [1,2]. Como f(z) estd por encima de
g(x) en los tres recintos y hacemos f(x) — g(z). Las tres integrales serdn positivas.

-1 -1 “1 —1
S1 :/ (f(x)—g(x))dz :/ (—2?+7—2?+1) da :/ (—22°+8) dz = *g +8z| = %0

-2 -2 -2 -2

1

Sgz/l(f(m)—g(m))dmz/1(—x2+7+x2—1)dx=/ 6de — 62", — 12

—1 —1 -1

10
3= 5=
10 10 56
S = |S1| + |Sa| + |S3] = 3 T12+ 5 =5 = 18,6067 u?

/2
Problema 1.3.4 (2,5 puntos) Halla / e® cosx dx.
0

Solucion:
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u=cost = du = —sinxdr
dv =e"dr = v=¢€" .
F(x):/ew coszdr = vmear v=e =ecosz+ [ esinzdr =

/udv:uv—/vdu

u =sinx = du = cosx dzx z o z
- - =ecosx+e’sine — [ ¥ cosxdr =

dv=¢c"der = v=ce
e*(cosx — sin x)

F(z) = e"(cosx —sinz) — F(x) = 2F(z) = e"(cosz —sinz) = F(x) = 5
/2 T e™2 1 ™21
“coswdr = F (3) = F(0) = - = 5 = S == =1,005
/0 e’ cosxdx 2) (0) 5 5 5 ,

BLOQUE B

Problema 1.3.5 (2,5 puntos) Considera la matriz A = (Bl (1)>

a) (1,25 puntos) Halla todas las matrices X que cumplen XA = —AX' y X? = I, donde I es
la matriz identidad de orden 2.

b) (1,25 puntos) Halla todas las matrices Y que cumplen YA = AY, la suma de los elementos
de su diagonal principal es cero y tienen determinante —1.

Solucion:
a b a bY/—-1 0 -1 0\ /a c
wsax=(2 )= (¢ )0 )--(0 )6 9
—a=a=—= a=0
(—a b>77<—a —c):> (—a b)7<a c):> b=c N
—c d) b d —c d)  \-b —d —c=-b=b=c

d=—-d= d=0
= o)
Comoxt =1 — (¢ DY(O By (% 0Y (1 0) iy
LuegoX:((l) é)oX:(_Ol _01)

- a c\/=1 0 -1 0\ (a c
b) Ahorasan—<b d)ytenemos. (b d)(O 1>_<0 1> (b d>:

—a = —a
5 9-G D= e Y
b 4/ "\ b d —b=b=0b=0 -\
d=d
) Ja+d=0 a=1, d=-1
Ademés tenemos: { ad=—-1 7 { a=-1, d=1

1 0 -1 0
LuegoY-(O 71>0Y—(0 1)

Problema 1.3.6 (2,5 puntos) Un proveedor de perfumerfas vende a sus comerciantes tres tipos
de perfumes A, By C. En un primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A4, 30
de tipo B y 15 de tipo C, por un importe de 2200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15
perfumes de tipo A, 10 de tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1250 euros.
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a) (1,25 puntos) ;Cudnto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10
perfumes de tipo B y 16 de tipo C?

2
b) (1,25 puntos) Si anadimos que el precio de un perfume de tipo C' es 3 del precio de una

unidad de tipo A, jcudl es el precio de cada tipo de perfume?

Solucién:
Sean x el precio del perfume tipo A, y del tipo B y z del tipo C.

) {20m+30y+15z:2200 {4x+6y+3z:440 {4x+3z:440—6y
152 4+ 10y 4+ 10z = 1250 3z + 2y + 2z = 250 3x + 2z = 250 — 2y

{ 4z + 32 = 440 — 6) §f§(_65+3”
3 + 22 = 250 — 2\ 21032 - )

252 + 10y + 162 = 50(—65 + 3X) + 10X + 160(32 — A) = 1870 €

4z 4 6y + 3z = 440

B 4z + 6y + 3z = 440 x=>50€ tipo A
py § T2 H22=250 g 00 1 9. 29250 — { y=30€ tipo B
2 2z —52=10 2z =20€ tipo C

Z ==X

Resolucién del sistema por Gauss:

4 6 3 | 440 F 4 6 3 440
A= 3 2 21250 = | 4F, —3F; | = 0 —-10 —11]-320 =
2 0 -5 0 2F; — Fy 0 —6 —13| —440
Iy 4 6 3 440
Fy = 0 —-10 —-1| —-320 — sistema compatible determinado.
5F3 — 3F; 0 0 —62 | —1240
—1240
z= 60 - 20

—10y — 20 = —-320 = y = 30
4z 4180 + 60 = 440 = =z =50

Problema 1.3.7 (2,5 puntos) Considera el plano 7 = z — 2y + 2 — 2 = 0 y la recta r =
x =142\
y=A AeR
z=1

a) (1 punto) Estudia la posicién relativa de 7 y 7.

b) (1,5 puntos) Calcula la ecuacién de la recta contenida en m que pasa por el punto P(2,—1, —2)
y es perpendicular a r.

Solucion:

_ u =
uﬂ:(l,—Q,l)yr:{ "

a) Sustituimos renm: (1+2\)—2\+1=2= 2=2=rCn
Se puede comprobar que P, e m =— 1 -0+1—-2=0= P, EﬂyquezTZJ_u—;:>
-y = (2,1,0)-(1,-2,1)=2-24+0=0
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b) TenemossJ_r:>”tT;J_lTr>ysC7r:>u_§J_tTﬂ>.
T 7%
Luego w, =u xuz =2 1 0|=(1,-2,-5)
1 -2 1
. us:(la_27_5) - _1_
s.{P57P(2’71’72) & y=—-1-2\ XeR

z=—2—>5\

Problema 1.3.8 (2,5 puntos) Considera los puntos A(4,0,0) y B(0,2,0). Calcula los puntos del
plano OX Z que forman un tridngulo equildtero con A y B.

Solucion:

CeOXZ= Ce{y=0} = C(a,0,b)

AB| = |(—4,2,0)| = 25

JAC] = |(a,0,b) — (4,0,0)] = |(a — 4,0,b)| = \/(a — 4)2 + b7

|B?| = ‘(a70’b) - (0’270)| = |(CL, _Q?b)| = \/m

|ﬁ|:|ﬁ|: (a—4)? 4+ =’ +4+b* = a3
2

IBC| = |AB| = a® +4+ 02 =20

a® 440 =20 a3 p__ V5
2’ 2
a3 ), 3, V%
2 27 VT
3 3 V55
Luego C (2,0,—> oC (2,072)
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Capitulo 2

Aragoén

2.1. Ordinaria

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante
deberd elegir un maximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en
total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se indican. El/la estudiante debe
indicar claramente, en la primera pdgina del triptico, cudles han sido las 5 preguntas elegidas. (Si
no se indica, y se han respondido més de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas que se han
respondido en primer lugar)

Problema 2.1.1 (2 puntos) Dada la siguiente funcién

e2r — 1
flz) = — sl 2F0 gy R
a si =0

a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segin los valores de a.

b) (1 punto) Para el valor de a = 1 calcula los puntos de corte de la recta tangente a la curva
en x =1, con los ejes OX y OY.

Solucion:

a) f es continua en las dos ramas para x # 0, hay que estudiar la continuidad en x = 0:
, , e —1 0] L'm ,, 2e*
lim f(z) = lim = = lim
x—0 z—0 T z—0 1
a=2.85ia# 2= lafuncién es continua en R — {0}.

=2 =a = f es continua en x = 0 cuando

b) Sia =1 = f(z) no es continua en = 0 y, por tanto, no es derivable en ese punto.

2x
-1 €2 (22 — 1) + 1
2

(& .
flz) = 2 0 iR — fa) =
1 si =0

Y #0

X

y—fW)=f 1) (z—-1) y—e> 1= (62 +1)(z-1) =

fy=e2—1ym=f(1)=e*+1
recta tangente : y = (e* 4 1)z — 2
Puntos de corte:
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= Con OY: hacemos z = 0 = (0, —2)

2
= Con OX: hacemos y =0 = (> + 1)z —2 =0 = <27+1’0)
e

Problema 2.1.2 (2 puntos) Calcula justificadamente el siguiente limite:

lim [\/xQ +5—(z+ 2)}

T ——+00
Solucion:
2111 [M— (x+2)] = [00 — 0]

. Va2 45— (2 +2)][VaZ +5+ (2 + 2)) . 22+ 5—(r+2)?
lim = lim =
T o0 VaZ +5+ (z+2) w=too /12 + 54 (z +2)
—4xr+1 _ [—oo} —4zr T —4x

lim = lim ——= lim — =-2
T—=400 \/x2 + 5 + (CE + 2) T+00 \/ 2 4+ r—+oo 21
Problema 2.1.3 (2 puntos)

o

a) (1,2 puntos) Calcula a, by ¢ € R tales que la funcién
f(z) =ax+bsinzcosz +c

sea una primitiva de g(x) = sin® 2.
(Nota: recuerda que sinz + cos’z =1 Vz € R)

b) (0,8 puntos) Sabiendo que sin 2z = 2sin x cos  demuestra que

cos 2z = cos? z — sin® x

Solucién:
a) f'(z) = a+b(cos®z—sin®z) = a+b(1—sin® z —sin® z) = a+b(1 —2sin’z) = a+b—2bsin’ =

g(x) = sin?z=a+0b—2bsin’2s = a=—-b= R b= 5 c puede ser cualquier valor real.

b) Sea h(z) = sin 2z = 2sinx cosz = h/(x) = 2cos 2z = 2(cos® x — sin’ z) =

cos 2z = cos® x — sin’ x

Problema 2.1.4 (2 puntos) Demuestra que, entre todos los rectdngulos de perimetro P cm, el de
mayor area es el cuadrado.

Solucién: P9
P=2x+4+2y— y= _2 v
Px — 22?2
S(,y) = vy = S() = —5— '
P —4x P "'

S/ = = O —t = —

(z) ) z=7

1 1 P P . .
S'"z)y=-2= 8§ 1) = 2<0= z= - ©8 un méximo relativo.

, P p-L£ p P , )
Siz=—=y= 5 =1 = x =y = — = el rectangulo de mayor area es un cuadrado.
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Problema 2.1.5 (2 puntos) Dadas las siguientes matrices:

-2 1 10
A= 2 0 |, B= 01 |, c=AT-B+1,
0 -1 -1 0

donde AT es la matriz traspuesta de A, e I es la matriz identidad de orden 2.
a) (0,8 puntos) Calcula C?", con n € N

b) (1,2 punto) Resuelve la ecuacién CX = 5(AT - B).

1 0 -1 2
+(0 1)_(2 1)

(-1 2) 2_(5 0> 4_<52 0> 6_(53 0) Qn_<5" 0>
a)C—<2 1) =0 5)0 =0 52) =0 )" =0 s

-1 1 0
b) CX:S(AT~B):>X:SC’l(AT~B):5(_1 2) (‘2 2 0) 0 1| =
0

w5 DG D=5 )

Solucion:

1 0

-2 2 0
c-(22 0y(0 )
1 0 -1 0

2 =3 4
Problema 2.1.6 (2 puntos) Dada lamatrizA={ —4 6 m—6 |, con m € R un pardmetro.
2 -3 m+6

a) (1,2 puntos) Estudia el rango de la matriz A en funcién del pardmetro m € R

b) (0,8 puntos) Resuelve, si es posible, el sistema homogéneo A - X = O cuando m = 6.

Solucién:
-3 4 .
a) |A4] :OVmERy‘G m—6’ = -3m+2) =0= m = —2 Luego si m # -2 =
2 -3 4
Rango(A) =2ysim=-2= A=| -4 6 —8 | = Rango(4)=1.
2 -3 2

b) Un sistema homogéneo es siempre compatible, por el apartado anterior serd compatible inde-
terminado y podemos eliminar una de las ecuaciones, en nuestro caso la tercera para m = 6

tenemos:
3
T 0 T= =)
2 -3 4 20 =3y +42=0 2
(—4 6 0) v {0 ;{—4x+6y:0 — | y=A TAER
o 0 z=0

Problema 2.1.7 (2 puntos) Analizamos en un comercio los precios de tres articulos A, By C. El
producto A, es de primera necesidad y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B
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es de alimentacion y tiene un tipo reducido de IVA del 10 % y el articulo C' es un pequefio electro-
doméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %. El precio total sin IVA de la compra de 1 articulo A de
primera necesidad, 2 productos B de alimentacién y 5 pequenos electrodomésticos C' es de 483€.
Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de 100 articulos de primera necesidad
A, 10 productos de alimentacién B y 100 pequenos electrodomésticos C, es de 1954€. Ademss,
se sabe que el precio sin IVA del pequenio electrodoméstico es igual al precio sin IVA de cuatro
articulos de primera necesidad més ocho articulos de alimentacién. Calcula los precios a la venta
de los tres articulos, teniendo en cuenta que el precio a la venta es el precio con IVA incluido.

Solucién:

Sean x el precio sin IVA del articulo A, y del By z del C.
T+ 2y + 52 =483 T+ 2y + 52 =483 r=3%€
100 - 0,042z +10-0,1y + 100 0,212 =1954 — { 4o +y+212=1954 — y=10%€
z=4x 4+ 8y dr+8y—2=0 z2=092%€

Los precios con IVA serian:
» Elde A:3-1,04 =3,12 €
» Elde B:10-1,1=11 €
» Elde C:92-1,21 =111,32 €

Resolvemos el sistema por Gauss:

1 2 5 | 483 F 1 2 5 | 483
A= 4 1 211954 |=| F—4F, |=| 0 -7 1 22 —
48 —-1] 0 Fy — AR 0 0 —21[-1932
21z =—1932 = z =92 z=3
Ty +92=22 = y =10 = { y=10
T4 20+ 460 = 483 = z =3 z =92

Problema 2.1.8 (2 puntos) Dados los puntos P;(—2,1,1), P»(0,a, —2), Ps(—1,1,—1)y P4(1,3,-3),
se pide:

a) (1,2 puntos) Calcula los valores de a € R para que el tetraedro con vértices Py, Py, P3 y Py
tenga volumen 1/3.

b) (0,8 puntos) Calcula el valor de a € R para que los cuatro puntos sean coplanarios.

Solucion:

a) Sean PP, = (0,a,—2)—(—2,1,1) = (2,a—1,-3), P Ps =

(_17 17 _1)_(_2a 17 1) = (1’ Oa _2)
g
y PiPy=(1,3,-3) — (-2,1,1) = (3,2, —4)

1 12 et 3y 1 1
V:fHPng,Png,Ple;H:ﬁ 1 0 —2/|=-22-a)|==2—a=>=
6 'y 5 4 6 3 3

2—a=1=a=1

2-d=1= { 9 a=—1—q=3

b) Los cuatro puntos son coplanarios si [Png, P Ps, P1P4] =0=2(2—-a)=0= a=2

Problema 2.1.9 (2 puntos) Una asignatura de matemédticas de la Escuela de Ingenierfa y Arqui-
tectura de la Universidad de Zaragoza tiene 99 personas matriculadas (54 alumnas y 45 alumnos).
En primera convocatoria aprueban la asignatura 49 personas (28 alumnas y 21 alumnos).
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a) (1,2 puntos) ;Cuél es el porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera con-
vocatoria?, ;y de alumnos?

b) (0,8 puntos) Si elegimos aleatoriamente a una persona que haya aprobado la asignatura en
primera convocatoria, jcudl es la probabilidad de que sea una mujer?

Solucién: B
Sean H alumno, M alumna, A aprueba y A no aprueba.

2 21
a) P(A|M) = 5% = 0,5185 = 51,83 % y P(A|H) = T = 0,4667 = 46,67 %
28
b) P(M|4) = 75 =0,5714

Problema 2.1.10 (2 puntos) Vamos a suponer que durante el ano 2023, las llegadas de turistas
a nuestro pafs se realizaron de la siguiente forma: un 55 % llegd en avién, un 30 % llegd en tren,
un 10 % lleg6 en autobis y un 5 % llegd en barco. Ademés, sabemos que, de todos estos viajeros,
visitaron Aragdn el 50 % de los que vinieron en avién, el 60 % de los que vinieron en tren, el total
de los que viajaron en autobis, y un 20 % de los que vinieron en barco. Con estos datos, se pide:

a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron
Espafia en 2023 haya visitado Aragén.

b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista visitante de Aragén haya hecho su viaje
a Espana en autobus o en tren.

Solucién: B
Sean V llega en avién, T' en tren, B autobus, N barco, A visita Aragén y A no visita Aragén.

a) P(A) = P(A|V)P(V) + P(A|T)P(T) + P(A|B)P(B) + P(A|N)P(N) =
0,5-0,55+0,6-0,3+1-0,1+0,2-0,05=0,565

P(AN(BUT)) PANB)+PANT)

P(BUTI|A) = — _
b) P(BUT|A) BA) BOA)
1-0,140,6-0,3
b b ) — 4
0565 0, 4956

2.2. Extraordinaria

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante
deberd elegir un maximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en
total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se indican. El/la estudiante debe
indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cudles han sido las 5 preguntas elegidas. (Si
no se indica, y se han respondido méas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas que se han
respondido en primer lugar)

Problema 2.2.1 (2 puntos) Dada la siguiente funcién
a — Cosx si <0
flz) = zszsin(erg) si x>0
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a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segin los valores de a y b.
b) (1 punto) Para a = 1, calcula el valor de b para que, en el punto con x = g, la funcién tenga
tangente y = gac
Solucién:

a) Las dos ramas son continuas como composicién de funciones continuas. Hay que estudiar la
continuidad en z = 0:

Ay J@) = Jigyla —cosz) =a -1 lin f(x) = lin f(x) = £(0)
lim f(x) = lim (302 — bsin (m + z)) —_p == v00 a—1=—b
z—0+ z—0 2
f0)=a-1
b=1-a

La funcién es continua en R si se cumple que b = 1 — a, en caso contrario la funcién seria
continua en R — {0}

b) Se trata de la segunda rama: f(x) = 2% — bsin (x + g) = f'(z) = 2z — bcos (x + g) =
7r

N

Problema 2.2.2 (2 puntos) Estudia la existencia del siguiente limite y calcilalo en caso de existir:

I (v —2)(325 + bzt — Ta® + 222 —x + 3) + 2
fm
o223 — (22 — 4)/sin 222 + cos? z + log(z + 5)

Solucién:
Para que el limite exista se tiene que cumplir: lim f(z) = lim f(z) = lim f(z)
T2~ z—2F z—2

2
En ambos casos: lim f(z) = lim f(z) = = luego el limite existe y es precisamente ese valor.
T2~ z—21 3

(x—2)(3x° +5a* —Ta® + 222 —x +3)+2 2

1m =
©=2 3 — (22 — 4)\/sin 222 + cos?z + log(z +5) 3
En z = 2 la funcién es continua, el denominador no se anula en ese punto.

Problema 2.2.3 (2 puntos) Calcula el drea encerrada por las gréaficas de las funciones f(z) = z+6
yg(:c):{ -2z si <0
22 & oz >0
Solucién:
Buscamos los puntos de corte de las dos funciones f(z) = g(x):

{ 2r=24+6= v=-2= (—2,4) si <0
?=24+6= =3, r=—2novéalida= (3,9) si 2>0
Tenemos dos recintos de integracién Sy : [—2,0] y Sz : [0, 3].
0 0 2 0
3
51:/ (x+6+2x)dx:/ (3x+6)dm=%+6x} =6
-2 —2 -2

Sy es positiva por estar f por encima de g en [—2,0]

3 0 3 2 3 4
52:/(ﬂ?+6—332)d$=/ (—x2+x+6)da::—x—+x—+6x} _ 2
0 -2 3 2 0
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Sy es positiva por estar f por encima de g en [0, 3]

27 3
S:|Sl|—|—|52|=6—|—?:?=19,5u2

x<0

Problema 2.2.4 (2 puntos)

60 cm

En una cristaleria, a un cristal rectangular de 120 centimetros de alto
y 70 centimetros de ancho se le ha cortado por error la esquina su-
perior derecha como se ve en el dibujo. Quieren recortar dicho cristal
nuevamente de forma rectangular, de modo que la superficie sea la
méxima posible haciendo como maximo dos cortes. ;Cudles serdan las
dimensiones del nuevo cristal rectangular recortado?

120 cm
90 cm

70 cm

Solucién:
60 cm 10cm:
30 —

Tenemos: lﬁ =5 y__ y=30-3 | P B
S(x,y) = (60 + 2)(90 + y) = 5 | N\
S(z) = (60 4 )(120 — 3x) = —32° — 60z + 7200 . 5
S'(z) = —6r—60=0= x=—10 S s |8

. . . . .. Sep=Eotyoo | |§
La funcién S(z) es decreciente en el intervalo [0, 10] siendo su valor maximo ;
cuando x = 0 = S(x) = 7200
En conclusién:
Hay que cortar un cristal de 6040 = 60 cm de ancho y 90+30—3-0 = 120
cm de alto con un 4rea méxima de 7200 cm? 70 em

Problema 2.2.5 (2 puntos) De una matriz B sabemos que cumple

1 2 3 10 11 12
4 ) 6 | - B=I3—| 7 9 9 | B
-7 -8 -9 -4 -5 -7
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donde I3 es la matriz identidad de orden 3. Estudia si la matriz B tiene inversa. En caso afirmativo,
calcula la inversa de B.

Solucién:
1 2 3 10 11 12
SeaA=[ 4 5 6 JyC=| 7 9 9 | tenemos:
-7 -8 -9 -4 -5 -7
AB=I-CB= AB+(CB=1=— (A+C)B=1—=
1 2 3 10 11 12 11 13 15
iB'=A44+Cc=(4 5 6 |+ 7 9 9 )=[11 14 15
-7 -8 -9 —4 -5 -7 —-11 -13 -16

Problema 2.2.6 (2 puntos) Dadas las siguientes matrices

1 1 1 3
A=|1 m m |, B=| 5 vm e R
4 4 2m 12

a) (1,2 puntos) Analiza el rango de la matriz A segin los valores de m € R.
b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema A - X = B para el valor m = 2.

Solucién:
a) [Aj=2m? —6m+4=0= m=1ym=2.
o SimeR-—{1,2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3.

1 1 1
o Sim=1:A=(1 1 1| como 1‘ = —2# 0 = Rango(4) =2
4 2
4 4 2
1 1 1 1
&« Sim=2.A=(1 2 2| como ‘:1;&O:>Rango(A):2
1 2
4 4 4
1 1 1 T 3
b)AAX=B=— [1 2 2 yl=1{5
4 4 4 z 12
B 11 113 Fy 1 1 13
A= 1 2 2|5 |=|FKR-F |=( 0112 |=
4 4 4]12 F3 —4F; 0 0 0|0
sistema compatible indeterminado
=1
T+y+z=3 o
{y+z=2 =y v=2-A

z= A\

Problema 2.2.7 (2 puntos) En un laboratorio de una empresa farmacéutica se fabrican tres tipos
de medicamentos, M7, My y M3, a partir de tres principios activos, Ay, Ao y Az, distintos. En la
siguiente tabla se reflejan los miligramos de principio activo necesarios para fabricar un gramo de
cada medicamento:

mg de A; | mg de As | mg de Ag
para 1 g de M, 10 10 20
para 1 g de Mo 10 20 30
para 1 g de Mj3 20 30 50
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En dicho laboratorio se dispone actualmente de 70 gramos del activo A;, 90 gramos del activo A,
y 160 gramos del activo As. Se va a cerrar por vacaciones y la empresa quiere no dejar principios
activos en el laboratorio. jEs posible utilizar la cantidad total exacta disponible de principios activos
del laboratorio fabricando los medicamentos My, My y M3? En caso afirmativo, ;qué cantidades
de cada medicamento podra fabricar el laboratorio con dichos principios activos?

Solucién:

Sean z los gramos del medicamento M7, y los gramos del medicamento My y z los gramos del
medicamento Ms3.

10z + 10y + 20z = 70000 x+y+ 2z = 7000
10z + 20y + 30z = 90000 — x + 2y + 3z = 9000
20z + 30y + 50z = 160000 2z + 3y + 5z = 16000
Resolvemos por Gauss:
1 1 21 7000 Fy 1 1 217000 Py
A= 1 2 31| 9000 = | F,—F = 0 1 12000 = | F =
2 3 516000 F3;—2F 0 1 1/|2000 F3 — Fy
1 1 217000
0 1 112000 — sistema compatible indeterminado
0 0 0| O
{z+y+22:7000 . x:gggg:i
y + 2 = 2000 Z ~

Dando valores a A se pueden encontrar multiples soluciones, siendo véalidas solo las enteras positivas.
Por ejemplo con A = 0 tenemos x = 5000 gramos de medicamento My, y = 2000 gramos de
medicamento Ms y z = 0 gramos de medicamento Ms.

Problema 2.2.8 (2 puntos) Halla la ecuacién de un plano que es perpendicular a la recta dada

por los planos { 2rty=-2=0 y ademds pasa por el punto (3,2,1).
rT—y+z=-3
Soluciér% . ?
— — v J P(3,2,1)em
Up=u, =12 1 -1/=(0,-3,-3)=-3(0,1,1) = m:y+2+\=0—"
1 -1 1

2414+ 2A=0= A=-3=7m:y+2—-3=0

Problema 2.2.9 (2 puntos) Sean A(1,2,3), B(1,0,—1) y C(2,2,2) tres puntos en el espacio y v1
el vector que va de A a B; 23 el vector quevade BaCy 73 el vector que va de C a A.

a) (1 punto) Estudia si los vectores 71 , 03 y v4 son linealmente independientes.
b) (1 punto) Calcula el drea del tridngulo cuyos vértices son A, B, C.
Solucién:

a) Tenemos:
v = AB = (1,0, 1) — (1,2,3) = (0, —2, —4)

@:@: (2,2,2) — (1,0,—1) = (1,2,3)
@:CA:(123) (2,2,2) = (—-1,0,1)
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0 -2 —4

=1 2 3|=0= {v_f, 3, @} son linealmente dependientes. Uno de los
-1 0 1

vectores se podria poner como combinacién lineal de los otros dos.

[o1, 03, v3]

b) Tenemos E = (0,-2, —Q y é?’ :_Sl,(), -1)

1 1|t 7k 1 1
St:f\AﬁxAB”I:fl 0 —2 —4|]==/(2,-4,2) = =]2(1,-2,1)] = V6 u?
2 2\ o 2 2

Problema 2.2.10 (2 puntos) El 84 % de los exdmenes de Mateméticas II de la fase genérica en
la convocatoria ordinaria de la EvAU en 2022 en Aragén obtuvieron una nota mayor o igual a 5.

a) (0,8 puntos) Si seleccionamos aleatoriamente 15 de aquellos exdmenes, jcudl es la probabilidad
de que exactamente 2 tengan una nota inferior a 57

b) (1,2 puntos) Con los 15 exdmenes anteriores, jes mds probable que menos de 2 exdmenes
tengan nota inferior a 5 o que mas de 2 exdmenes tengan nota inferior a 57

Solucion:
B(15;0,16) n=15, p=0,16, ¢=0,84

15

2) -0,16% - 0,84 = 0, 2786506004

b) P(X <2)=P(X =0)+PX =1) = (15> -0,16% - 0,84 + <115> 20,16 - 0,84 =

0
0,2821337329
PX>2)=1-P(X<2)=1-(P(X=0+P(X=1)+P(X =2) =

15 15 15
1-((()) 20,16 - 0,84 ( 1) -0,16" - 0,84 + <2> -0, 162~0,8413> — 0, 4392156666

Es més probable que més de dos exdmenes tengan una nota inferior a 5 que més de dos
exdmenes tengan nota inferior a 5.
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Capitulo 3

Asturias

3.1. Ordinaria

@ Responda en el pliego en blanco a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2,5 puntos.

@ Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas
conllevardn la anulacién de la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s).

Problema 3.1.1 (2,5 puntos) En una protectora de animales se dan tres tipos de alimentos a
tres razas de perros distintas. Cada perro de la raza 1 consume, por semana, un promedio de 2
unidades del alimento A y 1 unidad del alimento C. Cada perro de la raza 2 consume, por semana,
un promedio de 1 unidad del alimento A y 1 unidad del alimento C. El consumo semanal promedio
de la raza 3 es de 3 unidades de alimento A, 1 unidad de alimento B y 3 unidades de alimento
C. Cada semana se compran 410 unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y 310 del
alimento C. Se supone que toda la comida que se proporciona se consume.

a) (0,75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice este problema y escribelo
matricialmente.

b) (1 punto) ;Cuédntos ejemplares de cada raza puede coexistir en la protectora?

¢) (0,75 puntos) Si la raza 2 consumiese 1 unidad del alimento B, jexistiria otra distribucién del
ntumero de ejemplares de cada raza que permitiese mantener las unidades compradas cada
semana?

Solucion:
Sean x el nimero de perros de la raza 1, y de la raza 2 y z de la raza 3.

A | B| C
raza 1| 2 0 1
raza 2 | 1 0 1
raza 3 | 3 1 3

410 | 30 | 310

2z +y+ 32z =410 2 1 3 T 410

a) ¢ z=30 = (0 0 1 y | =1 30
z+y+3z =310 11 3/ \» 310



2 1 3 410 1 1 3 310 Fy 1 1 3 310
b =10 01 30 |=(121 3 40 |=| Fpo—-2F, |=({0 -1 -3 =210 | =
11 3 310 0 0 1 30 F3 0 0 1 30

) A
z=30
—y—90=-210= y =120
z+ 120+ 90 = 310 = z = 100
Pueden coexistir 100 perros de la raza 1, 120 de la raza 2 y 30 de la raza 3.

A |B| C
raza 1| 2 0 1 2x +y + 3z =410
c)|raza2| 1 | 1] 1 |= ¢ y+2=30
raza 3 | 3 1 3 r+y+ 3z =310
410 | 30 | 310
2 1 3 410 1 1 3 310 bt 1 1 3 310
A=10 1 1 30 =12 1 3 410 | = | Fy, —2F; =10 -1 -3 =210 | =
1 1 3 310 0 1 1 30 F3 0 1 1 30
I 1 1 3 310 —2z=-180= 2 =90
F =10 -1 -3 =210 | = —y — 270 = -210 = y = —60
s+ 0 0 -2 -—-180 x— 604270 =310 = = =100
Para que fuese viable las soluciones no deben ser negativas, por tanto, no hay posibilidad de
solucion.
-1 -2 =2
Problema 3.1.2 (2,5 puntos) Sea z € Ry lamatriz A= | —2 -3 0 | Se pide:
1 2 T

a) (1,5 puntos) Da el rg(A) segin los valores de z. Para x = 1, comprueba que existe A™! y
calcilala.

b) (1 punto) Toma = = 1. Supongamos que B es una matriz 3 x 3 con det(B) = 5. Calcula

1
det(AB). Razona cudl debe ser el valor de det <5AB>.

Solucion:

a) |[A|=2—2=0= z=2

@& Siz=2=— |A| =0y el menor :; :;‘:—I#OﬁRango(A):Q
@& Six#2=— |A| #0=Rango(4) =3
-1 -2 -2 -3 -2 —6
Siz=1= |[Al=1=—= 34" A= -2 -3 0 |=4"'=2 1 4
1 2 1 -1 0 -1

b) Siz=1= |A|=1= |AB|=A||B|=1-5=5
LY: —<1>3AB|—(1)3 5= L
5 “\5 " \5 25

-4
Problema 3.1.3 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(x) = f_ .

a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcién f y sus asintotas.
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b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los méximos y minimos y puntos de inflexién. Calcula
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) (0,5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gréfica de f.
Solucién:
a) Dom(f) =R — {1}

Asintotas:

@ Verticales: z =1

Tt ] PV S el [l?’} = +o0
es1- 11—z LO+] et -z LO-]
@ Horizontales: y = —1
, T —4 ., rz—4
lim = lim =—1
z——00 1 — z—o0o 1 — 2
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
b) f'(z) = (55:71)2 # 0 = mno hay extremos relativos. Como f'(z) >0 Vzx € R—{1} = f(z)

es creciente en el intervalo (—oo,1) U (1, 00)

f(w) =

5 7 0 = no hay puntos de inflexi6n.

_ 6
@—1)

(—o0,1) (1,00)
f(x) ~ +

f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa — en el intervalo (—o0,1) y céncava — en el (1, 00)

c¢) Con estos datos dibujamos las gréficas:
' \

x| |

y=1 0(0,0) e ——————

\
X
!

\

Problema 3.1.4 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = sin (g — 2:6)
a) (1,25 punto) Calcula una primitiva que pase por el punto (0,1).

b) (1,25 punto) Calcula el drea limitada por f, el eje X y las rectas x =0y = = g

Solucién:
t= T — 2z
2
a) F(z) = /sin (7—290) dr = dt=—21d$ = /Sint(—7> dt = —f/sintdt =

co
2

St
F0O)=0+C=1—C=1= F(z) = ——=——+*



™
b) Comprobamos si hay algiin punto de corte con el eje de abscisas en el intervalo [0, 5} :
0 ™ 0
flz)=0= sin(E—Zx) =0= 5—2x=0:> T=,= la funcién corta al eje OX
™
en un punto interior del intervalo |0, 5}, por lo que tendremos dos recintos de integracién

con sus dreas correspondientes: Sy : [O, Z} v Sy [W z] El drea total serd S = |S1| + |Se|

/4 4 4’2
512/0 f(af)dszG)—F(O):%

/2 s T 1
S:/ fle)de=F (= )—-F|-)=—=
S (z) (2) (4) 2
_ 1.1 e
S_\Sl|+\52|—2+2_1u

x=0 x=/2|

Problema 3.1.5 (2,5 puntos) Dado el punto A = (0,—1,1) yelplanor:x+y+2+3 =0.
a) (1,5 puntos) Calcula el punto B simétrico de A respecto de .

b) (1 puntos) Calcula el drea del tridngulo plano cuyos vértices son A, C = (—=2,—3,1) y el
origen de coordenadas.

Solucién:
a) Seguimos el siguiente método:

@ Calculamos una recta ¢t 1 7 tal que A € ¢

= = _ r=A
t:{?:i’io__q’}’)l) — t:{ y=—1+) WAeR
' o z=14+A

@ Calculamos el punto A’ de corte de t con
A+ (14N +(14+N)+3=0= A=—-1= A'(-1,-2,0)

@« A’ es el punto medio de A con B:

A;B — A — B=2A"— A= (-2,-4,0)— (0,~1,1) = (~2,-3, 1)
B(=2,-3,-1)
b) OA = (0,~1,1) — (0,0,0) = (0,-1,1) v OC = (~2,-3,1) — (0,0,0) = (—2, -3,1)
Stzét(ﬂx(ﬁ(:; 82 _‘];) If |:%\(2,—2,—2)|=\/§u2

Problema 3.1.6 (2,5 puntos) Se consideran los puntos A = (1,1,1), B = (1,0,2), C = (-1,1,3)
y D =(-1,0,1).
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a) (0,75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano 7 que contiene
aA ByC.

¢) (1 punto) Calcula el punto P interseccibon de r=oc4+1=-y=z—-lynr=ax—y—z=1.

Solucién:
a) AB = (1,0,2) — (1,1,1) = ), AC = (~1,1,3) — (1,1,1) = (-2,0,2) y AD =
(101) (111):(—2,—10)
-1 1
[ﬁ,@,ﬁ] =|-2 0 2| =6% 0= Los cuatro puntos no son coplanarios.
-2 -1 0
AB = (0,-1,1) t—1 y—1 z-1
b) 7: Rf(—2,0,2)72(—1,0,1) = 7:| 0 -1 1l |=—2—y—243=0=
A(1,1,1) -1 0 1
miz+y+z—3=0
= = _ r=—-1+A
r:{zg(iuﬂoil)(l’l’l) = r:{ y=2A YA eR
z=14+2AX
—(1,-1,1) r=—-14+A
c)r'{ AN = r:{ y=-A YA eR
Po(=1,0.1) P
sustituimosen r: 2 —y—2—-1=0= (-1+A) - (-)-(14+N)-1=0= A=3=
P(27_3a4)

Problema 3.1.7 (2,5 puntos) En una empresa 55% de los trabajadores han hecho el curso
‘ChatGPT’. El 30% de los trabajadores que han hecho este curso también han hecho el curso
‘TA, el 40 % de los que no han hecho el curso ‘ChatGPT’ han realizado el curso ‘IA’.

a) (1,25 puntos) Tomado un trabajador al azar, jcudl es la probabilidad de que haya realizado
el curso ‘TA’?

b) (1,25 puntos) Si un trabajador elegido al azar no ha hecho el curso ‘TA’, jcudl es la probabi-
lidad de que si tenga el curso de ‘ChatGPT’?

Solucién:
Sean C ha hecho curso de ‘ChatGPT’, C no ha hecho curso de ‘ChatGPT’, I ha hecho curso de
‘TA’ y I no ha hecho curso de ‘TA’

a) P(I) = P(I|C)P(C) + P(I|C)P(C) = 0,55-0,3 40,45 -0,4 = 0,345

—._P(I|IC)P(C) _ 0,55-0,7
P I - — = =
b) P(C|I) P o35~ 058

Problema 3.1.8 (2,5 puntos) Una empresa cafetera realiza una encuesta a 10000 individuos sobre
el tipo de café que compran. Los resultados son: 8000 dicen comprar café torrefacto, 4000 café
natural y 3000 ambos tipos de café.
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a) (0,5 puntos) Si se elige un individuo al azar, jcuél es la probabilidad de que compre alguno
de los dos tipos de café?

b) (1 punto) Se selecciona un individuo y se le pregunta si compra café natural. Se repite la
operacién 100 veces, pudiendo repetirse el individuo seleccionado. Calcule aproximando por
una distribucién normal si fuese posible, la probabilidad de que no mas de 50 individuos
compre café natural.

c¢) (1 punto) Si en el apartado anterior sélo se seleccionasen 10 individuos, jcudl es la probabi-
lidad de que 5 compren café natural?

Algunos valores de la funcién de distribucién N (0, 1) son: F(z) = P(Z < x), F(0) = 0,5, F(0,15) =

0,5596, F(2,1433) = 0,9838, F(0,9793) = 0,8340, F(0,5596) = 0,7112, F(0,6294) = 0, 7356,
F(0,8159) = 0,7939, F(0,9) = 0,8159, F(1,28) = 0,9.

Solucién:
Sean T toma café torrefacto y N toma café natural.
8000 4000 3000
PT)=——=0,8 P(IN)=——=04y P(TNN)=——=0,3.
a) P(T) 0g = 08 P(N) = 15505 = 04y P )= 10000 =

P(TUN) = P(T) + P(N) — P(TAN) = 0,8 +0,4—0,3=0,9
b) B(100;0,4). Tenemos n = 100 > 30, np =40 > 5 y ng = 60 > 5 luego:

N(np,/npq
B(IOO; 0,4) ( ~ ) N (40;4, 899)
50,5 — 40
P(X < 50) =P <Z < W) = P(Z <2, 1433) =0,9838

10

c) B(10;0,4): P(X =5) = (5

) -0,4%-0,6°% = 0,20066

3.2. Extraordinaria

@ Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2,5 puntos.

@ Indique en el pliego del examen la agrupacién de preguntas que responderd: agrupaciones de
preguntas que sumen més de 10 puntos conllevardn la anulacién de la(s) tltima(s) pregunta(s)
seleccionada(s) y/o respondidaf(s).

Problema 3.2.1 (2,5 puntos) Una fabrica produce tazas, platos y teteras de cerdmica. Por cada
uno de estos productos se utiliza una cantidad fija de material, que se introduce en la maquina de
la cual sale la pieza preparada para el embalaje. En cada taza la méquina utiliza 5 minutos, 4 en
cada plato y 8 en cada tetera. El coste del material utilizado es 3 € cada taza, 4 € cada plato y 3

€ cada tetera. Se hace un estudio de la produccién durante 50 minutos y se calcula que el coste es
de 26 €.

a) (0,75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modele el problema y escribelo
matricialmente.

b) (1 punto) Suponiendo que en estos 50 minutos se fabricaron en total exactamente 8 piezas,
calcula, si es posible, cuantas unidades se produjeron de cada tipo.
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¢) (0,75 puntos) Si se consigue rebajar el tiempo de elaboracién de cada tetera de 8 a 5 minutos,
seria posible fabricar 10 piezas?

Solucién:
Sean x el nimero de tazas producidas, y de platos y z de teteras.
2 {5x+4y+8z=50 (5 4 8). ;3 :<50)
3z +4y+ 32 =26 3 4 3 . 26
r+y+2=8 1 1 1] 8 F 1 1 1|8
b) 5x+4y+82=50 = 5 4 8|50 |=| Fb—=5F | = 0 -1 3|10 | =
3z + 4y + 3z = 26 3 4 3|26 F3 — 3F; 0 1 0|2
F 1 3z2=12= z2=4
5 = 0 —1 3 10 —{ —y+12=10= y=2
Se han fabricado 2 tazab 2 platos y 4 teteras.
c¢) Ahora tenemos;
z+y+2=10 1 1 1110 F 1 1 1|10
5c 4+ 4y + 52 =50 — 5 4 51|50 =| F,—5F | = 0O -1 0| 0 =
3z + 4y + 32 = 26 3 4 31|26 F3 — 3K 0 1 0]|—-4
F 1 1 1|10
Fy = 0 -1 0| O = sistema incompatible (no tiene solucién)
Fs5+ F, 0 0 0]—4
No seria posible fabricar las 10 piezas.
1 2 3
Problema 3.2.2 (2,5 puntos) Sea z € R y las matrices A = ( =1 0 3 |,B=(1 1 2)y
2 0 =z
1
c=1(1
2

a) (0,75 puntos) Decide de forma razonada si se pueden realizar las operaciones siguientes C AB
y BAC'. ;Cudl seria la dimensién de su matriz resultante si pudiese realizarse?

b) (1,75 puntos) Calcula segin los valores de x el rango de A. Para = 0, comprueba que existe
A~1y calcilala.

Solucion:

a) 3C’1 3A3 1B no se puede multiplicar, el nimero de columnas de C no coincide con el niimero
X X x3
de ﬁlas de A, y el nimero de columnas de A no coincide con el nimero de filas de B.

1B3 A 301 = BAC si se puede multiplicar, el niimero de columnas de B coincide con el
X X X
nimero de filas de A, y el nimero de columnas de A coincide con el nimero de filas de C.

En este caso la matriz resultante tendria de dimensién el nimero de filas de B por el niimero
de columnas de C, es decir 1 x 1.

) Al =22 +12=0= z = —6.
@ SizeR—-{-6} = |A| # 0= Rango(A4) = 3.
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2

. 1
& Sir=-6— ‘1 0

‘ =2 # 0 = Rango(4) = 2.

0 0 1/2
Siz=0= |A|=12#4£0= 347 ' = 1/2 -1/2 -1/2

0 1/3 1/6
: y z? —4
Problema 3.2.3 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(x) = T

a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcién f y sus asintotas.

b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los méximos y minimos y puntos de inflexién. Calcula
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) (0,5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gréfica de f.

Solucion:

a) Dom(f) =R — {1}.
Asintotas:

@ Verticales: x = 1.

i x? —4 -3 i x?—4 {—3} n
11m = |—| = — 1m = | —| =
ao1- -z LoF VTS T oo >
@ Horizontales: No hay.
i x2—4 n T x2—4
1m = o0 1m = —00
T—r—00 l—m ya:~>+oo 1—1,‘
@ Oblicuas: y = mx +n
2
—4
m= tim L - g A
r—Foo I z—too x — 12
— i () -ma) =t (St ia) =
n= i U@ - = lip (T +e) =
y=—-zc—1
, 2% —2r+4 . .
b) f'(z) = Tz < 0Vze € R— {1} = f es decreciente en todo el dominio de la
T —
funcién y, por tanto, no tiene extremos relativos.
6
f'(x) = CEE # (0 = f no tiene puntos de inflexién:
T —

(—OO, 1) (1700)
f'(=) - +

f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa — en el intervalo (—oo,1) y céncava — en el (1, 00).

c¢) Grafica:

40



Problema 3.2.4 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = sin(r — 2z).

a) (1,25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto (g, 1)

b) (1,25 puntos) Calcula el drea limitada por f, las rectas z = —g yr= %
Solucién:
t=m—2x
= _ dt 1 t
a) F(x):/sin(ﬂ—2m)dx: L :/sint—:—f/sintdtzg—&-C:
dt -2 2 2
dr = —
-2
-2
(;os(7r2 x) LC
1 1 -2 1
F(g):§+0:1:> C=§=> F(x):cos(w 2x)+

b) Analizamos posibles puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas en el intervalo
[—%, %} y tenemos sin(r — 2x) = 0 = z = 0 y las no vélidas z = :l:g luego hay dos
recintos de integracion: Sy : [—%, O] y So: [0, %}

0 T 1
S:/ sin(m —22)de =F0)—F(—=) = —=
) ( ) (0) ( 4) 5

7T/4 T 1
S :/ sin(r —2x)de =F (—) — F(0) = =
S A (4) 2
S:|Sl‘+|S2|:1’UJ2

Problema 3.2.5 (2,5 puntos) Se consideran los puntos A = (0,—1,1) y B = (2,1, 3).

a) (1,25 puntos) Encuentra la ecuacién del plano m que cumple que los dos puntos son simétricos
respecto a él.

b) (1,25 puntos) Encuentra la ecuacién continua de la recta r perpendicular al plano 7' =
x4y + z =3 y que contiene al punto @ = (1,0, 1).
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Solucion:

a) Se trata de un plano mediador, un punto de él P(z,y, z) tiene que cumplir:
d(A,P) = d(B,P) = |AD| = |BP| =

V@ =02+ @+12+(-12=/(z-22+ @y -1+ (- —3)? =
midr+4y+4z—-12=0= 1 :2+y+2-3=0

I r=1+X
b) r {g:uw(/l_o(i’)l’l) =iy y=2A VAR =

r = s Yy z2=1+ A

-1 —1

Problema 3.2.6 (2,5 puntos) Se consideran los puntos A = (1,1,1), B = (1,0,2), C = (-1, 1, 3),
Yy D= (71705 1)7

a) (0,75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

b) (0,75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano 7w que contiene
aA ByC.

¢) (1 punto) Calcula el punto P interseccién de r y 7 del apartado anterior.

Solucion:
SeanfTB’ (1,0,2) — (1,1,1) = ﬁ -1,1,3) — (1,1,1):(—2,0,2)yﬁ:
(-1,0,1) — (111) (2,—1,0).
0 -1 1
[AB,AC,AD|=|-2 0 2/=6+40—
-2 -1 0
Los cuatro puntos no son coplanarios.
AB = (0,-1,1) z-1 y—1 2z-1
b) 7 : ?:( 2,0,2) = m:| 0 -1 1 |=24+y+2-3)=0=
—(1,1,1) —2 0 2

T:x+y+2—-3=0

. r=—-14+X
e EZHCGEY = = e
r = s Uy Z:1—|—)\

¢) Sustituimos renm = (—14+A)+A+(1+A)-3=0= A=1= P(0,1,2)

Problema 3.2.7 (2,5 puntos) En un instituto el 55 % de los estudiantes del curso 2023-2024 hacen
el Bachillerato de la modalidad de Ciencias y Tecnologfa. El 30 % de los estudiantes que cursan el
Bachillerato de Ciencias cursan como optativa la asignatura “Proyecto de Investigacion Integrado”
y de los que no hacen este Bachillerato, el 40 % cursan esta asignatura como optativa.
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a) (1,25 punto) Tomado un estudiante al azar del total de matriculados en Bachillerato, jcudl
es la probabilidad de que curse la asignatura “Proyecto de Investigaciéon Integrado”?

b) (1,25 puntos) Si un estudiante elegido al azar no cursa la asignatura “Proyecto de Investiga-
cién Integrado”, jcudl es la probabilidad de que curse el Bachillerato de Ciencias y Tecno-
logia?

Solucién:
Sean los sucesos C' Bachillerato de Ciencias, C otro bachillerato, I cursa como optativa “Proyecto
de Investigacién Integrado” y I no cursa como optativa “Proyecto de Investigacion Integrado”.

a) P(I)= P(I|C)P(C)+ P(I|C)P(C) =
0,3-0,5540,4-0,45 =0, 345

P(|C)P(C)  0,7-0,55

b) P(CID) = PO)  1-0,345

= 0,58779

Problema 3.2.8 (2,5 puntos) En una comunidad auténoma se estudia la cantidad media de basura
que se genera por habitante durante dos meses. Se observa que sigue una distribucién normal de
media 85 Kg y desviacién tipica 15 Kg.

a) (0,75 puntos) ;Qué porcentaje de poblacién genera mas de 90 Kg cada dos meses?

b) (0,75 puntos) Si se toma una muestra de 10000 habitantes, jcudntos generan menos de 90
Kg de basura?

¢) (1 punto) Se hace una campafa de concienciacién y se observa que de las 10000 personas de la
muestra, 5596 generan menos de 70 kg de basura. Suponiendo que se mantiene la desviacién
tipica, jcudl es la nueva media? ;Ha funcionado la campana?

(Algunos valores de la funcién de distribucién N(0,1) son: F(z) = P(Z < z), F(0) = 0,5,
F(0,15) = 0,5596, F(0,3333) = 0,6294, F(0,385) = 0,65, F(0,5596) = 0,7112, F(0,6294) =
0, 7356, F(0,8159) = 0,7939.)

Solucion:
N(85;15)

90 — 85
15

a) P(X > 90) = P(ZZ ) = P(Z>0,3333) =1 - P(Z <0,3333) = 1 —0,6294 =

0,3706 = 37,06 %

b) 10000 - P2 < 90) = 10000(1 — 0,3706) = 6294 habitantes.

5596
70— u 70 —
P(xX<7)=P(z< = 0,5506 = = = 0,15 = 1 = 67,75

La media ha descendido notablemente y podemos afirmar que la campafia ha funcionado.
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Capitulo 4

Cantabria

4.1. Ordinaria
INDICACIONES

a) Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

b) Si realizan més de cuatro ejercicios sélo se corregirdn los cuatro primeros, segin el orden que
aparecen resueltos en el cuadernillo de examen.

¢) Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucién. Todas las respuestas deben ser razonadas.

d) Entre corchetes se indica la puntuacién méxima de cada apartado.

e) No se permite el uso de calculadoras gréficas ni programables. Tampoco estd permitido el
uso de dispositivos con acceso a Internet.

Problema 4.1.1 (2,5 puntos) Dentro de un grupo de estudiantes que realiza un examen hay tres
a los que les sale mejor de lo que esperaban. Estos son Antonio, Maria y Paula. Antonio obtiene la
mitad de la nota de Paula més un tercio de la nota de Maria. El doble de la nota de Maria es igual
a la de Antonio maés la de Paula y Paula saca dos puntos mas que Antonio. Razone si el enunciado
expuesto es posible. En caso afirmativo, calcule la nota de cada estudiante.

Solucién: Sean x la nota de Antonio, y la de Maria y z la de Paula.

$:§+% 6r —2y—32=0 r =28
% =1z + 2 == r—2y+2=0 == y=29
O r—z=-2 z=10
Resolvemos el sistema por Gauss:
6 -2 —-3| 0 " 6 -2 -3| 0 F
A= 1 -2 1 0 =| 6F—F | = 0 —-10 9 0 =| =
1 0 -—-1]|-2 6F3 — F 0 2 =3|-12 S5F5 + F»
6 -2 =-3| 0 —6z=-60= 2=10
0 —-10 9 0 = —-10y4+90=0= y=9
0 0 —6|-60 6r—18—-30=0=— =38

Problema 4.1.2 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) = zlnz, con z > 0.
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)

a) (
b) (0,75 punto) Calcule una primitiva de f(z).
c) (

)

0,75 puntos) Calcule la derivada de f(x).

1 punto) Calcule el drea del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas
r=1yx=2.

Solucion:

a) f'(z)=1+Inz, con x > 0.

1
u=Inr —= du= —dz
T

2 2] 1
b)F(x):/xlnxdx: dv:xdajﬁv:% :x2nx—§/mdx:
/udvzuv—/vdu

2?lnz 22 22(2Inx — 1)
> T tO=— 5 ¢

c¢) Analizamos si la funcién corta el eje de abscisas en algin punto interior del intervalo [1, 2]:
f(x) =xlnz =0= 2 =0y 2z =1 que no pertenecen al interior del intervalo, luego sélo
hay un recinto de integracién S : [1,2].

2
1 8ln2 -3
S = / elnzde| = |F(2) — F(1)| = ‘21112 14 4‘ = HT ~ 0, 6363 u?
1
0(0,0) N /j/ 1,0 20
Problema 4.1.3 (2,5 puntos) Counsidere la recta r : { ﬁig;——z;fo yelplano 7 : 2z4+y—az =

3 en funcién del parametro a € R. Razone si es posible asignar algin valor al parametro a para
que:

a) (0,75 puntos) la recta esté contenida en el plano. En caso afirmativo, dé un valor para a.
b) (0,75 puntos) la recta y el plano sean paralelos. En caso afirmativo, dé un valor para a.

¢) (1 punto) la recta y el plano se corten. En caso afirmativo, dé un valor para a y dénde se

cortan.
Solucion:
r=-—10— 3\ —
Jrt+y+2z4+5 ) B .{uT:(—3,2,1)
T'{x—|—2y—z:0 == 7 z:i+2)\ == 7 P.(~10,5,0)

T:2r4+y—az=3= u’ﬁz(2,1,—a)
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a) rCm— rla; = u-u,=0

g =(—3,2,1)(2,1,—a) = —6+2—-a=0= a=—4

Para que r C 7 también se tiene que cumplir P, e 1 = —20+5—-0#3 = P. &1 —
r ¢ m independientemente del valor de a.

b) Por lo visto en el apartado anterior si a = —4 = r || 7.

¢) Sia # —4 = ry 7 se cortan, elijo a = 0 = 7 : 2z + y = 3. Sustituimos r en

2(-10=3X)+(5+2\) =3= A= ,g = (g, 74,72)

Problema 4.1.4 (2,5 puntos) Ciertos sintomas pueden deberse a tres enfermedades diferentes que
no se padecen de forma simultdnea. Con una probabilidad 0,7 se deben a la enfermedad 1 (E1),
con una probabilidad 0,2 a la enfermedad 2 (F2) y con una probabilidad 0,1 a la enfermedad 3
(E3). Existen tres tratamientos diferentes, el A es el adecuado para E2, el B para E3 y el C
para E1. Asi y todo, cada uno de los tratamientos tiene cierto poder de curaciéon de cada una
de las enfermedades. La probabilidad de ser curado con cierto tratamiento cuando se tiene cierta
enfermedad viene dada para cada tratamiento y enfermedad por la siguiente tabla.

E1 | E2 | E3
Trat. A | 0,6 1 10,4
Trat. B | 0,65 0,5 | 0,9
Trat. C | 0,751 0,2 | 0,5

Note que, de acuerdo con la misma, la probabilidad de curarse con el tratamiento A cuando se tiene
E3 es de 0,4. ;Qué tratamiento debemos administrar a un paciente con dichos sintomas, teniendo
en cuenta que no sabemos a priori cudl de las tres enfermedades padece?

Solucién:

Tenemos P(E1) = 0,7, P(E2) = 0,2 y P(E3) = 0,1 y las probabilidades de la tabla son las
condicionadas P(Trat|E7) y tendremos:

P(A) = P(A|E1)P(E1)+ P(A|E2)P(E2)+ P(A|E3)P(E3) =0,6-0,7+1-0,2+0,4-0,1 = 0,66
P(B) = P(B|E1)P(E1)+P(B|E2)P(E2)+P(B|E3)P(E3) = 0,650,740, 5-0,24+0,9-0,1 = 0,645
P(C)=P(C|E1)P(E1)+P(C|E2)P(E2)+P(C|E3)P(E3) =0,75-0,7+0,2-0,240,5-0,1 = 0,615
Si no conocemos la enfermedad el tratamiento mas eficaz es el A.

-1 1 1
Problema 4.1.5 (2,5 puntos) Considere la ecuacién AX = B donde A = 1 -1 0]y
-2 1 0
-9 6
B=|-1 5
2 =5

a) (0,25 puntos) Calcule el determinante de A.
b) (1 punto) Razone si A tiene inversa y, en caso afirmativo, calcule la inversa de A.

¢) (0,25 puntos) Determine el ntimero de filas y de columnas de X para que la ecuacién tenga
sentido.

d) (1 punto) Calcule el valor de X.

Solucion:
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a) |A| = -1

0 -1 -1
b) [A| 0= 34" =0 -2 -1
1 1 0
c) 3A3 - X = 3327 para que la ecuaciéon tenga sentido tiene que ser m = 3 y n = 2 —=
X mXxXn X
Dim(X) =3 x 2.
0 -1 -1 -9 6 -1 0
d) AX=B= X=4"'B=[0 -2 -1 -1 5 |=( 0 -5
1 1 0 2 =5 —-10 11
z+1
—— i <10
Problema 4.1.6 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) =< 22+ s

vVve+1 si x>10

a) (0,5 puntos) Determine el dominio de definicién de f(z).

b) (1 punto) Determine los intervalos, del dominio de definicién, en que f(z) es continua.
¢) (1 punto) Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calctlela(s).
Solucién:

a) En la rama x < 10 hay dos puntos en los que la funcién no existe t =0y 2 = —1 yen > 10
la funcién existe para todos los puntos de esta rama. Luego Dom(f) =R — {0, —1}

b) Por lo visto en el apartado anterior, la funcién es continua en todo R salvo en los puntos
x =0,z =—1y x =10 dande habra que estudiar su continuidad:

@& Enz=0:

z+1 , 1 1 , z+1 , 1 1
m —=Illm —=|—|=-xy lim —— = lim —=|—| =4
z—0- z(x+1) zm0-x 0~ a=0t z(z+1) a0t 0+
Hay una discontinuidad no evitable con un salto infinito.
1 0
« Eng=-1 lm — 1+ = H = lim - =-1
r——1 1‘(1‘ -+ ) 0 z——12x
Hay una discontinuidad evitable con un agujero.
@ Enzx = 10: 41 1 ]
z—10— z—10— (T z—10— T — lim (m) 7& lim f(ﬂ?) .
lim f(z)= lim Vva+1=+v11 =10~ =10
z—10* z—10t+

Hay una discontinuidad no evitable con un salto finito.

@ La funcién es continua en R — {0, —1,10}
¢) Asintotas:

@ Verticales: En x = —1 analizada en el apartado anterior.

@ Horizontales: En y = 0 cuando z — —o0

1 — 1
e lm f(z)= lim “;L:[;’O}z lfm = =0
T——00 rz——00 T4 + X o0 T——00 I
e lim f(z)= lim Va+4+1=+4oc0
r—+00 r—400
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@ (Oblicuas:

e Cuando x — —oo no hay por haber horizontales.

, x ; r+1 , r+1
e Cuando z — +o00o = m = lim M: lim = lim 5 =
r——0c0 I r— 400 xX x——+00 €T
) 1 1
lim 4/—+ — =0 = no hay asintota oblicua.
r—+00 x x
¥y \l ///
x<10 """ x>10
x=1
c— ey
0(0,0)
(-1,-}\
\ x=10

Problema 4.1.7 (2,5 puntos) Sean A = (6,2,—1), B = (3,0,5) y C = (—2,1,2) los vértices de
un triangulo.

a) (1,25 puntos) Calcule los dngulos internos del tridngulo.
b) (1,25 puntos) Calcule el drea del tridngulo.

Solucién:
a) Amgulos:

@ Angulo con vértice en A:

Sean/@*(305)—(6,2,—l) ~3,-2,6) y AC' = (=2,1,2)— (6,2, —1) = (—8, —1,3)
i AB . AC (—3,—2,6) (=8, —1,3) _24+2+18_ 14

T [AB|AC| VOTAt36-Vodr1+9 7.y 7.7

=

A = 43°3'18"

- Angulo_(;on vértice en B:
Sean BA = (6,2,-1) - (3,0,5) = (3,2,~6) y BC = (~2,1,2) — (3,0,5) = (~5,1, -3)

. BA-BC  (3,2,-6)-(~5,1,-3) _—15+2+18_ 5
|BA||BC| VI9+4+36-v/25+1+9 7-/35 7-/35
B = 83°3/55"
&« O =180° — (A+ B) = 180° — 126°7'13" = 53°52'47"
77 F
1 13v/10
’ﬁxm‘—| S2 6 (1= 5l - 130,3,1)] = \[220,554813
-1 3

Problema 4.1.8 (2,5 puntos) La poblacién de mujeres de 18 anos sigue una distribucién normal de
media una altura de 175 cm y una desviacién estandar de 7,41 cm. Supongamos que la probabilidad
de que una persona se llame Lucia es 0,006.
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2)

b)

(1,25 puntos) Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 anos se llame Lucia y mida
méas de 180 cm.

(1,25 puntos) Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 anos se llame Lucia o mida
méas de 180 cm.

Solucion:

a)

b)

4.2.

N(175;7,41)

Partimos de que los sucesos medir mas de 180 y llamarse Lucia son independientes. Sea el
suceso llamarse Lucia= L y medir méas de 180= M.

P(M) = P(X > 180) = P<Z>M) = P(Z > 0,67) =1-P(Z < 0,67) =

= a4
1—0,7486 = 0, 2514
P(LNM) = P(L) - P(M) = 0,006 - 0,2514 = 0,00151

P(LUM) = P(L) + P(M) — P(LN M) = 0,006 + 0,2514 — 0,00151 = 0, 2559

Extraordinaria
INDICACIONES

Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

Si realizan més de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que
aparecen resueltos en el cuadernillo de examen.

Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucién. Todas las respuestas deben ser razonadas.

Entre corchetes se indica la puntuacién maxima de cada apartado.

No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco estd permitido el
uso de dispositivos con acceso a Internet.

Problema 4.2.1 (2,5 puntos) Considere la matriz

1
-1
-2

1

—_ O = Q
Q= O
w o N O

en funcién del parametro a € R. Razone cudl es el rango de A.

Solucion:
Calculamos el determinante de A:

a 1 1 0 Fi —aFy 0 I1+a 1 —2a
|l 102 | B -1 0 2 __1:;“}_3“_
0 -2 1 0 | R 0 -2 1 0| | |
1 1 a 3 Fy — F, 0 2 a 1
—(4a* +5a + 3) # 0 Ya € R = Rango(A4) =4 Va € R



22 =102 +25z si x<5

Problema 4.2.2 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) = { In(z? — 25) G 255

a) (1,25 puntos) Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calcilela(s).
b) (1,25 puntos) Determine si f(z) tiene punto(s) de inflexién. En caso afirmativo, calctilelo(s).

Solucion:

a) Dom(f) =R.
Asintotas:

@ Verticales: x =5
lm f(z) = lim (2® —102? +252) =0y lim f(x) = lim In(z? —25) = —
z—5~ z—5~ z—5t z—5t
@ Horizontales: No hay
lim f(2) = zg@m(ﬁ —102% 4+ 252) = —ocoy lim f(z) = lim In(z?® —25) = +o0

r—r+00 T—+00

@ Oblicuas: y = mz +n

En la rama z < 5:
flx) . @®—102” + 25z

lim lim —— = o0, luego no hay oblicua.
r——00 I T——00 €T
En la rama x > 5: )
In(z? — 2 ’ ToaE 2 ’
AL e Gl B ot 2 T gy o [
z—+oo Zx z—+oo T 00 z—+oo 1 z—+oo 2 — 25 00
lim — = 0 = luego no hay oblicuas.
r—+00 21
10 .
302 — 20z 425 si x<5 6r—=20=0— z=— si z<5
b) f(z) = 2 . = f"(z) = 2(a2 + 25)
o8 si x>5 _7(352—25)2#0 si x>5H

Luego el tnico punto de inflexién posible se encuentra en la rama x < 5y es x = 3 Recu-

10
rrimos a la tercera derivada en esta rama f"'(z) = 6 = f"” (3) =6# 0= f tiene un
. ., 10
punto de inflexién en z = 5

/N

PI(10/3, 250/27)\

b

S |2 x

000,0) /

/

/

Problema 4.2.3 (2,5 puntos) Sean A = (0,0,0), B = (0,0,1), C = (a,4,1) y D = (a,4,0) los
vértices consecutivos de un rectangulo en funcién de una constante a > 0.

a) (1,25 puntos) Calcule la constante de forma que el drea del rectdngulo sea 5 u?.
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b) (1,25 puntos) Calcule las ecuaciones paramétricas de las rectas de los lados del rectdngulo
para a = 3.

Solucion:

D(a,4,0) t C(a,4,1)

h s

A(0,0,0) r B(0,0,1)

a)Tenemosﬁ (0,0,1) yﬁ (a,4,0)
—

(3
S=|ABxAD| = || 0
a

=|(~4,a,0)| = V16 + a2 = 5 = 16+a®> =25 = a = +3

e o]

%
k
1
0

comoa>0=— a=3

b) Sia=3= A(0,0,0), B(0,0,1), C(3,4,1) y D(3,4,0):

T:{ — AB = (0,0,1) a0

r:x y=0 VieR

P = A(ooo) 5
- s {%::]?(00%40 s gz? YAER
't:{ZZ%Z,%O’_U:_(O’O’D . zzé WA e R
e TPA a0 =0, i VAcR

z=0

Problema 4.2.4 (2,5 puntos) Se ha desarrollado un test para detectar un tipo particular de
artritis en personas de alrededor de 50 anos. Calcule la probabilidad de que una persona esté
enferma si al hacerle el test este sale positivo. Conocemos por un estudio previo que:

@ [a probabilidad de que las personas sobre 50 anos tengan este tipo de artritis es de 0,10.

@ [La probabilidad de que el test salga positivo a personas sobre 50 anos con la artritis estudiada
es de 0,85.

@ La probabilidad de que el test salga positivo a personas sobre 50 anos sin la artritis estudiada
es de 0,04.

Solucién: B -
Sean A tiene artritis, A no tiene artritis, T el test da positivo y T el test da negativo.
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P(A) = 0,10, P(T|A) = 0,85 y P(T|4) = 0,04

P(T) = P(T|A)P(A) + P(T|A)P(A) = 0.1 0IT~T
0,85-0,10 + 0,04 -0,15 = 0, 121
P(T|A)P(A 0,1
(T|A)P(A) _ 0,85-0, 0 _ 0.7025 >

P(A|T) = -
(A[T) P(T) 0,121 q{
0,96 ~T

Problema 4.2.5 (2,5 puntos) Considere el sistema de ecuaciones

r—3y+2z=-1
—2x +4z=—6
T—2y+Az=0

en funcién del parametro A € R.

a) (0,75 puntos) Razone si el sistema puede ser incompatible. En caso afirmativo, determine
cuando lo es.

b) (0,75 puntos) Razone si el sistema puede ser compatible determinado. En caso afirmativo,
determine cuando lo es.

¢) (0,75 puntos) Razone si el sistema puede ser compatible indeterminado. En caso afirmativo,
determine cuando lo es.

d) (0,25 puntos) Razone si el sistema tiene solucién tnica para A = 1. En caso afirmativo, calcule
dicha solucion.

Solucion:
B 1 -3 2|-1 9
a) A= -2 0 4] -6 :>\A|:2(2—3/\)=O:>)\:§
1 -2 X O

2 _
&« Si\AeR- {5} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n® de incégnitas y el

sistema es compatible determinado. (solucién tnica)

9 _ 1 -3 2 |-1 I3 1 -3 2 -1
. \=—: A= -2 0 4 | -6 | =| F2+2F | = 0 —6 8 -8 | =
3 1 -2 2/3| 0 Fy— Ry 0 1 -4/3| 1
) 1 -3 2]-1
Fy = 0 -6 8| -8 —> sistema incompatible
6F5 + Fy 0 0 0|-2

2
Luego el sistema puede ser incompatible y ocurre cuando A\ = 3

2
b) El sistema puede ser compatible determinado y esto ocurre YA € R — {g}

¢) Como se vio en el apartado primero el sistema no puede ser compatible indeterminado.

93



d) Si A =1 el sistema es compatible determinado y tiene solucién tnica:

1 -3 2]-1 r 1 -3 2 |-1 )
A= -2 0 4|-6 |=| B+2Fr |=l 0 -6 8 |-8 |=| R =
1 —2 1|0 Fy—Fy 0 1 -1]1 6F; + F,
1 -3 2]-1 2= -—2= z=—1 r=1
0 -6 8/-8 |=1{ —6y—8=-8=y=0 = { y=0
0 0 2|-2 T-0-2=—-1= =1 z=—1

Problema 4.2.6 (2,5 puntos) Considere la funcién f(x) = ax + sinz, en funcién de la constante
real a, con x € [0, 27].

a) (0,5 puntos) Determine la constante para que la funcién valga 0 cuando © = 7/2

b) (1 punto) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) para el valor de a
calculado.

¢) (1 punto) Calcule una primitiva de f(x).

Solucion:
) f (7‘(‘) am F1—0— 2
a — = — = a = ——
2 2 ™

2 2
b) f(x)=—=+cosx =0= cosz=— = x =0,8807 ~0,28037 y = = 5,4025 ~ 1, 71977
T T
radianes

(0;0,8807) | (0,8807;5,4025) | (5,4025;2)
f'(x) + - +
f(z) | creciente /| decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (0; 0,8807)U(5,4025; 27) y decreciente en el (0, 8807; 5,4025).
Tiene un maximo relativo en x = 0,8807 y un minimo relativo en z = 5,4025.

az?
c) /(ax—i—sinx)dx: - —cosxz +C

Problema 4.2.7 (2,5 puntos) Sean A = (0,3,2), B = (4,1,3), C = (2,3,4) y D = (0,1,2) los
vértices de un tetraedro.

a) (1,25 puntos) Obtenga la ecuacién vectorial del plano determinado por los puntos A, By C.

b) (1,25 puntos) Calcule el volumen del tetraedro.

Solucién:
) AB = (4,-2,1 ﬁ—(z,w AD = (0,-2,0)
@:( D
s @:(202) = 7 (2,9,2) = (0,3,2) + A4, —2,1) + u(2,0,2) VA, u € R
A(0,3,2)
4 -2 1
) Vo = - Hﬂ%f&ﬁ” 2 o 2f=2-0w
0 29 O



Problema 4.2.8 (2,5 puntos) Las alturas de hombres de 17 afios sigue una distribucién normal
de media 175 centimetros y desviacién estandar 7,41 centimetros. Sea A el suceso formado por los
hombres de 17 anos que miden méas de 170 centimetros y B el suceso de las personas de 17 anos
que realizan la EBAU en una region determinada. Tenemos que P(BC) = 0,35, donde BY denota

el suceso contrario de B.
a) (1 punto) Calcule P(A).

¢) (0,5 puntos) Calcule P(AN BY).

) ( )
b) (0,5 puntos) Calcule P(B).
) ( (
d) ( (

0,5 puntos) Calcule P(AU B).

Solucion:
N(175;7,41)

170 — 175

- ) = P(Z > —0,67) = P(Z < 0,67) = 0, 7486

a) P(A) = P(X >170) = P (Z >

b) P(B)=1-P(B°)=1-0,35=0,65

¢) Suponemos los sucesos A y B como independientes:
P(ANBY) = P(A) — P(AN B) = 0,7486 — 0, 7486 - 0,65 = 0, 26201

d) P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(ANB) = P(B) + P(An BY) = 0,65 4 0,26201 = 0,91201
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Capitulo 5

Castilla-La Mancha

5.1. Ordinaria

Instrucciones: El estudiante deberd resolver CUATRO de los ocho ejercicios propuestos. Si
resuelve mas, se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
detalladamente y razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadoras de tipo 1y 2 (tal
y como se indica en la informacién de las pruebas). Cada ejercicio completo puntuard 2,5 puntos.
Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Problema 5.1.1 (2,5 puntos) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a € R:

ar+2y+z=1
2c+ay+z=a
Sr+2y+z=1

a) (1,5 puntos) Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nimero
de soluciones en cada caso.

b) (1 punto) Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.
Solucién:
a)

Z: 5 |A‘:a2—7a+10202>a:2aa‘:5

—_Q =

1
1
1

(SANN VRS
NN

& SiaeR— {25} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

@& Siag=2:

2 2 1|1 Fy 2 2 1|1
2 2 1|2 = Fy — F; = 0 0 0|1 —
5 2 1|1 E3 5 2 11

Sistema incompatible
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& Sia=>5:
5 2 1)1 F 5 2 1|1
A= 2 5 1|5 | = Fy = 25 15 |=
5 2 1|1 F—F 00 0|0

Sistema compatible indeterminado

b) Sia=1:
c+2y+z=1 =0
2 +y+z2=1 =< y=
Sr+2y+z=1 z=1

Problema 5.1.2 (2,5 puntos) Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere
disefiar unos envases con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm?* (tal como
se muestra en la figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

x

a) (1 punto) Determina la funcién de la superficie del envase en funcién de x (incluidas las dos
bases).

b) (1 punto) Calcula, razonadamente, los valores de z e y para que la superficie sea minima.

¢) (0,5 puntos) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la superficie de
cada envase y su coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el dm?.

Solucion:

1
a) V:x2y21=>y=ﬁ

3
S(oy) = 207 + 4oy = S(@) =2 + 4oy =274+ = () = 20 *D
4(x® — 1)
b) S/(x):T:0:>x:1
(07 1) (1,00)
S - -
S(x) | decreciente \ | creciente

La funcién S es decreciente en el intervalo (0,1) y creciente en el (1,00) por lo que hay un
minimo relativo en x = 1.

1
La superficie seria minima cuando x =1 dm e y = == 1 dm.
¢) La superficie minima serfa S(1) = 6 dm? con un coste de 5-6 = 30€

Problema 5.1.3 (2,5 puntos) Carla estd disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello,
debe unir una viga que tiene de extremos los puntos de coordenadas A(2,—1,3) y B(—2,4,5).
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a) (1 punto) Determina la ecuacién de la recta que representa la viga.
(

b)

¢) (1 punto) Se quiere colocar una placa metélica triangular de vértices los puntos A, B y
C(0,0,1). Determina el drea de la placa triangular.

0,5 puntos) ;Cudl es la longitud de la viga?

Solucion:
W.{g—g (249 -1 = (452 L2005 mer
(a I ) Z:3+2)\

b) d(A, B) = ‘ﬂ%‘q —4,5,2)| = /(42 + 52 + 22 =3V5 u

¢) Sean 0‘121:(2,—1,3)—(0,0,1): 2,-1,2) y CB = (—2,4,5) — (0,0,1) = (—2, 4, 4)
1 1 1

St:—‘c*_flx@’:—| 9 1 9|l=216(-2-2.1)] =9 u?

2 215, 4 il 2

Problema 5.1.4 (2,5 puntos)

- - e’ —1
a) (1 punto) Calcula el siguiente limite: :cgr-lr-loo 213

1 01 0
b) (1,5 puntos) Estudia el rango de la matriz A= 2 0 2 1 | en funcién de los valores de
a 1 0 1
acR
Solucién:
e =1 [+4oo|lrm | e* foo| m o, €
a) lim —— = lim — = = lim — =
400 2 4+ 3 +oo z—+o0 21 —|—oo z—+oo 2
1 01 1 00
b) |A;]=12 0 2|=0,]A2]=1]2 0 1|=-1#0—=—Rango(4)=3Va€eR
a 1 0 a 1 1

Problema 5.1.5 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Calcula la siguiente integral: / v/ 2z + 3 dx. Puedes utilizar el cambio de variable
=2z + 3.

b) (1,5 puntos) Sean los vectores @ = (1,a,a) y ¥ = (—1,0,2), con a € R. Determina el valor
de a para que el dngulo entre los vectores U y T sea de 60°.

Solucion:
2 —
t=V2r+3= z= 3 2 -3
)/x\/2x+3da:: 1 2 :/ ot tdt =
dt = ——dx = dxz = tdt
NoTEr .

L[ o9 0 _1/ 4 a2 _l(ﬁ_ 3> _ 3(t* - 5) B
2/t(t Bdt =5 [(t'=3)dt =5 (£ -t |+ C= ——+C=
(2x + 3)3/2 (22 — 2) O 2(2x+3)(x—1)m+ci (222 +z — 3)2x + 3

10 10 ) +C
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(1,a,a)-(—1,0,2) ~1+42a 1
b) cos60° = = = - = 2(-1+42a) = /5(2a®+1) =
) V2a2 +1-/5 5(2¢2 +1) 2 ( ) ( )
8+ 70
4(-1+2a)* =5(2a*> +1) = 6a* —16a—1=0= a = —
— /7

Sia= ¥ ~ —0,0611 = el producto escalar es negativo y esta solucién no seria

valida

La solucién vélida es a = w

Problema 5.1.6 (2,5 puntos)
a) (1 punto) Calcula los coeficientes a,b,c € R de la funcién f(x) = 23 + ax? + bx + ¢ tal que

tenga un extremo relativo en el punto de abscisa © = 2 y un punto de inflexién en P(1,2).
Justifica tu respuesta.

b) Sean dos sucesos A y B tales que P(A) =0,2; P(ANB)=0,1y P(AUB) =0,3. Calcula:

b.1 (0,75 puntos) P(B) y P(AN B), con B el suceso complementario de B.
b.2 (0,75 puntos) P(A|B) y P(B|A).

Solucién:

a) f(z) =2 +ar’ +br+c= f'(z) =32°+2ax+b= f"(x) =62 +2a
F(2)=0= 12+4da+b=0= da+b=—12 a=-3
f"1)=0= 6+2a=0= a=-3 =< b=0 =
fl)=2= 1+a+b+c=2= a+b+c=1 c=4

f(z) =23 —32% +4

Ademss hay que comprobar que z = 1 es un punto de inflexién: f'(z) = 322 — 62 —
f"@)=6x—-6=0= 2=1y f"(z) =6 = f"(1) =6 # 0= x =1 es un punto de
inflexién. Y en = 2 = f”(2) =6 > 0 hay un extremo (minimo relativo)

b) b1 P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,3=0,2+ P(B) — 0,1 = P(B) =0,2
P(ANB)=P(A) — P(ANB)=0,2—0,1=0,1

P(ANB) 0,1

P(ANB) 0,1

Problema 5.1.7 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Sea la matriz A = <c11 (1)), con a € R. ;Existe algin valor de a para el que la

matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cuales. Justifica tu respuesta.

b) (1,25 puntos) Calcula la ecuacién de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es per-
pendicular a los vectores U = (1,2,1) y v = (1,0,0).

Solucion:
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a) [Al]=-1#£0= JA ' VaeR
A=A"1—= A A=A A= A2=

I =
ST~
A —(1 0)(1 0/~ 1 1 -
- = =2
Ww=UX7V A v
b) r Ur =X v = } g é -0 =i yY=A AER
2= —2)
P, = A(1,0,0)

Problema 5.1.8 (2,5 puntos)

a) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un tnico deporte. El
60 % juega al tenis, el 25 % practica natacién y, el resto, golf. En los campeonatos locales, han
obtenido algin premio el 21 % de los socios que juegan al tenis, el 30 % de los que practican
natacién y el 12 % de los que practican el golf.

1 (0,5 puntos) Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya
obtenido algin premio.

2 (0,75 puntos) Sabiendo que un socio ha obtenido algtin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacién.

b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucién normal de
media 60 minutos y una desviacién tipica de 8 minutos.

b.1 (0,5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50
minutos?

b.2 (0,75 puntos) Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66
minutos?

Solucion:

a) Sean T juega al tenis, N practica la natacién, G juega al golf, P consigue algin premio y P
no consigue ningin premio.

a.l P(P)= P(P|T)P(T)+ P(P|N)P(N) + P(P|G)P(G) =
0,6-0,21+0,25-0,340,15-0,12 = 0,219
P(P|N)P(N) _ 0,25-0,3

a.2 P(N|P) = P = 0919

=0,3425

b) N(60,8)

b.l P(X <50)=P (Z <
10,8944 = 0,1056

50 — 60
. ) = P(Z<-1,25)=1-P(Z<1,25) =

50 — 60 66 — 60

b.2P(50§X§66):P( <7< > P(-1,25< Z <0,75) =

P(Z <0,75) — P(Z < —1,25) = P(Z < 0,75) — (1 — P(Z < 1,25)) =
0,7734 — 0,1056 = 0, 6678.
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5.2. Extraordinaria

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho ejercicios propuestos. Si
resuelve mas, se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
detalladamente y razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadoras de tipo 1y 2 (tal
y como se indica en la informacién de las pruebas) Cada ejercicio completo puntuard 2,5 puntos.
Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Problema 5.2.1 (2,5 puntos) Una heladerfa vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos
y tres euros, respectivamente. El viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También
sabemos que el numero de helados de una bola vendidos es k veces el nimero de helados de tres
bolas, con k£ > 0.

a) (1,25 punto) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucién permita determinar
el nimero de helados vendidos de cada tipo.

b) (1,25 puntos) Estudia para qué valores del pardmetro k el sistema tiene solucién tnica. Para
los casos en los que el sistema tiene solucién unica, jes posible que en alguno de ellos se hayan
vendido el mismo nimero de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta.

Solucién:
Sean x el nimero de helados de una bola, y de dos bolas y z de tres bolas.

x4+y+z=157 r+y+z=157
a) r+2y+32=278 = { x+2y+32=278
r=kz r—kz=0
11 11157
by A= 1 2 3|218 |; |[A=1-k=0= k=1.
1 0 —=k| O

& SikeR- {1} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

e Sik=1
1 1 1] 157 Fy 1 1 1 157
A= 1 2 3|28 |=| FKR-F |=( 0 1 2| 121 =
1 0 -1 0 F; — F 0 -1 -2 -—157
g 1 1 11| 157
F = 0 1 2] 121 —> Sistema Incompatible
F5+ F, 0 0 0|—-36

Si se han vendido el mismo nimero de helados de una bola que de tres tenemos x = z =
k =1y en este caso el sistema no tiene solucién es incompatible. Luego no es posible.

2 +2r+1 si <3
Problema 5.2.2 (2,5 puntos) Sea la funcién f(x) = 2x g z>3

T —4

a) (1,5 puntos) Estudia la continuidad de la funcién y, en caso de existir, indica y clasifica el
tipo de discontinuidades.
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b) (1 punto) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) en el punto
de abscisa z = 2.

Solucion:

a) En la rama x < 3 la funcién es un polinomio y es continua. En la rama x > 3 sélo podria
haber un punto de discontinuidad cuando se anule el denominador x —4 =0 = x =4 que
estd en la rama. Hay que estudiar la continuidad en z = 3 y en x = 4.

En r =3 ) )
wl;rglﬁ flz) = 91611%(;22 +2zx+1)=16
x . .
i =1i - _ = lim f(z lim f(r) =
wlirgh f(z) alclg}ax—kzl 6 e ( )#IH% (x)
f(3) =6
La funcién es discontinua no evitable en x = 3 donde hay un salto finito.
Enz=4:
3 2x 8
lim 1= =] =
G 3 — lim f(z) # lim f(z) =
hfm z — |: :| — +OO r—4- r—4+
z—dt+ T —4 0+

La funcién es discontinua no evitable en z = 4 donde hay un salto infinito. Se trata de una
asintota vertical.

b) Cuando z = 2 estamos en la rama z < 3 donde f(z) = 2 +2x+ 1y tenemos: a = 2 = b =

F2) =9, fl(2) =20 +2= m=f(2) =6 L2200 9 G(z—2) = y=62—3

Problema 5.2.3 (2,5 puntos) Se quiere instalar un toldo que pase por el punto de coordenadas

. . . 2 — =
A(2,1,1) y que sea perpendicular a una barra metélica de ecuacién r = { xx_ Zy_Jrlz 3
a) (1,25 puntos) Determina la ecuacién del plano que define el toldo.

b) (1,25 puntos) Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F'(2,—2,1). ;A qué
distancia se encuentra del plano que define el toldo?

Solucién:
r=1+\ —
[ 2r—y+2z=3 ) o '{ur:(l,S,l)
a)r'{xfz:l = r: Z:AI—FS)\ AER= r: P.(1,—1,0)

rlr= = =(131)= 1 2+3y+2+k=0252434+1+k=0=—

k=—6=m:2+3y+2—-6=0

b) d(F )_|2—6+1—6|_ 9  9V/11
Y BV S RS ¥

Problema 5.2.4 (2,5 puntos)

22

—d
2 +1 *

a) (1 punto) Calcula la siguiente integral: /

a
0
A-A. ;Cudl crees que serd el determinante del producto de n veces A (con n > 2 y entero)?
Justifica y razona tu respuesta.

b) (1,5 puntos) Sea la matriz A = ( ?), con a € R. Calcula el determinante de A y de
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Solucion:

2
a)/Ldazz 2y (.2 _ -2 =
2241 ( Qx)(x —|—1)—2—|—

_2$2_2 2 +1
. _2 -
2
/(2—27) dr = 2x — 2arctanx + C
x4+ 1
b) Al =a, |A- Al = |A|A] = a?,--- - A Al =AY = (A = a”

Problema 5.2.5 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Calcula el volumen de la regién generada al girar la funcién f(z) = = entre los
puntos z = 2 y z = 3 con respecto al eje X.

b) (1,5 puntos) Estudia la posicién relativa de los siguientes planos:

m:x+y=1;, m:ir+y+z=2; m3:2=0

Solucion:
b 3 373
8 19
V= [aepar= [ matar= T ax(o-2) 2 T
a 2 3 2 3 3
b) Estudiamos el sistema:
z4+y=1 B 1 1 01 Py 1 1 011
c4y+z=2 = A= 111|2|=|R”R-FK|=(001|1)|=
z2=0 00 1|0 F3 0 0 1|0
I 1 10 1
Fy = 0 0 1 1 — sistema incompatible El sistema no tiene solucién
F;— F, 0 0 0|-1
y los tres planos no tienen puntos comunes a los tres. Estudiamos su posicion dos a dos:

@ 71 con my: Rango(my,m2) = 2 ya que 1 (1) =1#40=

T y T2 Se cortan. .’\ /!

10 : :

@ 7 con m3: Rango(m,m3) = 2 ya que 0 1= 1#40= ! i

T y T3 Se cortan. Ik ot

11

@& 75 con m3: Rango(ma, m3) = 2 ya que 0 1= 1#40=

To y T3 Se cortan.

@ En conclusion los tres planos se cortan dos a dos.
Problema 5.2.6 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Calcula el siguiente limite:

L 42+ +2
lim
r——2 (E2 + 2z
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b) (1,5 puntos) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estdn marcadas solo con un punto verde,
5 solo con un punto rojo y 7 estdn marcadas con los dos puntos (verde y rojo).

b.1 (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que
ambas tengan un punto verde?

b.2 (0,75 puntos) Si saco una carta y tiene un punto verde, jcudl es la probabilidad de que
tenga también un punto rojo?
En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un
punto verde o también si tiene un punto verde y otro rojo.

Solucion:
ot 4222+ +2 0l e .. 3x?+4zx+1 5
a) lim — o=y 2= 2
-2 2 4+ 22 0 z——2 20 + 2 2

b) Sea V tiene un punto verde, R tiene un punto rojo:

11 12 7
P(V)= 3, P(R)= 1= v PVNR) = &
11 10 11
b.l P =— = =_—r
(Vv) 10 39 — 156 0,0705
P(VNR) & 7
b2 P(R|V)= ———+—> =4 = — ~0,6364
(BIV) P(V) }L—(l) 11 4
Problema 5.2.7 (2,5 puntos)
T Yy 2
a) (1,25 puntos) Sea el determinante |a b c¢| = 1 Calcula razonadamente el valor del siguiente
3 21

determinante:
r+a y+b z+c
2a 2b 2c
3 2 1

-1 -1
b) (1,25 puntos) Obtén la ecuacién de la recta que es paralela a la recta x T = vy _ =

1 2
y contiene al punto A(0,1,0).
Solucién:
r+a y+b z+c r+a y+b z+c x Yy z a b c
a) | 2a 2b 2¢c |=2| a b c |=2|1la b cl+la b ¢ |=
3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1
2(1+0) = 2 (El segundo determinante es cero por tener dos filas proporcionales)
r-1 y-1 =z .{1772:(1,1,—2)
b) r: T 1 —_—2:>7’. P.(1,1,0)
- — x=A
S ui=ur=(1,1,-2) . B
Unarecta t || r tal que A€t = t: P, = A(0,1,0) = t:{ y=1+X VIeER

z= =2\

Problema 5.2.8 (2,5 puntos)



a)

Se tienen tres cajas A, By C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de copas. En
la caja B, tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de espadas y una de
copas. Se tira un dado de seis caras y, si el resultado es impar, se saca una carta de la caja
A; si el resultado es 4 o 6, se saca una carta de la caja By, si el resultado es 2, se saca una
carta de la caja C.

a.l (0,5 puntos) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

a.2 (0,75 puntos) Sabiendo que la carta extraida es de copas, {cudl es la probabilidad que se
haya extraido de la caja B?

b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25. Si se
lanza 5 veces, determinas:
b.1 (0,5 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos
veces?
b.2 (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una
vez?
Solucién:

a)

b)

Sean A caja A, B caja B, C caja C, E espadas y E copas.

E

2/5
— — — — A s
a.l P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|B)P(B) + P(E|C)P(C) = 5 —E
33, 22 1L T e W/ oy B
56 56 56 15 “—p<
: E
. PEBPB) %2 2 = E

a2 P(B|E) = (}L)E( )=576=~_vo,2857 c
( ) I 15 E

B(5;0,25)

5
b.l P(X =2) = <2> -0,25%-0,75% = 0,2637

) -0,25°.0,75° =1—0,2373 =0, 7627
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Capitulo 6

Castilla-Leon

6.1. Ordinaria

INDICACIONES:

a) OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger libremente cinco ejercicios completos de los
diez propuestos. Se expresara claramente cudles son los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo
se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (segin el orden de numeracién de pliegos y
hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

b) CALCULADORA: Podrén usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria
para texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resoluciéon de integrales, ni para repre-
sentaciones gréficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION:

Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizaciéon de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas
con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten
para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precision en los célculos
y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion légica y los calculos.

Algebra
Problema 6.1.1 (2 puntos)

a) (1,2 puntos) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segiin los valores del pardmetro a € R
Y
= =0
T+ 9 +z
2az +y =0
2c+y+az=0
b) (0,8 puntos) Resolverlo para a = 1.
Solucién:

a) Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, siempre compatible.

1 1/2 1
A=1| 2a 1 0 |,|Al=-ad*+3a-2=0=a=1ya=2.
2 1 a
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@ SiagecR-{1,2} = |A4| # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. Su solucién seria la trivial x =y = 2z = 0.

& Sig=1:
1 1/2 1 F 1 1/2 1 B
A= 2 1 0 = | F,—2F | = 0 0 -2 = Fy =
2 1 1 F;—2F 0 0 -1 2F; — Fy
1 1/2 1
0 0 -2 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0
& Sig=2:
1 1/2 1 P 1 1/2 1
A= 4 1 0 = Fy —4F; = 0 -1 -4 -
2 1 2 F3; —2F; 0 0 0

Sistema compatible indeterminado

b) Sia=1:
1 T=—=\
z+gy+z=0
9. — y=A
2z = z2=0

1 1 2
Problema 6.1.2 (2 puntos) Seana e Ry M ={a 1 0|,
1 1 a

a) (1 punto) Calcular el determinante y el rango de M para cada valor a € R.
b) (1 punto) Para a = 0, calcular el determinante de la matriz P cuando 2PM = M3

Solucion:

a) [M|=-a*+3a—-2=0= a=1ya=2.
SiaeR—{1,2} = |A| # 0 = Rango(M) =3

1 1 2 1 9
Sia=1= M=[1 10 y‘ ‘—2;&O:>Rango(]\/[)—2
1 0
1 1 1
1 1 2 11
Sia=2=— M=(2 1 0]y = —2 # 0 = Rango(M) =2
1 1 2 2.0

b) Sia=0= |M|=-2,
, , , 1
|2PM| = |M3| = 2%|P||M| = |M|>* = —16|P| = -8 = |P| = 3

Geometria

Problema 6.1.3 (2 puntos) Hallar el punto simétrico del punto P = (1,0, —1) respecto de la

r—1 y =z
rectar: — == = —
1 2 2
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Solucion:

W= (1,22 N
T P.(1,0,0) = r:{ y=2A
T Y Z:2>\

Seguimos el siguiente método:

@ Calculamos un plano 7 L r tal que P € r:
U =ur=(1,2,2) = 1m0+ 2+2:+A=02L5140-24+4A=0= A=1=—
mirx+2y+22+1=0

@ (Calculamos el punto de corte P’ de r con 7:

2 4 4
LHA+2(20) +2(20) +1=0= A) = —= = p/(;_g,_§>

@ El punto P’ es el punto medio entre P y el que buscamos P":

Py P (14 8 8) (5 81)
_p pPl—9op _p=(—2Z_2 _2)_1o0-1=(2._2=
2 = 990 7) " LO-D={5 573

Problema 6.1.4 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinar los valores del parametro k € R para los que las dos rectas

r=1
riiq y=~kt t eR, rgz{ii2y++z2f;_l
z=k—2t y o

Son paralelas.

b) (1 punto) Para k = 2 ; Existe algin plano que contenga a las rectas r1 y 72?7 En caso afirmativo
calcular el plano o los planos que las contengan.

Solucién:
a) ri: < y=kt =T p (1,0, k)
z=k—2t &’
rz=1+2k N
fx+2y+22=-1 ) _ .{um:(o,—l,l)
Tg{x—i—y—i—z:k —— o z:)\l k A —— o PT2(1+2]€,—1—]€,0)
k 1 =
= — a = ——
ry ||y = ﬁ:a@ﬁa(ﬂ,k,—Z):(O,—l,l)ﬁ{a 2
—2a = k=9
Las rectas o son paralelas o coincidentes. Para k = 2 = P,.,(1,0,2) lo sustituimos en
Szt 2y+22=-1 {1+0+47é—1
”'{x+y+z:2 1404222 — Pngr=mln

b) Para k = 2 las rectas son paralelas y se puede calcular un plano 7 que las contenga:

Uy = (0,2,-2) ~ 2(0,1, 1)
——
T:4q PP, =(5-30)—(1,0,2) = (4,-3,-2) =

P, (1,0,2)
r—1 y z-—2
m:| 0 1 —1 |=-5r—-4y—42+13=0= 7:52+4y+42—-13=0
4 -3 -2
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Analisis

Problema 6.1.5 (2 puntos) Probar que la ecuacién e”*(z — 1) = 1 no tiene solucién para x € R
Solucién:

Consideramos la funcién f(z) = e *(z — 1) — 1 y estudiamos su comportamiento.

Asintotas verticales no tiene pero si horizontal en y = —1 cuando tiende a +oo:

~1 ~1 : 1
lim (x —1):—1+ lim = = [ 2] 14 dim = = —140= -1

T—00 er r—oo eT o0 T—00 €
; —x N . t::—ac ; t(_ 4 - - 4
IEEHOO (e %(x—1)—1) tlgglo(e (-t—=1)—-1) 00

Monotonia:
fl@)y=—e"(z-1)4e"=e"2-2)=0= =2

(—OO, 2) (27 +OO)
f(=) + -
f(z) | creciente | decreciente “\

La funcién crece en el intervalo (—o00,2) y decrece en (2,400). Tiene un méximo relativo en
(2; —0,8647). Luego la funcién es siempre negativa con un mdximo absoluto en (2; —0, 8647) y, por
tanto, no llega a cortar al eje de abscisas.

0(0,0)

|

|

Problema 6.1.6 (2 puntos) Se considera la funcién f(z) = 2® + Az? + Bx + C. Determinar el
valor de los pardmetros A, By C tales que f(—1) = 0, la funcién f presenta un extremo relativo en

Mix(2;-0,8647)

]
(0-2)

x = 0y la recta tangente a la grafica de la funcién f en x = —1 es paralela a la recta de ecuacién
y+3x=0.
Solucién:
flx)=2*+A2> + Bx +C = f'(v) =32> +2Ar + Bey = —3x
f(-1)=0= -1+ A-B+C=0 A-B+C=1 A=3
f(0)=0= B=0 =< B=0 = { B=0 =
f(-)=-3=3-24+B=-3 2A—-B=6 C=-2

f(z) =23 4 32% — 2

Como f"(z) =6z +2A=06x+6= f"(0) =6 >0 lo que confirma que en x = 0 hay un extremo
relativo, en concreto hay un minimo relativo.

Problema 6.1.7 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = e"2~', determinar su dominio de definicién,
asintotas verticales y horizontales, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.
Esbozar su grafica.

Solucién:
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« Dom(f) = R — {0}

@ Asintotas:

e Verticales: en z =0

lim f(z) = lim - {i} = —00,

X

lim f(z)= lim & =

z—0- z—0— T 0- z—0+ z—0+ T 0+
e Horizontales: y = 0 cuando x — —o0
T , T T 1
lim & = [f} & = ~+o00, lim — = lim {—} =0
T—00 T 00 z—o00 1 T——00 I z—00 —eTx —00
Tx—1
@ Monotonia f'(x) = < (x2 ) _ 0= x=1
x
(70030) (071) (17+OO)
(e - T
f(x) | decreciente \ | decreciente “\, | creciente

La funcién decrece en el intervalo (—oo,0) U (0,1) y crece en (1,400). Tiene un minimo

relativo en (1,e).

@ Grafica:
\ /
\ A
x=0 \ -~
\\7\_///////
Min(1,e)
= o 0(0,0)
\\
\
\
Problema 6.1.8 (2 puntos) Calcular
z(e® —1)
1 to) lim ——~
a) (1 punto) xlg%) cost — 1
2
b) (1 punto) / e ¥z —1)dz
0
Solucién:
. xz(e® —1) 0l o' ., e*+xe®—1 0l ' ,, e*+e®+ xze® 2
a) lm —=|-| =llm———=|-| = llm——m—— = — = -2
z—0 cosx — 1 0 z—0 —sinx z—0 —cosx -1

u=xz—1=— du=dx

dv=e"dr = v=—e _

b) F(m):/e*””(a:—l)dx: /udvzuv—/vdu _

—e fx—1)—e "4+ C=—-xe®+C
2

/ ez —1)de=F2)—F0)=-22-0=—-=
0



Probabilidad y estadistica
Problema 6.1.9 (2 puntos) Entre los vehiculos que revisa un taller mecénico:
@& E] 48 % de ellos son coches, de los cuales las tres cuartas partes requieren reparacion.
@ El 28 % son motocicletas y entre ellas la mitad requieren reparacién.

@& El 24 % son furgonetas, de las cuales un tercio requieren reparacion.

Se consideran los sucesos:
C = “coche”, M = “motocicleta”, F' = “furgoneta” y R = “requiere reparacion”.

a) (0,2 puntos) Indicar qué probabilidades de sucesos, condicionados o no, se consideran en el
enunciado y cudles son sus valores.

b) (1,3 puntos) Calcular P(RN F), P(R) y P(C|R)
¢) (0,5 puntos) {Son independientes los sucesos C'y R?
Solucién:

a) P(C) = 0,48, P(R|C) = g P(M) = 0,28, P(RIM) = % P(F) = 0,24

1
y P(R|F) = 3 Todas las probabilidades estdn reflejadas en el arbol

adjunto. 3/4 R
1 _—
b) P(RNF) = P(R|F)P(F) = 50,24=0,08 R
P(R) = P(R|C)P(C) + P(R|M)P(M) + P(R|F)P(F) = R
1

77048+ 50,284 50,24 =0,58 B
P(R|C)P(C) 2.0,48 R

P(C|R) = = =0,6207
(C18) P(R) 0,58 23 R

3
¢) P(CNR)=P(R|C)P(C) = 1 0,48 =0,36y P(C)-P(R) =
0,48 - 0,58 = 0,2784
Luego P(CNR) # P(C)- P(R) = C'y R no son independientes.
Problema 6.1.10 (2 puntos) Se sabe que la cantidad de tiempo que los habitantes de Astorga

usan el moévil cada dia sigue aproximadamente una distribucién normal de media 160 minutos y
desviacion tipica 30 minutos. Calcular:

a) (1 punto) La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el mévil cada
dia menos de dos horas.

b) (1 punto) El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el mévil cada dia més de tres
horas y 50 minutos.

Solucion:
N(160; 30)
120 — 1
a) P(X < 120) :P(Zg %) —P(Z<-1,33)=1-P(Z<1,33) =
1— 10,9082 = 0,0918
230 -1
b) P(X > 230) :P(Zz %) —P(Z>2,33)=1— P(Z <2,33) —

1-0,9901 = 0,0099 = 0,99 %
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6.2.

Extraordinaria

INDICACIONES:

a) OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger libremente cinco ejercicios completos de los

diez propuestos. Se expresara claramente cudles son los elegidos. Si se resolvieran mads, sélo
se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (segin el orden de numeracién de pliegos y
hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

b) CALCULADORA: Podrén usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria

para texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resoluciéon de integrales, ni para repre-
sentaciones graficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION:

Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un méaximo de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacién de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas
con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten
para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposicién; precisién en los calculos
y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion légica y los calculos.

Algebra

Problema 6.2.1 (2 puntos)

A+y—z=1
a) (1,2 puntos) Discutir segtn los valores del pardmetro A el siguiente sistema: ¢ —x +y+2z =10
2y+ Az =1

b) (0,8 puntos) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a)

A1 o1
A= -1 1 2|0 |,|A=XM-3+2=0= A=1yr=2
02 A1

& Si)eR-{1,2} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

Sid=
11 —-1]1 o 11 —-1]1 )

= =11 200 |=|®mR+E | =02 1|1 |=|R =
02 11 Py 02 11 - F
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- 2 1 —-111 P 2 1 —-1]1 F
A= -1 1 210 =| 2k + F 0 3 311 F
02 2|1 Fs 02 2|1 3F — 2F,
2 1 —-1]1
0 3 3|1 = sistema incompatible.
00 01
_ T=2-3u
b) Si)\:1:>{x+y T = y=u VueR
204+ 2z =
z=1-2u
1 0 1 0 2 1 -1
Problema 6.2.2 (2 puntos) Dadas las matricesA:< >,B: 1 0 ,C’*( >
110 g 0 1

y D= ((1) 2), hallar la matriz X tal que AB+ CX = D

Solucion:

2A2'3B2 = élB; = todas las matrices de la ecuacién son de orden 2. Ademés |C] =1 # 0 = IO !
X X X

por lo que podemos despejar X de la ecuacién planteada:
AB+CX=D= CX=D-AB= X=C"'(D-AB) =

AN R GIE
COIE -G D6 -0

Problema 6.2.3 (2 puntos) Dados larectar =x =y =z, elplanor =2 +2y — 32 =0y el
punto P = (1,1,1), se pide:

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y .

b) (1 punto) Hallar la recta perpendicular a r y contenida en m que pasa por P.

Solucién:
rir=y=z=7r:4 Y=\ = r:
P.(0,0,0)
z=A
a) Sustituimos ren 7= A+2X-3A=0= 0=0= rCn
o T 7%
slr= u;lu; — = = —(—
b) {sCﬂ':>u_>SLu_ﬂ> = Uy =U XUz=|1 1 1]|=(-5,4,1)
1 2 -3
= _ r=1->5\
5:{11?:&3(?’%’11)) — ] y=14+4\r WreR
s T z2=1+A
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Problema 6.2.4 (2 puntos) Determinar el plano que pasa por los puntos P = (1,1,2) y @ =
(3,—1,1) yesparaleloalarectar=oc—-1=y =z

Solucion:

T e S

T =y=2z rigoy= T P.(1,0,0)

z= A\
- 7 7R
PQ=(2,-2,—-1) Lu, e —
by T = =PQ X u, = -2 —1|=(-1,-3,4

{rnw:mm—; W= PG x7 f 12 11 ( )

A —r -3y 44+ K =025 1 3484 K=0— K= —4—

- —3y+4dz—4=0= 1 :ax+3y—42z+4=0
Analisis

Problema 6.2.5 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = e® + 2® — 2, demostrar que f(z) se anula
para algun valor de = y que ese valor es unico.
Solucién:
La funcién f es continua en R como composicién de dos funciones continuas. Ademaés se cumple:
lim (e®+2%—-2)=—-0coy lim (e +2°—-2)=+c0
T——00 Tr—r+o0
Luego la funcién cambia de signo en R. Por el teorema de Bolzano 3¢ € R tal que f(c) = 0.
Para que ese valor de ¢ sea unico la funcién debe de ser siempre creciente o siempre decreciente:
f'(x) = e® +32% > 0 = f(x) es siempre creciente en R. Luego el valor de ¢ es tinico.

cosT—a . 0
Problema 6.2.6 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = { b2 siow7
1

si =0
nen que tomar los pardmetros a € Ry b € R — {0} para que esta funcién sea continua en todo R?

, Lqué valores tie-

Solucion:
Continuidad en x = 0:

cosm—a_{l—a}ai1{O}L'Hl, —sinx {O}L'_Hl, —cosT

— =1l=b=—=
2b b 2

. 1
En conclusién: a =1y b= =5

Problema 6.2.7 (2 puntos) Calcular los valores de a, b y ¢ para los cuales la funcién f(z) =
23 + ax® 4 bx + ¢, tiene extremos relativos en x = 0 y x = 2 y ademés la grafica de f(z) corta al
eje de abscisas para x = 1.

Solucién:
fx) =23+ ax® + bx +c= f'(x) =32 +2ax + b= f"(z) =6z +2a
(0)=0=b=0 =-3
2

a =
ff2)=124+4a+b=0 =< b=0 = f(z)=2>—-32>+2
fA)=14a+b+c=0 c=2
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Hay que comprobar que x = 0 es un extremo f”(0) = 2a = —6 < 0 = se trata de un méximo
relativo.
Hay que comprobar que z = 2 es un extremo f”(2) =12+ 2a =6 > 0 = se trata de un minimo
relativo.

Problema 6.2.8 (2 puntos)

|
a) (1 punto) Dada la funcién f(z) = ﬁiw, hallar su dominio de definicién y determinar

sus asintotas horizontales y verticales.

1
1 lcul _
b) (1 punto) Calcu ar/ x2—3x+2dx

Solucidn:
a) Por el denominador: 22 — 3z +2=0= z =1y z = 2.
Por el logaritmo x > 0
Luego Dom(f) = (0,1) U (1,2) U (2, 00)
Asintotas:

@ Verticales:

e Enz=0:
’ Inz 3 i Inz [—oo}
m ——— =73 fm — - _
z—0- 22 — 3x + 2 Toesot a2 —3x+2 2 >
e Enz=1:
, lnx {O} L'H ., 1
lm —-——=|-| = llm ———=-1
=112 — 3z + 2 0 =1 x(2x — 3)

En x = 1 no hay asintota, se trata de una discontinuidad evitable (un agujero)

e Enxz=2:
i Inz {1112} i Inz In2 L
m ——————=|—| =-00; lm ————=|—| =400
z—2- 22 — 3z + 2 0~ "ot a2 -3z +2 o+
@ Horizontales: y =0
B Inx ool L'H -, 1
lim ———— [—} = lfm ——=0
z—+oo 22 — 3z + 2 Loo z—+oo 202 — 3

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

r 1 A n B Ax—2)+B(r—1) ]

2-3x+2 -1 -2 2 —3x+2

1 1=A(x—-2)+B(z—1)

b)/ida@: r=92—> B=1 _
2 —3x+2 r=1— A= _1

R T
22 -3x+2 x—1 x-2 J

1 1,
/< + >dx:fln|x71|+ln|x72|+c
r—1 x-2

Probabilidad y estadistica
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Problema 6.2.9 (2 puntos) Entre los automéviles que se fabrican de una cierta marca, un 50 % son
convencionales (es decir, con motor de gasolina o de gasoil), un 30 % hibridos y un 20 % eléctricos.
De ellos, un 70 % de los convencionales, un 80 % de los hibridos y un 85 % de los eléctricos tienen
potencia < 140 CV y el resto la tienen > 140CV. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea conven-
cional con potencia > 140CV. Lo mismo para hibrido o eléctrico con potencia > 140CV.

b) (1 punto) Si se sabe que el coche elegido tiene al menos 140 CV, ;cudl es la probabilidad de
que sea de tipo convencional?

Solucién: Solucidn: o
Sean C' coche convencional, H hibrido, E eléctrico, M menos de 140 CV y M mas o igual a 140 CV.

a) P(CN M) = P(M|C)P(C)=0,3-0,5=0,15,

P(H N M) = P(M|H)P(H) = 0,2-0,3 = 0,06, 0z
P(ENM) = P(M|E)P(E) =0,15-0,2 = 0,03, B AY o e v
P(HUE)NM)=P(HNM)U(ENM))=PHNM)+P(ENM)= g5 Y,
0,06+ 0,03 = 0,09 03 H{
_ _ — — 02 =M
b) P(M) = P(M|C)P(C)+ P(M|H)P(H) + P(M|E)P(E) = 02 i
0,15+ 0,06 + 0,03 = 0,24 E<‘
—.  P(M|C)P 1 _
P(C|M) = ( |Cl (©) _ 015 _ 0,625 OIS T
P(M) 0,24

Problema 6.2.10 (2 puntos) Suponiendo que el tiempo que dura una partida de torneo entre
maestros de ajedrez sigue aproximadamente una distribucién normal de media 160 minutos y
desviacion tipica 30 minutos, calcular:

a) (1 punto) La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo
de maestros acabe en menos de dos horas.

b) (1 punto) El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran més de
tres horas y 50 minutos.

Solucién:
N(160,30)
a) P(X <120) = P(Z < %) =P(Z<-1,33) =1-P(Z<1,33) =1—-0,9082 =
0,0918.
b) P(X > 230) = P(Zz W) =P(Z >2,33) =1—-P(Z <2,33) =1-0,9901 =

0,0099 = 0,99 %
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Capitulo 7

Cataluna

7.1. Ordinaria

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.
Puede utilizar las paginas en blanco (pdginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder a alguna cuestién si necesita mas espacio. En este tultimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestién correspondiente.

1
Problema 7.1.1 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) = QE, definida para = > 0.
x

a) (1 punto) Estudie sus méximos y sus minimos, y sus zonas de crecimiento y de decrecimiento.
b) (1 punto) ;Esta funcién tiene asintotas? Haga un esbozo de su gréfica.

¢) (0,5 puntos) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de y = f(z) en el punto de
abscisa x = 1.

Solucién:
1—Inx
a) Tenemos Dom(f) = (0,00) y f'(z) = ZT =0= 1l-lnz=0= lnz=1= z=c¢
(0,¢) (e,00)
f'(=) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (0, e) y decreciente en el (e, 00) con un maximo relativo

2
en el punto | e, —
e

b) Asintotas:

@ Verticales: x = 0



@ Horizontales: y = 0

1 ' 1
lim f(z) =2 lim T [f} 9 lim = =0

T—00 T—00 I 00 z—o00 1
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
@& Grafica:
il
/ ;,\:\\7\\
0(0,0)| (1,0 g
¢) Tenemos b = f(a) = f(1) =0y m = f'(a) = f'(1) :2%y—0= 2z — 1) =

y=2x—2
Problema 7.1.2 (2,5 puntos) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

dr+2y—2=14
z—y+kz=3
Jr+3y=1

donde k es un parametro real.

a) (1 punto) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro k, y resuélvalo para
k=0.

b) (0,75 puntos) Resuelva el sistema para k = —1.

¢) (1,25 puntos) Para k = —1, modifique la tercera ecuacién de manera que el sistema resulte
incompatible. Justifique la respuesta.

Solucion:
B 4 2 —114
a) A= 1 -1 k£ |3 = |A|=-6(k+1)=0= k=-1
3 3 0 |1

@ SikecR-{-1} = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n° de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién unica)

* Sik=-—1:
4 2 14 Fy 4 2 -1 4
A= 1 -1 —-1/3 = | 4F; — F = 0 -6 -3 8 =
3 3 01 4F5; — 3 0 6 3| -8
Fi 4 2 —-1/4
Fy = 0 —6 —-318 —
Fs+ Fy 0 0 00

sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
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& Sik=0:

5
=2
dr+2y—2=4 34
r—y=3 - y=—=
3z+3y=1 3
z=0
Por Gauss: _
B 4 2 -114 I3 4 2 -1 4
A= 1 -1 013 = | 4F, — Fy = 0 —6 1 8 =
3 3 0]1 4F3 — 31 | 0 6 3-8
d2=0= 2z=0
Fy 4 2 —-114 4
Fy =l 0 6 3|8 |=( y-0=8=y=—3
Fs 4 F: 0o 0 410
32 PR S R
3 3
b) Sik=-1:
5 1
=—-4+=A
4o 42 4 ' 3+2
r+2y—z= 4 1
{—6y—3z:8 Y v=—3- 3}
z=A
¢) Para k = —1 bastarfa modificar el término independiente de la tercera ecuacién por un valor
cualquiera, por ejemplo cero:
dr+2y—2z=4 - 4 2 -1|4 Fy
I—y:?) — A= 1 -1 —-1}3 = 4F2—F1 =
3z+3y=0 3 3 0|0 4F3 — 3F
4 2 -1 4 P 4 2 -1 4
0 -6 -3 8 = | Fy = 0 -6 —-3| 8 =
0 6 3| —12 Fs5+ Fy 0 0 0|-4

sistema incompatible (no tiene solucién)

Problema 7.1.3 (2,5 puntos) Joan encuentra entre los papeles de su abuelo un esbozo como el
de la figura adjunta, donde se describe un terreno de regadio que ha dejado en herencia a su padre.

\

La curva de la gréfica es y = f(x), con f(z) = —2> + 72% — 62 + 5.

a) (1,25 puntos) A partir de la expresién de f(z), calcule las coordenadas de los puntos P, Q y
R indicados en la figura. Calcule también la ecuacién de la recta PR.
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b) (1,25 puntos) Calcule la superficie del terreno.

Solucion:

a) f(z) =5 P47 —6r+5=5=2=0,z=1yz=6= P(1,f(1)) = P(1,5),
Q(6, f(6)) = Q(6,5) y R(6,0).
— RD = 1,5) — (6,0) = (—5,5) = —5(1, —1 zx—6 y—0
zaszﬁf )TOO=ERZ LA o BR S = et

b) Se trata de calcular el drea encerrada por las gréficas de las funciones f(x) y g(z) = —x + 6
entre Py R, es decir entre z =1y x =6 P(1,5) y R(6,0) con la gréfica de la funcién f por
encima de la de g:

6 6
S = / dm—/ (—x3+7x2—6x+5+x—6)dx=/ (—2®+72° —5r—1)dx =
1 1
o Tt 52 1% 1025
_E 0T = 222 1854167 o2
Tty Ty — g AT

Problema 7.1.4 (2,5 puntos) Andreu pone las nueve bolas que se muestran a continuacién dentro

E®OEOEOOO®®E

a) A continuacién, saca de la bolsa dos bolas al azar, una después de otra y sin reemplazo (es
decir, no devuelve a la bolsa la primera bola antes de sacar la segunda).

@ (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de que la primera bola sea una A o una E.

@ (0,75 puntos) Calcule la probabilidad de que las dos bolas sean diferentes.

b) Andreu vuelve a poner todas las bolas en la bolsa y saca cinco al azar, una detrds de otra,
pero ahora con reemplazo (es decir, devolviendo a la bolsa cada bola extraida antes de sacar
la siguiente).

@ (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de que no haya sacado ninguna A.
@ (0,75 puntos) Calcule la probabilidad de que haya sacado al menos dos A.

Solucion:

—_

2) @PMUE:S:—:Q%%

w
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21 21 1
@ P(diferentes) = 1 — P(iguales) = 1 — (P(AA) + P(SS)) =1 - <§ '3 + - 7) _ T
2 7
b B(5.2)va= 1
) Bi5g)va=3

&« P(X=0)= (g) (;)O (;)5 =0, 284628

<tP(X22):1—P(X<2)—1— =0)+P(X =1))
5\ /2\°/7\° (5 7
1‘((0) (5) (5) *(1) 5) (5 ) 0, 30876

Problema 7.1.5 (2,5 puntos)

Se quiere construir un pequefio cobertizo de madera de 6 m® de volumen, en forma de prisma
rectangular, adosado a la pared lateral de una casa, para guardar lena. Solo hay que construir,
por tanto, el techo y tres paredes (la pared del fondo del cobertizo es la de la casa a la que estd
adosado). Ademds, se quiere que el cobertizo mida el triple de anchura que de profundidad. Cada
metro cuadrado de pared tiene un coste de construcciéon de 30 € y el techo cuesta 50 € por metro
cuadrado. Una vez construido el cobertizo, anadir una puerta tiene un coste fijo de 35 €.

a) (1,25 puntos) Compruebe que el coste de construccién del co-

300
bertizo viene dado por la funcién C(x) = — + 15022 4 35,

donde x es la profundidad del cobertizo en metros

b) (1,25 puntos) Calcule cudles han de ser las dimensiones del co-
bertizo para que el coste de construccién sea minimo y justifique

la respuesta. ;Cudl es este coste?
Solucién:

2
a) Tenemos: V(z,y) = 32%y =6 = y = =

Coste de las paredes: 30(3zy + zy + xy) = 150zy €
Coste del techo: 50 - 3z = 15022 €

Coste de la puerta: 35 €

Luego: C(z,y) = 150xy + 15022 + 35 =

2 300
C(z) = 150z - =+ 15022 + 35 = —+ 15022 + 35

300
b) C’(m)z—F—FSOOx:Oz r=1

(0,1) (1,00)
() - +
C(z) | decreciente N | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (0,1) y creciente
en el (1,00) con un minimo relativo en = 1 m de pro-

2
fundidad, 3 m de ancho y una altura de y = 1= 2 m. El

coste minimo serfa de C(1) = 485 €

Problema 7.1.6 (2,5 puntos) Considere los puntos A = (1,2,3) y B = (-3, -2, 3).
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a) (1 punto) Calcule la ecuacién del plano 7 que es perpendicular a la recta AB y que pasa por
el punto medio entre A y B. Justifique que este plano estd formado, precisamente, por los
puntos P = (z,¥, z) que estdn a igual distancia de A que de B, es decir, d(P, A) = d(P, B).

b) (0,75 puntos) Calcule las distancias de A y de B al plano 7 y compruebe que son iguales.
. Es casualidad? Razone la respuesta.

¢) (0,75 puntos) Sea C' = (—7,6,3). ;El tridngulo ABC es isésceles? Calcule su area.
Solucién:

a) El punto medio entre Ay B es M(—1,0,3)
. { W = AD = (—4,—4,0) = —4(1,1,0)

P, = A(1,2,3) —

11_,?:17,%:(1,1,0):>7r:x+y+)\:0£> A=l=7n:24+y+1=0

Se trata de un plano mediador entre los puntos A y B comprobamos que se cumple d(P, A) =
d(P, B):

4P| = |BP| = /(2 — 12+ (y— 2>+ (- 32 = /(@ +3)° + (y + 22 + (: — 3)> =

2?2 —2x 4yt —dy+ 22 —62+14 =2 +6x+y> +4y+22—62+22 = —8r—8y—8=0=—=
m:x+y+1=0

L+2+1 4

b) dAm =12 F0 % o
VAN = "7 =& S
aBm=1=3 228U _ 4 o5,

VIF1 V2

Como se vio en el apartado anterior 7 es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
ambos puntos, dicho de otra manera, se trata del plano mediador.

c¢) Tenemos
CA=(1,2,3)— (~7,6,3) = (8, —4,0) = |CA| = 4V/5
OB = (—3,-2,3) — (~7,6,3) = (4,—8,0) = |CA| = 4V5
AB = (—3,-2,3) — (1,2,3) = (—4, —4,0) = |AB| =42
El triangulo tiene dos 1adg§ igtia;les 3, el otro desigual, luego se trata de un triangulo isosceles.

1 IR A I
S =Z|CAxCBl==||8 4 0] =2/(0,0,-48)] = 24 u?
2 214 =8 0 2

7.2. Ordinaria-Coincidente

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.
Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder a alguna cuestién si necesita mas espacio. En este tltimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestién correspondiente.
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Problema 7.2.1 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z)

—2+10(x—1) Inz, definida para x > 0.

a) (0,75 punto) Compruebe que f(x) tiene una raiz en el intervalo [1;1, 5] y busque un intervalo
de una décima de longitud que también contenga esta misma raiz.

b) (1 punto) Sin calcular los puntos criticos, justifique que f(z) es decreciente en el intervalo
(0,1) y creciente en (1,400). ;Qué méximos y minimos tiene esta funcién?

¢) (0,75 puntos) Calcule li%l+ flx)y ll}I_iI_l f(x), y haga un esbozo de la gréfica de esta funcién.
r—r xT o0
Solucién:

a) La funcién f es continua en su Dom(f) = (0,+00) = f en el intervalo [1;1,5] ¥ se cumple
f(1,5) =0,02733 y f(1) = —2. Por el teorema de Bolzano Jc € (1;1,5) tal que f(c) = 0.
Ahora buscamos un intervalo contenido en el anterior que siga cumpliendo las hipétesis del
teorema de Bolzano:

Si tomamos el intervalo [1,4;1,5] (de longitud 0,1) tenemos f(1,4) = —0,65411 y f(1,5) =

0,02733. Por el teorema de Bolzano Je € (1,4;1,5) tal que f(c) = 0.

~ 10zInz +10(x — 1)
x

b) f'(x)

=0= zlnz+2r—-1=0=—= =1

(0,1) (1, 00)
f'(zx) - +

f(x) | decreciente N | creciente

La funcidn es decreciente en el intervalo (0, 1) y creciente en el (1,00) con un minimo relativo
en el punto (1, —2)

¢) lim f(z) = lim (-2 +10(x — 1)Inz) = —(—00) = 400 = =z = 0 serfa una asintota
z—0+t z—0+t
vertical.
zgrf-loo flz) = mgrlloo (=24 10(x —1)Inz) = 00 - (00) = 0
Gréfica: \ /
\
, \
- \\\ ///
\\ /
\\ /
\ 7
\\\ //
(1,495:0\
00,0 \\
\\_
Min(1,-2)
2 1 -1 2 2 2
Problema 7.2.2 (2,5 puntos) Considere las matrices P = (2 1 0 |, Q=12 2 2]y
1 0 1 2 2 2

1 2 3
R=|11 1
3 21

a) (1,25 punto) Decida si la matriz P es invertible y, en caso de serlo, calcule su inversa. Explique
detalladamente el procedimiento seguido.

85



b) (1,25 puntos) Calcule una matriz X de 3 filas y 3 columnas que cumpla PX + @ = 2R.

Solucién:
. 1 -1 1
Adj(P))T
a) |P|:1¢0:3P*1:M: -2 3 =2
1P| 11 0
b) PX +Q=2R=— PX=2R-Q— X =P '2R-Q) =
1 -1 1 1 2 3 2 2 2 4 4 4
-2 3 =20 2l1 1 1)-(2 2 2||=[-8 -8 -8
-1 1 0 3 21 2 2 2 0 -2 —4

Problema 7.2.3 (2,5 puntos) Considere las pardbolas y = f,(z), con f,(z) = az? + 2z +5 — a,
donde a es un parametro real.

a) (1 punto) Determine el valor del pardmetro a para el que la recta tangente a y = f,(x) en el
punto de abscisa = 1 pasa por el punto (2,13).

b) (0,5 puntos) Calcule los puntos de corte de las pardbolas y = fi(x) e y = f3(x).
¢) (1 punto) Calcule el 4rea de la regién situada entre las dos pardbolas y = fi(z) e y = f3(x).

Solucion:

a) Tenemos f,(z) = 2ax +2y m = f.(1) = 2a + 2, luego la recta tangente tiene de ecuacién
y—fal)=m(r—a)= 13— (a+24+5—-—a)=2a+2)2-1) = 6=2a+2= a=2

b) filz) =2* +2x+4y f3(x) = 32% + 22 + 2. Hacemos fi(z) = fo(z):

2242 +4=32+2r+2= 222 —-2=0= z =+1

Los puntos de corte son (—1,3) y (1,7)

1 1 1
¢) S = ’/1(f1(a:)—f3(x))dx - [1(—2m2+2)dx —2§3—|—2z}_1 :'2‘ :%:2,6667 w2

El valor de la integral es positivo por estar la funcién fi(z) por encima de la f3(z).

10(0,0)

Problema 7.2.4 (2,5 puntos) Rut usa el siguiente método para hacer los problemas de mateméti-
cas: tira un dado equilibrado y, si el resultado es como méximo 4, piensa y resuelve el problema
ella misma; si el resultado es 5 o 6, busca la solucién del problema por Internet y la copia. Cuando
es ella quien ha pensado la solucidn, la respuesta es correcta en el 75 % de los casos; cuando copia
la solucién de Internet, la respuesta es correcta solamente en el 40 % de los casos.
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a) (0,75 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que la solucién de un problema respondido siguiendo
este método sea correcta?

b) (0,75 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que un problema haya sido resuelto por Rut si se
sabe que la solucién es correcta?

¢) (1 punto) Manana Rut tiene que entregar 5 problemas de matematicas. ;Cudl es la probabi-
lidad de que al menos 4 sean correctos?

Solucion:

Sean R lo resuelve Rut, I lo copia de Internet, C' la solucién es correcta y C la solucién no es
correcta.

a) P(C) = P(C|R)P(R)+P(C|I)P(I) =0, 75-&0,4% ~0,6333

6

P(C|R)P(R) 0,75-% 05—

b) P(R|C) = =6 ~0,7895 R
) P(RIC) P(C) 0,6333 — 6 02577
c¢) B(5;0,6333) y ¢ =1—0,6333 = 0, 3667 ,
5 2/6 0.4 C

P(X >4)=P(X =4)+P(X =5) = <4) -0,6333%-0, 3667 + I
0,6 C

5
<5> -0,6333° - 0,3667° = 0, 3968
Problema 7.2.5 (2,5 puntos)

Carles quiere construir un decorado para la obra de teatro de final de curso en forma de un
rectangulo y dos semicirculos, tal como se muestra en la siguiente figura:

a) (1 punto) Determine el perfmetro y el drea del decorado a cons-
truir en funcién de x y de y.

b) (1,5 puntos) Para revestir el perimetro del decorado, Carles
tiene material para cubrir hasta 10 m. Si lo quiere gastar todo,
jcudles seran las medidas del decorado de area maxima que
podré construir? ;Cudl es el valor de esta drea?

Solucion:

a) El perfmetro serfa: P(x,y) =2z + 2y + 7+ 71y = 2+ 7))z + (2 + 1)y
2 2
El érea seria: S(z,y) = 4ay + ™ Ty

2 2
10 — (2
b) P(z,y) =24+ m)z+2+my=10= y= 72(_‘_;@:8
- ™)X 2
S(z) _4x10—(2+7r)x+7rx2+7r(10 2(3:7’_1' : ) _(m = 4)(m 4 2)%2? — 10(7 — 4) (7 + 2)z 4 507
\ 2+ 2 2 N (74 2)2
o(m —4 2z —5 5 10— (2+m) 25
S'(z) = (r = 4)((r + 2)a )=0:> x=720,97246mcony:M:
T+ 2 T+ 2 247
5 25 4
~(,97246 m y con un area de LHQG, 7537 m>.
w4+ 2 (m+2)2
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(0;0,97246) | (0, 97246; 00)
5'(x) + -
S(x) | creciente A | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (0;0,97246) y decreciente en el (0,97246; 00) con un
méximo relativo en x = 0,97246 m.

r—5 y—4 2z-3 v =442k
Problema 7.2.6 (2,5 puntos) Considere las rectas r : 1 - 3 = 1 ys: y=3+k
y z=-1

a) (1,25 puntos) ;Cuél es su posicion relativa? Calcule la ecuacién implicita de un plano 7 que
sea paralelo a las dos rectas y que pase por el origen de coordenadas.

b) (1,25 puntos) Calcule la ecuacién de la recta t que corta las dos rectas r y s perpendicular-

mente.
Solucion:
Tenemos: N
S LN S
43 —1 "L P.(5,4,3)
G e
2:71 P3(337 1)
o
a) PsP.=(5,4,3) —(4,3,-1) = (1,1,4)
1 1 4
—
[PSPT,E),U;]: 4 3 —1|=-9#0= ry s se cruzan.
2 1 0
- = o
T 5 k
Sear|ryrm|s= ur=u, xus=4 3 —1|=(1,-2,-2)
2 1 0
77:x—2y—2z+/\:0M>0—0—0+/\=O:>/\:0:>7r:a:—2y—2z:0

b) Primero calculamos el vector u perpendicular a r y s. En el apartado anterior se calcul6 este
vector y coincide con wuy, es decir u} = u, = (1,-2,-2)
Calculamos ¢ como interseccion de dos planos:

Ug:(l,—Q,—Q) r—5 y—4 z-—3

™o u=(4,3-1) = m :| 1 -2 2| =8 —Ty+1lz —45 = 0
P,.(5,4,3) 4 3 -1
w = (1,-2,-2) r—4 y—3 z4+1

T s =(2,1,0) — my:| 1 —2 2 =2 —4dy+52+9=0
P.,(4,3,-1) 2 1 0

S m [ S8z —Ty+11z—45=0
t'{wg :>t'{2x—4y+5z+920

7.3. Extraordinaria

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por qué.
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Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.

Puede utilizar las paginas en blanco (pdginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder a alguna cuestién si necesita mas espacio. En este tultimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestién correspondiente.

Problema 7.3.1 (2,5 puntos) Considere la funcién polinémica f(z) = 3z'® 4 523 + 2.

a) (1,25 puntos) Justifique que su grafica corta el eje de abscisas en un punto del intervalo
[—2,0]. Dé un intervalo de longitud 0,5 donde se encuentre este punto de corte.

b) (1,25 puntos) Estudie las zonas de crecimiento y de decrecimiento, y los méximos y los
minimos de y = f(x). ;Cudntos puntos de corte tiene exactamente la gréfica de esta funcién
con el eje de abscisas? Justifique su respuesta.

Solucion:

a) la funcén es continua en [—2,0] por ser un polinomio. Tenemos f(—2) = —24614 < 0 y
f(0) =2 >0 = f cumple las condiciones del teorema de Bolzano que afirma, en estas
condiciones 3¢ € (—2,0) tal que f(c) = 0. Como el intervalo (—2,0) tiene longitud 2 hay que
buscar otro encajado en (—2,0) de tamano 0,5.

1 1
Probamos con el intervalo |—1, —5} y tenemos f(—1)=—-6<0y f (—§> =1,3T>0= f

1
cumple las condiciones del teorema de Bolzano y, por tanto, dc € <—1, —5) tal que f(c) = 0.

La longitud de este intervalo tiene longitud 0,5.

b) f(z) = 392" + 152% = 32*(132'° +5) =0 = 2 =10
f"(x) = 468z 4 302 = f(0) =0 = 2 = 0 no es un extremo.
f'(x) > 0= f es creciente en R y cumple:

lim (32 +52342) = —0co0, lim (32" +52%+2) = 400 y se trata de una funcién continua,
T——00 T—+00

luego por el teorema de Bolzano 3¢ € R tal que f(¢) = 0 y por ser f siempre creciente este
punto es unico.

Problema 7.3.2 (2,5 puntos) Considere el siguiente sistema de ecuaciones, donde m es un pardme-

tro real.
r—3y+mz= -2

r+my+2z2=3
r+y+2z=m

a) (1,25 puntos) Discuta el sistema segin el valor del pardmetro m.
b) (0,5 puntos) Encuentre la solucién del sistema para m = 0.

¢) (0,75 puntos) Para m = 2, dé una solucién (z,y, z) del sistema que, ademds, cumpla z = 5y.

Solucién:
- 1 -3 m| -2
a) A= 1 m 2] 3 = |Al=-m*+3m-2=0= m=1ym=2.
1 1 m
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@ Sim e R—{1,2} = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién tnica)

@& Sim=1:

1 -3 1]-2 ) 1 -3 1]-2 )
A= 1 1 2| 3 |=|FR-F =0 41| 5 |=|F =
11 2] 1 Fs—F 0 4 1| 3 Fy — Fy
1 -3 1] -2
0 4 1| 5 | = sistema incompatible (no tiene solucién)
0 0 0]-2
& Sim=2:
1 -3 2| -2 F 1 -3 2]-2 I3
1 2 2 3 |=|KBR-FK|{=[0 5 0| 5 |=|F
1 1 2] 2 Fs—F 0 4 0| 4 5Fy —4F,
-3 2| -2
5 0] 5 = sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
O 0 0| O
b) Si m = 0 resolvemos por Gauss:
1 -3 0] -2 I3 1 -3 0] -2 Iy
A= 1 0 2| 3 = | Kh-F | = 0 3 2| 5 = | B =
1 1 2] 0 - 0 4 2| 2 3Fs —4F,
1 -3 0| -2 —2z=-14d= 2=7 r=-11
o 3 2 5 | = ( y+4=50=y=-3 = ¢ y=-3
0o 0 —-2|-14 T+9=-2= z=-11 z2=17
) Sim=2:
T—3y+2z=-2 r=1-2
{ 5y =5 - y=1
z=A

Siz=by=—=2=5=5=1-2\= A= —
Luego (z,y,z) = (5,1, —2)

Problema 7.3.3 (2,5 puntos) La clase de Elia ha disefiado el siguiente logotipo para pintarlo en
la pared del instituto:

La curva que pasa por el punto A es y = f(z), con f(z) = 2® — 42% + 4z, y la que pasa por los

—1\?
puntosB,C=(373)yDeSy:g(x)’Cong(x):_(x2 ) 4

a) (0,75 puntos) Calcule las coordenadas de los puntos A, By D.

b) (1,25 puntos) Calcule el drea de la zona punteada.
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¢) (0,5 puntos) Los alumnos quieren pintar la parte punteada de color azul y la parte rayada

175
de color rojo. Sabiendo que el area total del logotipo es Iz m 2, ;de qué color necesitardn

més pintura?
Solucién:

a) A es punto de corte de f(z) con el eje de abscisas: 2> —42? + 42 =0= =0y z = 2.
Luego A(2,0)

—1\2
B es el punto de corte de la funcién g(z) con el eje de ordenadas: g(0) = — (L) +i==

2
15
B (0’ Z)

—1\2
D es el punto de corte de g(z) con el eje de abscisas g(z) = 0 = _<x2 ) +4=0=
22— 22 —-15=0= x=-3yx=5= D(5,0).
3 2 z—1)’ 2
b) Hacemos f(z) = g(z) = 2° —4a” + 4o = — % +4 = (x—3)42* -3z +5) =

0= z=3
El intervalo de integracién es [0, 3]:

i /os(g(:v) = f(z))dz = /03 {_ (x; 1>2 4= (7 — 40’ +4v) | d =

3 2 3

-1 1

/ {_<x2 ) +4—(:z:3—4z2+4x)} dzzz/(—4x3+15x2—14x+15)dz=
0 0

1
7 (a4 52® = 72”4 15) ) = 9 w?

175
c¢) La parte puntuada es 9 m? y el logotipo 17 ~ 14,5833 m ? = 14,5833 -9 =5,5833 m? la

zona rayada. Luego la zona rayada tiene una superficie menor que la punteada y se necesita
mas pintura azul que roja.

Problema 7.3.4 (2,5 puntos) Se estima que el 20 % de los habitantes de una regién padecen
algun tipo de arritmia. Para diagnosticarla, existe la posibilidad de colocar al paciente un monitor
Holter, que detecta la arritmia en un 95 % de los casos de personas que la padecen, pero que
también da falsos positivos, por motivos eléctricos, en personas que no padecen arritmias en un
0,5 % de los casos.

a) (0,75 puntos) Si se escogen 4 personas al azar, jcudl es la probabilidad de que al menos una
de ellas padezca arritmias?

b) (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que una persona escogida al azar obtenga un
diagnoéstico positivo de arritmia?

¢) (1 punto) Si una persona obtiene un diagndstico negativo en la prueba del Holter, jcudl es
la probabilidad de que realmente padezca arritmias?

Solucién:
Sean A padece arritmia, A no padece arritmia, H el monitor Holter detecta positivo y H detecta

91



negativo.

a) p=P(A)=0,2= X ~ B(4;0,2).

PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X =0) = 095~ H
4 A
1-— (o) -0,2°.0,8" = 0,5904 02 O~ T
b) P(H) = P(H|A)P(A) + P(H|A)P(A) = N ooos H
0,95-0,2+0,005-0,8 = 0,194 A<
0,995 ﬁ

_. P(H|A)P(A)  0,05-0,2
o PAH) = =g = 10,10

=0,0124

Problema 7.3.5 (2,5 puntos) Para cada punto (z,y) de la curva y = ¢ 2%, con z > 0 e y > 0,
considere el rectdngulo con vértices en los puntos (0,0), (x,0), (0,y) y (z,y).

1
a) (1,5 puntos) Compruebe que, de entre todos estos rectdngulos, el que tiene x = 5 es el de

area maxima. ;Cudl es el valor de esta area?

b) (1 punto) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la funcién y = e 2*

abscisa x = 0, y su punto de corte con el eje de abscisas.

en el punto de

Solucion:

a) Tenemos:

S(:E)lz re?® = S2)=1-20)e > =0=1-22=0=—

z=3 \

S"(x) = 4(x —1)e ** = 3" <%> = —% <0= x= % esun 7 ik P
maximo relativo, en nuestro caso absoluto. B
El valor del drea sera: S <%) = % . é = 2i€ ~0,1839 u? s

b) Enz=0= (0,¢°) = (0,1) es el punto de tangencia. ((a,b) = (0,1))
Fla) =202 = m=f/(0) = 242220 1 9z —0)=— y=—2c+1

1
El punto de corte de esta recta con el eje de abscisas es -2z 4+ 1=0— (5, 0>

\

\

(0,0)

Problema 7.3.6 (2,5 puntos) Considere el punto P = (1, 3,0) y el plano 7 de ecuacién x + 2y —
2z = —T.
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a) (1 punto) Sea r la recta que es perpendicular a 7 y pasa por P. Calcule el punto de interseccién
de 7 con r.

b) (0,5 puntos) Calcule la distancia d del punto P al plano .

c¢) (1 punto) Calcule la ecuacién de otro plano m' que sea paralelo a 7 y que también esté a
distancia d de P.

Solucion:
— r=1+A
. Uy = Ugr = (1a2a 72) . —
a>w{}1:Paﬁm) = r: Z;i;% VA ER

Sustituyendo r en m:

14 5 1 28
(14+X) +2B+20) —2(—2)\) = T —> A= —— — P! (_,,_,77)
9 9° 9° 9
1+6-0+7 14
b) d(Pr)= 1 °- 00 _ 2%
JAbm) =51 ~3 ¢
14
¢) Sean' ||m= 7’ :x+2y—22z+a=0un punto de 7 puede ser Q(—7,0,0) y d(Q, ") = 3
Luego:
7T+0-0 7 14
d(Q,’lTI):| + +a|:| +a|:7:>|7+a|:14:>

Vvi+4+4 3 3
{ Tta=l4d= a=7T= 7' :2+2y—22+7=0
T+a=-14d= a=-21= 7' :x+2y—22—-21=0
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Capitulo 8

Comunidad Valenciana

8.1. Ordinaria

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

Problema 8.1.1 (10 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende
de un pardmetro real m
—xrt+ytz=m
20 +my — z = 3m
(m—1Daz+3y—z=6+m
Se pide:
a) (6 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro m.

b) (4 puntos) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, en-
contrar la solucién.

Solucion:
-1 1 1 m
a) A= 2 m —1| 3m — |[Al=—m*+m+6=0= m=—-2ym=3.
m—1 3 —1|64+m

® Sim e R - {-2,3} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A4) =n? de incégnitas=>
Sistema Compatible Determinado (solucién tnica)

& Sim= -2
-1 1 1 | -2 Fy -1 1 1 -2
A= 2 -2 -1|-6 |=| F+2F | = 0 0 1 |-10 )=
-3 3 -1 4 F; — 3L 0 0 —4| 10
3 11 1] -2
Fy = 0 0 1|-10 | = Sistema Incompatible (no tiene solucién)
F5 + 4F, 0 0 0]-30
& Sim=3:
-1 1 113 2F + F» 0 5 1|15
A= 2 3 -1|9 | =] F =2 3 —-1|9 =
2 3 -1]|9 F5—F 00 01O

Sistema Compatible Indeterminado (infinitas soluciones)
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b) Para m = 3:

{5y—|—z:15 . zf?_ll’\
20 +3y—2=9 Y — 15— B\
1 2m m 1 0
Problema 8.1.2 (10 puntos) Se consideran las matrices A= 0 m 0 |yB=1[10 1
m 1 m 0 0
Se pide:
a) (3 puntos) Estudiar el rango de A en funcién del pardmetro real m.
b) (4 puntos) Para m = —1, resolver la ecuacién matricial AX = B.
¢) (3 puntos) Para m = 0, calcular A°.
Solucidn:
a) [Al=m?—m*=0= m=1ym=0
e SimeR—-{0,1} = |A| # 0 = Rango(A4) =3
& Sim=1:
1 2 1 1 9
A=[(0 1 0| = |Al=0y =1 0 = Rango(4) = 2.
0 1
1 1 1
& Sim=0:
1 0 0 1 0
A=[0 0 0] = |A4=0y =1 0 = Rango(4) = 2.
0 1
0 1 0
1 -2 -1 1 1 -3 -1
b) Sim=-1= A= 0 -1 0 :>A—1—§ 0 -2 0
-1 1 -1 -1 1 -1
/1 -3 -1\ /10 1/2  —3/2
AX:B:X:A*B:5 0 -2 0 0 1)={ 0 -1
-1 1 -1/ \0 0 ~1/2  1/2

Sim=0:
100 100 100 100
Al=(0 0 0],42=[0 0 0),4%=(0 0 0])=42—= A>=(0 0 0
01 0 00 0 00 0 00 0

-1 1 2
Problema 8.1.3 (10 puntos) Se considera la recta r : z _yrl_zt y el plano 7 :

2 3 -1

3z —my + z = 1, Se pide:

a) (4 puntos) Determinar el valor del pardmetro real m para que r y 7 sean paralelos. Obtener
ademas los valores de m para los que el plano 7 contiene a la recta r.

b) (3 puntos) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a 7, que contenga
a la recta r.

c¢) (3 puntos) Calcular, en funcién de m, la distancia entre 7 y el punto P = (1, -1, —2).

Solucion:
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=142\

_>
u, = (2,3,—1
a)r:{];(l (71 72)) y=—-1+3\ yus=(3,-m,1)
r\dly ) ——92_ )\
r||w:>mLﬁ:>m>.zT;:o:>(2,3,—1)-(3,—m,1):6—3m—1:0:>m:g
5
Para este valor podria ser r C m comprobamos si P, € 7: 3z — -y +2=1—= 3—|—§—2:

8
No existe valor de m para que r C .
5 )
b) Sim:§:>W:Sx—§y+z:1zw:9x—5y+3z:3
mr= 9z —by+3r=a 2945 6=a=a=8= 7' :9z—5y+3z=8

B+m—2-1  |m]

d(P,7) = _
©) d(F,m) VI+m?2+1 V10 + m?2

Problema 8.1.4 (10 puntos) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P(2,1, 3)
y Q(1,3,1), y los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R = (4,7,6).

a) (2 puntos) Calcular la ecuacién de la recta r.
b) (3 puntos) Calcular la ecuacién del plano que contiene al cuadrado.

¢) (5 puntos) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices.

Solucién:
. r=4-X
a) r: { Ur _P@ (4 ;’(25’ —2) = y=T7+2X
R(4,7,6) z="06—2A\
PG = (~1,2,-2) 12 y—1 2-3
b) 7 : }T;%:(7 6,3) = 7| —1 2 -2 |=18r—y—10z2—5=0
P(2,1,3) 2 6 3

¢) Calculamos un plano 7’ L r que contenga al punto P:

w_qj,%_( 1,2,-2) = 2 4+2—2:1a=02 2492 61a=0— a=6—

7 —x+2y—22+6=0
Calculamos el punto de corte P’ de 7’ con 7:

4 4 2
(AN H2ATH2) 2620 +6=0= A= = P’(KO,%,%)

Para encontrar el otro punto

— 40 55 62 31 73 44
/:P/ Pl l:Pl P :(7u737> _1727_2 :(77777>
@ +PQ +PQ 59 9/ ! )=\9 979

k
Problema 8.1.5 (10 puntos) Sea la funcién f(x) = Ti donde k es un parametro real. Se pide:
e

a) (3 puntos) El dominio y las asintotas de f(z).

b) (5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z) y sus méximos y
minimos.
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a)

¢) (2 puntos) Justificar que la funcién siempre se anula en algiin punto del intervalo [—1,1].
Solucién:

@ Dom(f) = R El denominador no se anula nunca.
@ Asintotas:

e Verticales no hay, el denominador no se anula nunca.
e Horizontales: y = 0 cuando  — 400

, T —kx A
lim — = lim = lim (—kze*™) = +o00
z——0c0 €2% z—00 €72 T—00
., kx ool L'H , k
lim — = |—| "= lim =
r—o0 4T o0

T—00 2€2m
e Oblicuas: cuando no hay por haber horizontales y cuando x — —oo tampoco:

m = lim @ = lim = Ilim = lim (ke%) =400
T——00 I T——oo 2% T—4o00 e722
b) f(x) = ke 2(1

T—+00

1
2zr) =0 = xzisik;éO:
& Sik=0= f'(x) =0Vx € R= f(x) es una funcién constante.
& Sik>0: :
(-=>5)

_|_
creciente

f(x)
f(x)

)

decreciente

1
La funcidén es creciente en el intervalo <—oo7 5) y decreciente en el intervalo ( 7oo)

La funcién presenta un maximo relativo en el punto (

1 k)
& Sik<O:

22
(=3) | G~
—00, = —,00
72 27
- +
creciente

., . . 1 . .
La funcién es decreciente en el intervalo | —oo, 3 y creciente en el intervalo , 00

La funcién presenta un minimo relativo en el punto <2; 2—)
e

f'(z)
f(z)

decreciente

Mix(1/2,k/2¢))

\ / \\ 1) con k>0 (k=1)
\/ e

e 19 con k<0 (k=-1)

% % ol
/ Min(1/2,k/2¢))
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¢) f esuna funcién continua en [—1, 1] y ademés cambia de signo en los extremos de los intervalos
se cual sea el valor k:

Sik>0— f(—1):—6—]f2<0yf(1)=6%>0

Sik<0= f(-1) =5 >0y j1) = 25 <0

Luego, independientemente del valor de k la funciéon cumple las condiciones del teorema de
Bolzano que nos asegura que 3¢ € (—1,1) que cumple f(c) = 0.

Problema 8.1.6 (10 puntos) Sea el rectdngulo R definido por los puntos del plano (—1,0),(1,0),(1,1)
y (=1,1). Se consideran las graficas de las funciones f(z) = 2° y g(z) = a, 0 < a < 1, contenidas
dentro de R. Obtener el valor de a que cumple que el drea comprendida entre dichas gréficas es
igual a un tercio del area de R.

Solucién:
El drea del rectdngulo es 2 u?.
Los puntos de corte de las dos graficas son:

fx)=g(x) = 2°=a= z==+Va RLUAS N hay tres recintos S : [—1,—v/al, Sz : [-Va,a] y
Ss3 @ [Va,1].
W )
F(x):/(xQ—a)dx: 5 T as
_/—ﬁ )  2a%2 —3a+1
=1 i E—

e Y
52:/ (952fa)ala::F(\/&)7]?(f\/5):,4 R

—Jva 3

! 2a3/% — 30 + 1
Sy :/ (22 — a)dx = F(—v/a) — F(-1) = i, X Ll

Va 3

20/ —3a+1 4a*?  2d%? -3a+1 8a®? —6a+2
S(a) = |S1] + [S2] + [Ss] = + + =
32 3 3 3 3
- 2 2

S(a) = M =2 = 8?2 -6a=0= 2a(4y/a —3) = 0 = a = 0 (no vélida) y

3 3
3 oca 9
4\/5—3=0:>\/a:10<:<1a=1—6=0,5625

¥y

x=-1 x=1

(1,0)

(-1,0) 0(0,0)

Problema 8.1.7 (10 puntos) Una bolsa contiene dos monedas que llamamos M; y M. La moneda
M es una moneda trucada que tiene impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La
probabilidad de obtener cara con la moneda M; es de 0,6. La moneda M, tiene una cara impresa
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en ambos lados.

a) (3 puntos) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y
la devolvemos a la bolsa. Repetimos esta accién tres veces.

a) (3 puntos) ;Cudl es la probabilidad de haber obtenido tres caras?

b) (3 puntos) ;Cudl es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz?

b) (4 puntos) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos
caras. Calcular la probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M;. Responder
a la misma pregunta para la moneda Ms.

Solucién:
Sean C cara y X cruz.

a) Tenemos:

P(C) = P(C|My)P(M) + P(C|Mz)P(Ms) =
0,6-0,54+1-0,5=0,8y P(X)=1-P(C)=0,2
P(CCC) =0,8 =0,512

P(una cruz) = P(XCC)+ P(CXC) + P(CCX) =
0,2-0,8-0,8+0,8-0,2-0,840,8-0,8-0,2=0,384

b) Tenemos:

0,6 C
P(CC) = P(CC|M;)P(M;) + P(CC|Ma)P(My) = _ B=E ~S—x
0,6-0,6-0,54+1-1-0,5=0,68 M
P(CC|M;) =0,6-0,6 = 0,36
P(CC|M)P(M;)  0,36-0,5

1 C

P(M = = = 0,264 ,
(M,|CC) PIO0) oos 04T g L B -_—
P(CC|My)P(M3) 1-0,5 . P c

P(M. = - — I~
(M:|CC) P(CC) 0,68 793 o

Problema 8.1.8 (10 puntos) Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus
llamadas no consigue una venta. Este comercial realiza 10 llamadas.

a) (3 puntos) Calcular la probabilidad de que consiga més de 7 ventas.
b) (3 puntos) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas.

¢) (4 puntos) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un méximo de
8 ventas.

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de

aproximacion.
Solucion:

B(10;0,7)

100



1 1
a) P(X >7)=P(X =8)+P(X =9)+ P(X =10) = ( 0)0,78-0,32+ <90)0,79-0,31+

10 10 0
. = 2
(10)0,7 0,3° = 0, 3828

b) P(X 25) =1 P(X <5)
1—[P(X =0)+ P(X =1)

X=2)+P(X =3)+P(X =4)] =
1— 10)0700310 (

10
0 071 039+<2)0,72-0,38+

1
<30>0 73.0,3" + ( )0 7. 036} =0,9527

) PB<X<8) =1—-[P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =9)+ P(X = 10)] =

10 10 10
<0>0,7O-0,310+<1>077l-0,39+ <2>0,72-0,38+

10
)0, 7190, 30} =0,8491

H5+H

1-—

10
0,72.0,3"
9) ’ AR T

8.2. Extraordinaria

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

| =
w

1 donde k es un numero

0
Problema 8.2.1 (10 puntos) Se considera la matriz A = | k
2 -1

| o
—_

real.
a) (2 puntos) ;jPara qué valores del pardmetro k la matriz A es invertible?
b) (4 puntos) Para k = 0, si existe, calcular la matriz inversa de A.

c¢) (4 puntos) Para k = 0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD = DA.

Solucion:

a) A=k’ -k-2=0=k=-1yk=2= A ' VkecR-{-1,2}

b) Sik = 0:
0 0 3 131
1 1 3 2 2
A=10 3 1 == A7 = -1 3 0
1
2 -1 -1 — 0 O
3
a 0 0
c)SeaD=|0 b 0] ytenemos
0 0 ¢
0 ‘f 3 a 0 0 a 0 0\ /Y ‘f 3
0 3 1 0O b 0)J=10 b O 0 3 1
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0 0 3¢ 0 0 3a Jc=3a= a=c

b b c=1b
0 3 c = 0 3 b - %= 2 — 4 —c = a=b=c
2a —b —c 2c —c —c b=—c=—b=c

1 0 2 «Q
Problema 8.2.2 (10 puntos) Sean las matrices A= 3 2 1 |eB=| f |.Sepide:
a 0 3

~

a) (5 puntos) Estudiar los valores del pardmetro real a para los que la ecuacién matricial A’X =
B tiene una tnica solucion.

3
b) (5 puntos) Sabiendo que el vector | —2 | es una solucién de la ecuacién A?X = B, encontrar
-1
el valor de «, 8 y v dependiendo del parametro real a.

Solucién:
3 3
a) |[A%| = |A? = (2(3-20))) =0 = a = 2 luego 3(A?)~! Va € R — {5} y X =(A)"'B

solucién unica de la ecuacién.
2

10 2 3 o 2a+1 0 8 3 !
by [3 2 1 -2 1=8)|= a+9 4 11 2= =

a 0 3 -1 vy 4a 0 2a+9 -1 vy

6a — 5 o a=6a—25

3a+8 |=| 8| = ¢ B=3a+8

10a — 9 ¥ v =10a — 9

z—1 r—3 y—3
Problema 8.2.3 (10 puntos) Se dan las rectas r : z — 1 =y — 2 = g YSiT 5 =T =
1

Z; . Se pide:

a) (5 puntos) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccién.

b) (5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta que pasa por Py es perpendicular a r y a s.

Solucion:
— r=14+X
7’:{?(;(21’11)’2) = 7r:{ y=2+X VIeER
N’ z=1+4+2\
W= (-2,-12) TS
s P.(3,3,—1) = r: y=3—u Vi eR
s\ Iy Z:_1+2M
—_—
a) PP, =(3,3,—1)—(1,2,1) = (2,1, -2)
2 1 -2
—
[PrPs,zﬁ,qﬁ]: 1 1 2 | =0= r y s se cortan o son paralelas.
-2 -1 2
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1 2

9 _1 2):2:> Ty s se cortan.

Como Rango (j

r=14+XA=3-2u

— y=2+A=3—p :>{>\i? — P(1,2,1)
z2=142\=—-1+4+2u o
- =
i ik
D) tlrytls=— u=uxus=|1 1 2|=(4,-6,1)
-2 -1 2
— . r=1+4y
t{;gt:(;(’lg’}; = r: y=2—-6y VyeR
t — )y Z:1+’7

Problema 8.2.4 (10 puntos) Sea el plano 7 : 6z + 4y — 3z — d = 0, Se pide:

a) (2 puntos) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.

b) (3 puntos) Calcular, en funcién del pardmetro d, las coordenadas de los puntos A, B y C que
resultan de intersectar el plano 7 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente.

c¢) (b puntos) Para d # 0, calcular el dngulo formado por los vectores xﬁ y ﬁ determinados
por los puntos del apartado anterior.

Solucién:
[04+0-0—-d| |—d]
d(0, ) = = =1= d==+V61
2) O = T ol
. d d
b) ConeleJeOXhacemosy:Oy2:0:>6x+0707d:0:>x:6:>A —,0,0
d d
Con el eje OY hacemos t =0y z2=0=—= 0+4y—-0—-d = O:>y—Z:>B(O,4,O>
d d
ConelejeOZhacemos;13=Oey:0:>O—i—O—?;z—d:O:>z:—§:>C(O,O7 3)

- (040) - (G0 (4 40) -4 3o
= (00 (200) = (to-t) =a{ o)

AL - AC 16+0+0

2
= — — o =75°38'12"
|‘@Hﬁ| \/36+16+0 \/36+0+7 65

Problema 8.2.5 (10 puntos) Se considera la funcién h(z) = azx + 2, donde a es un pardmetro
real. Se pide:

a) (3 puntos) El valor de a que hace que la grafica de la funcién y = h(z) tenga un minimo

relativo en la abscisa r = ——

4
b) (2 puntos) Para el valor a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(z) e y = h'(x).
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c¢) (5 puntos) Calcula el drea del plano comprendida entre ambas curvas.

Solucion:

3 3
a) h(z)=a+2x=0= x:—g:—zzazf

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada:
3 3
h'(z)=2= h (_Z) =2>0= z= —; esun minimo.
3 3
b) h(z) = ; +2? = g(a) = W(0) = 5 +22

Se trata de una parabola y una recta. Con una tabla de valores dibujamos:
\ d 4

Los puntos de corte de ambas graficas seran:

o) = gla) = S 422=3 fop s po 1, g0
los puntos son: (—1 —1) <§ 9)
P U T2) Y\

3
c) S: {—1, 5} sera el recinto de integracion:

3/2 3/2 3/2
S:/ (g(x)—h(m))da::/ (§+2x_3£_$2> dx:/ (—x2+§+7
—1 -1 2 2 1 2

3/2
12
_ 125 2,6042 u?

3 z? 3733}
., 48

3 4+2

La integral sale positiva por estar la funcién g(x) = h’(x) por encima de h(z).

Problema 8.2.6 (10 puntos) Se construye una caja de cartén sin tapa a partir de una hoja rec-
tangular de 16 cm por 10 cm. Esto se hace recortando un cuadrado de longitud = en cada esquina,

doblando la hoja y levantando los cuatro laterales de la caja. Calcular:

a) (8 puntos) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor
volumen posible.

b) (2 puntos) Dicho volumen.

Solucion:
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a) V(z)= (10 — 22)(16 — 2z)z =
473 — 5222 + 160z ~=2=85

V'(z) = 122 — 104z + 160 = 0 =

20
r=2yx= 3 (No vélida)
V' (z) =24z — 104 =
V"(2) = =56 < 0 = z = 2 es un méximo relativo.
La caja tiene 10 —4 = 6 cm de ancho, 16 —4 = 12 cm
de largo y 2 cm de alto.

16-2x

10-2x

b) V(2) = 144 cm?

Problema 8.2.7 (10 puntos) Una empresa tiene 3 mdquinas de fabricacién de latas de refresco.
El 10,25% de las latas que fabrica la empresa son defectuosas. El 30% de las latas las fabrica
en la primera maquina, siendo el 10 % defectuosas. El 25 % de las latas las fabrica en la segunda
maquina, siendo el 5% defectuosas. El resto de las latas las fabrica en la tercera maquina.

a) (4 puntos) {Cudl es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea
defectuosa?

b) (3 puntos) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ;Cuél es la probabilidad de que
proceda de la primera maquina?

¢) (3 puntos) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ;Cudl es la probabilidad de que no
haya sido fabricada en la segunda méaquina?

Los resultados han de expresarse en forma de fracciéon o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacién.
Solucién:
Sean M1 primera maquina, M2 segunda méquina, M3 tercera maquina, D defectuoso y D no
defectuoso.

a) P(D)=P(D|M1)P(M1)+ P(D|M2)P(M2)+ P(D|M3)P(M3) =

2 D
0,1025 =0,1-0,340,05-0,25+z-0,45 = = = P(D|M3) = i ~0,1333 0,1
_ M1 55 D
— P(D|M1)P(M1 0,9-0,3
b) P(M1|D) = (DIMOPML) _ =0, 3008 0,05— L
P(D) 1-— 0, 1025 0,25 M2
0,9. D
P(D|M1)P(M1) + P(D|\M3)P(M3 .
o P ) - PLIMOPOIY + PO POIS) -
P(D)
0,1-0,3+0,1333-0,45 1x D

0,1025 =0,8779

Problema 8.2.8 (10 puntos) Se ha determinado que en el 60 % de los mensajes enviados por
WhatsApp se anade un emoticono. Una persona envia diez mensajes de WhatsApp. Se pide la
probabilidad de que:

a) (3 puntos) Ningiin mensaje de los diez tenga emoticonos.
b) (3 puntos) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.

¢) (4 puntos) Ocho o més mensajes tengan emoticonos.
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Los resultados han de expresarse en forma de fraccién o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
Solucién:

B(10;0,6)

10
a) P(X =0) = <0>0,60~0,410 =0,0001

b) P<X§.10>P(X4)<O>o 6*-0,4% = 0,1115

¢) P(X >8) = )+ P(X =9)+ P(X =10) =

1 1
<0>0 6% - 042 < )0 6°-0,4' + (18>0,610~0,400,1673
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Capitulo 9

Extremadura

9.1. Ordinaria

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 pre-
guntas, cuyo valor es de 2 puntos. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningin caso debera
responder a un ntumero mayor del indicado porque en la correccion del examen solo se tendran en
cuenta las cinco primeras cuestiones/preguntas respondidas. Si se desea que alguna de ellas no sea
tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En ese caso, ademas
de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregiria la que ocupe el sexto lugar. Se deben
justificar todas las respuestas y soluciones.

b+1

2 b+
Problema 9.1.1 (2 puntos) Seabe Ry lamatrizA=|b+2 1 1
1 b

=+

a) (1 punto) Calcular los valores de b para los que A tiene inversa.
b) (1 punto) Hallar A~! para el caso b = 0 (debe justificarse adecuadamente la respuesta).
Solucién:

a) [Al=1-b0*=0= b==41= A Vbe R - {£1}

2 21 -1 1 1
b)A=(2 1 1]|=A4a'=[1 -1 0
1 1 0 1 0 -2
1 0 1 a 0
Problema 9.1.2 (2 puntos) Dadas las matrices A = (71 1 0), M = b 1] yN-=
a—0b 1

( 11 _21>, hallar los valores de a y b para que el producto A - M sea igual a la inversa de la

matriz V.
Solucion:
a 0
1 01 2a—b 1
A'M:(—l 1 0) b1 :(b—a 1)
a—b 1
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() -0

Y 2a —b 1)_(2 1) {2@—1):2 {a:3
A-M=N :(b—a )=\ 1) 7 L=a+b=1 " \b=4

Problema 9.1.3 (2 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta

—y—4z+1= . -1 -3
r= { Toy—Azt 0 y es paralelo a la recta de ecuacién s = = ¥ -z

r—22+1=0 2 -1 3
Solucion:
T_{x—y—élz—l-l:o ., Z;_;;—Q}\ — {732(27—2,1)
"lz—2241=0 L\ P.(-1,0,0)
, o1 y—373:$8.{77§=(2,—1,3)

2 -1 3 "L Py(1,3,0

= (2,-2,1) r+1 y oz
o w=(2-1,3) =nr:| 2 -2 1/=0=

P,.(-1,0,0) 2 -1 3

T:—5r—4y+22—-5=0= 7m:bxr+4y—22+5=0

Problema 9.1.4 (2 puntos) Dados los puntos A(1,2,1), B(0,3,1) y C(1,0,—1). Determinar:
a) (1 punto) Un vector unitario y ortogonal a los vectores 1@ y /@
b) (0,5 puntos) El dngulo determinado por dichos vectores.

¢) (0,5 puntos) El drea del tridngulo que forman A, By C.

Solucion:
a) AB = (0.3,1) = (L2, 1) = (~L,1,0) y AC = (1,0,~1) = (1,2,1) = (0,-2,~2)
i 5K
W=ABxAC=|-1 1 0|=(-2-2,2)— @ LAB,AC
0 -2 -2
_ ﬁ _ (_27_272) _ (_2a_272) _ (;1 ;1 i)
] V12 23 3 V3 V3
También seria valido el (\}37 %7 \_/%)
2 Neos AB-AC  (~1,1,0)-(0,-2,-2) -2 1 R
o = = = — = —— =
|AD| - |AC V222 4 2

¢) S = % |48 x 4¢| = %|(_2,_2,2)| — V3 u?

Problema 9.1.5 (2 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y los puntos extremos de la fun-

cién f(x) = z?e®.
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Solucién:
flx) =20 —2?e " =e "2 —2?)=0= =0y x=2

(—00,0) (0,2) (2,00)
f'(@) - + -

f(z) | decreciente N\ | creciente /| decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00) y creciente en el (0,2), tiene un maximo
relativo en (2, —2) y un minimo relativo en (0, 0).
e
\ Max(2,4/e*2)

Min(0,0)

Problema 9.1.6 (2 puntos) Calcular el valor de a para que la funcién

M x
sinx — ze .
si z#0

fl@) = z? —2cosw + 2 sea continua en z = 0.
a si x=0
Solucion:
f continua en x = 0:
f0)=ay
lim f(z) = i sinz — xe* {O}L'H , cosx —e¥ — e {O}L'H , —sinx —e®¥ —e® — xe®
1m r)=I1m1m —""@"@“@¥7>——=|—-|=/Im— = |—=| = =
z—0 z—0 22 — 2cosx + 2 0 z—0 2x + 2sinx 0 z—0 2+ 2cosz
-2 1
T -3 luego

f(o):ill%f(z):aﬁa:,%

Problema 9.1.7 (2 puntos) Hallar una primitiva F(z) de la funcién f(z) = (22 + 5)e™>" que
cumpla F(0) = 0.

Solucion:
u=2zx+5= du=2dx
92z 672w (2x+5)6—2w
F(x):/(2x+5)e*2wdm: dv=edr=v=" | = S +/e*2wdx:
/udv:uvf/vdu
2 5)e~2x 2 (2 5 1 .
—($+2)€ —62 +C=—e_2”“(x2+ +§)+C=—(m+3)6_2’“+0

F0)=0= -3+C=0= C=3= F(z)=—(v+3)e > +3

Problema 9.1.8 (2 puntos) Calcular el drea encerrada entre las graficas de las funciones f(x) =
=5y glr) = —x.

Solucién:
flx)=g(r) = 2® -5 =—2= 242 =0= =0, 2 = +£2 = hay dos dreas: S; : [-2,0]
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Sy = /02 (23 —4z)dx = F(2) — F(0) = —4

S = |51|+|52| :4+4:8u2
S es negativa por estar la funcién g(z) por encima de f(x) en el intervalo [0, 2]

19

8

0(0,0)

x=2 ——

Problema 9.1.9 (2 puntos) En una residencia de ancianos el 80 % de los residentes tiene cuenta
de correo electrénico, el 60 % tiene redes sociales, y el 10 % no tiene ni correo electrénico ni redes
sociales. Se pide calcular la probabilidad

a) (0,5 puntos) De que un residente use correo electrénico y redes sociales.
b) (0,75 puntos) De que un residente use sélo una de las dos cosas.
c¢) (0,75 puntos) De que un residente use correo electrénico sabiendo que no usa redes sociales.

Solucién:
Sean C tiene cuenta de correo electrénico y R tiene redes sociales.
P(C)=0,8, P(R)=0,6y P(CNR)=0,1

a) PCNR)=P(CUR)=1-P(CUR)=0,1= P(CUR)=0,9
P(CUR)=P(C)+P(R)-—P(CNR)= 0,9=0,840,6—-P(CNR)= P(CNR)=0,5
b) P(CNR)+P(CNR)=P(C)+PR)—2P(CNR)=0,84+0,6—-1=0,4

__P(CNR) _P(C)-P(CNR) _08-05 3
PO ==& =" 1-pm o1 a1 °7

Problema 9.1.10 (2 puntos) Luis es un estudiante bastante despistado y su tutora esta cansada
de que llegue tarde a clase. Ella le propone el siguiente trato: si en los préximos 10 dias Luis llega
tarde como mucho 3 dias, le subird 1 punto en la nota final de la evaluacién. Sabiendo que la
probabilidad de que Luis llegue tarde a clase cada dia es 0,5, determinar:

a) (0,5 puntos) El tipo de distribucién que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de
dias que Luis llega tarde a clase en los préximos 10 dias. ;Cudles son sus pardmetros?

b) (0,75 puntos) ;Cudl es la media y la desviacién tipica de esta distribucién?

c¢) (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que Luis consiga esa subida de 1 punto en la nota
final?
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Solucion:
B(15;0,3)

a) Se trata de una distribucién binomial B(10;0,5) donde n =10, p=0,5y ¢=1—p=0,5.

b) Lamedia de la distribucién es g = np = 5 y la desviacién tipicaes 0 = \/npqg = 1/10-0,5-0,5 =
1,5811

¢) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2+P(X=3)=
10 10 0
(0)0,50-0,51°+<1>0,5l-0,59+(2)0 52.0,58 ( )o 52.0,57 =0,171875

9.2. Extraordinaria

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 pre-
guntas, cuyo valor es de 2 puntos. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningin caso debera
responder a un nimero mayor del indicado porque en la correcciéon del examen solo se tendran en
cuenta las cinco primeras cuestiones/preguntas respondidas. Si se desea que alguna de ellas no sea
tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En ese caso, ademaés
de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregiria la que ocupe el sexto lugar. Se deben
justificar todas las respuestas y soluciones.

1 -1 0
Problema 9.2.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A= 0 1 2| yC= <g (1) :i)
-1 -1 0

a) (1 punto) Calcular la inversa de la matriz A + A" donde A’ es la traspuesta de A.

b) (1 punto) Encontrar la matriz X que verifica XA + X A" = C

Solucién:
1 -1 0 1 0 -1 2 -1 -1
a) |[A+ A = 0 1 2)]+(-1 1 —-1}|=|-1 2 1|=-2#4#0=
-1 -1 0 0 2 0 -1 1 0
/2 1/2 -1/2
JA+AY = 172 1/2 1)2
-1/2 1/2 -3/2
b) XA+ XA'=C= X(A+A)=C= X =C(A+ AN =
01 -1 /2172 —1/2 10 2
50 —1)( V2 12 12 =1y |
—-1/2 1/2 -3/2
2m 1 1
Problema 9.2.2 (2 puntos) Estudia el rango de la matriz A = 2 m 1 | segun sea el valor
2 1 m
de m.
Solucién:

Al =2(m>* -3m+2)=0= m=1ym=—2.
& SimeR-{1,-2} = |A| # 0 = Rango(4) =3
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=1
2 11
A= 2 1 1 | =Rango(4)=1
2 1

1
& Sim=-2:
-4 11 4
A= 2 -2 1 | = ’ 9 _2‘:675O:>Rango(z4):2
2 1 -2

Problema 9.2.3 (2 puntos)

a) (1 punto) Dados los vectores U = (2,1,0), v = (5,0,1), W = (a,b,1) calcular a y b para
que 0 y W sean perpendiculares y ademas los tres vectores, U, v y W sean linealmente
dependientes.

b) (1 punto) Calcular el volumen del paralelepipedo que forman U, Vy7Z= (1,2,1).
Solucion:

a) @ 77 K y W linealmente dependientes:
2 10
(W, 7,W]=5 0 1|=a—2b—5=0.
a b 1
o« 7 LW
U W =(2,1,0)-(a,b,1) =2a+b=0

{a—2b25 {a:l

2a+b=0 -2
2 1 0
b) Ve =|[W,7,Z][ =[5 0 1||=|-8 =84’
1 2 1
r=1-2\ vl 1 .
Problema 9.2.4 (2 puntos) Se consideran las rectas 7: ¢ y=5+2\ ys: 1 Y =3
z=—6A a

a) (1 punto) Calcular a para que ambas rectas sean paralelas.
b) (1 punto) Hallar el 4ngulo que forman la recta r y el plano de ecuacién —3z + 4y — 4 = 0.

Solucién:
r=1-2\
a) r:¢ y=5+2X\ :>r:{
z = —06A
z+1 y—1 =z
T T4 T3

— S

1=k
rlls= w =k, = (1,-1,3) = k(1,a,3) = { —1=ak = {
3 =3k
Si a = —1 las rectas son paralelas o coincidentes, comprobamos si Py € r:
—1=1-22= =1
1=54+22=A=-2 = P, ¢dr=r| s
0=—-6A=X=0

k=1
=-1
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b) LL—7‘->:(*3,4,0)5
iz -ur|  [(=3,4,0)-(1,-1,3)] _|-7 7V11
lun| - Jur]  VO+16-vVI+I1+9 511 55

cos(90° — a) =sina = —

a = 24°58'6"

4 4
Problema 9.2.5 (2 puntos) Se considera la funcién f(x) = vt

22
a) (1,5 puntos) Estudiar sus asintotas, monotonia y extremos relativos.
b) (0,5 puntos) Representarla graficamente.

Solucién:

a) @ Dom(f)=R-{0}
@ Asgintotas:

e Verticales: x =0
o 4dx+4 4 . 4dx+4 4
lim = = +o00; lim =|—| =40

x>0~ 2 o+ x>0+t 2 0+
e Horizontales: y =0
. Ar+4 . dr+4
lim ——— = lim =0
Tr——00 :172 r—-+00 .’E2
e Oblicuas: No hay por haber horizontales.
4 2
@ Monotonifa: f'(z) = —L—;) =0= z=-2
x
(700772) (7270) (0,+OO)
@ - - -
f(x) | decreciente \ | creciente | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —2) U (0, 00) y creciente en el (—2,0) con
un minimo relativo en el punto (—2,—1)

b) Representacién gréfica:

Min(-2-1) 0(0,0) =0

Problema 9.2.6 (2 puntos) Calcular a y b y ¢ para que la funcién
2 4ar—b si x<0
flx) =

= ot cr S >0 cumpla los requisitos del teorema de Rolle en el intervalo [—2, 2]

Solucion:
Condiciones del teorema de Rolle:
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@ f continua en [—2,2]:
Las dos ramas son polinomios y son continua en el intervalo, hay que imponer que lo sea en
z=0

lim f(z) =1m (@ +azr —b) = ~b gy f(2) = lm f(z) = f(0)
w20 v z—0~ z—0+
lim f(z) = lim(a+czx) =a a=-b=
r—0+t r—0
f0)=a
a+b=0

@ f derivable en (—2,2):
2 . ! ) = "(07)=f'(0t
f(z):{Zx +a si <0 {;(0) (cl SOOI, —c—= a—c=0

c si x>0 "(0%) =
*« f(=2) = f(2):
{ J(-2)=4-20-b JCDIB, 4 5, p—qt2e= 3a+bt2=4
f(2)=a+2c
a+b=0 a=1
- a—c=0 — b=-1
3a+b+2c=4 c=1

—® +Tx +6
Probl 9.2.7 (2 tos) Hallar la int | [ ————
roblema (2 puntos) Hallar la integra / o
Solucidn:
P —2r=0=r=0r=1lyr=-2= 2 +22 - 2r=2(x —1)(z +2)
—2?24+Tr+6 A B C Al —1)(x+2) + Bx(x +2)+ Cx(x — 1)

z3+z272x:;+x71+z+2_ 3 4+ 22 — 22

—2? + T2+ 6=A(x —1)(z +2) + Ba(z + 2) + Czx(x — 1)

2=0=K Q4= 4=-3 4 Te+6 -3 4 9
r=1= 12=3B= B=4 — TS0y
r=-2=— —12=6C = C = -2 z? +x® -2 r -1 z+2

2 - 4 )
/wdfc:/(—g+ + )dac:—3ln|x|+41n|x—l|—21n|a:-|—2|—|—K
xd 422 — 2 x x—1 x+4+2

Problema 9.2.8 (2 puntos) Determinar el drea encerrada por las gréficas de las funciones f(z) =
—23 + 322 46y g(x) =22 +6.

Solucién:

fx)=g(z) = -2 +32°+6=220+6—= 2% -3 +2r=0= 2=0,2=1y z = 2 luego
tenemos dos recintos: Sy : [0,1] y Sz : [1,2]

1
51:/ (2% — 3% + 22) do = T a3 4a?
0

2 4

1 1

52:/(x373x2+2x)dx:x—fx3+x2} =0—-=—-
1 1

= |S1|+ |S2| =



La superficie Sy es negativa por estar f por debajo de g en ese intervalo.

(0,0)

Problema 9.2.9 (2 puntos) En una votacién se registran 900 votos en total. El candidato A
consigue 300 votos; el B consigue el 25 % del total y el candidato C se lleva el resto. Se sabe que
el 60% de los que han votado al candidato A eran mujeres; el 60 % de los del B eran hombres, y
el 20% de los del candidato C' eran mujeres.

a) (1 punto) Si se elige un votante al azar, jcudl es la probabilidad de que sea mujer?

b) (1 punto) Si un votante es hombre, jcudl es la probabilidad de que haya votado al candidato
A?.

Solucién:
Sean A vota al candidato A, B vota al candidato B, C vota al candidato C', H es hombre y M es

mujer.
300 1 1 1 1 5
P(M|A) =0,6, P(H|B)=0,6 y P(M|C)=0,2
a) P(M) = P(M|A)P(A) + P(M|B)P(B) + P(M|C)P(C) = P
0.6-2+0.4- 21022 =2 03833 ey
. — [ —_— = — 13 H
’ 3 ’ 4 ’ 12 60 ' 174 o
P(H|A)P(A) 0,4 *3 8 ? . 08 H
b) P(A|H) = = 3 = — =0,2162 ‘
) PUAIH) = =0 o =g =0 <

Problema 9.2.10 (2 puntos) La probabilidad de que un jugador de golf haga hoyo en un lanza-
miento a cierta distancia es de 0,4. Si realiza 5 lanzamientos, calcula

a) (0,75 puntos) La probabilidad de que no haga ningtin hoyo.
b) (0,75 puntos) La probabilidad de hacer como mucho 2 hoyos.
¢) (0,5 puntos) El ntimero medio de hoyos.
Solucién:
B(5;0,4)
a) P(X =0) = (g) -0,4°.0,6% = 0,07776

b) P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) =

5 5 5
<o) -0,4°.0,6° + <1> 0,4 0,6% + (2) -0,4% 0,6 = 0, 68256

¢) np=5-0,4 =2 hoyos.
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Capitulo 10
Galicia

10.1. Ordinaria

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo serdn corregidas las 5
primeras respondidas.

Nuameros y Algebra:

Problema 10.1.1 (2 puntos) Sean A y B dos matrices tales que A+ 2B = (6 _3), yA+B=

0 3
G %)
0 2/
a) Calcule A%

b) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A?X — (A+ B)” = 31 —2X, siendo I la matriz
identidad de orden 2 y (A + B)T la traspuesta de A + B

Solucion:
(6 -3 21 2___<43)
) AHB_(O 3) . A‘(o 1>:>A_A A=10 1
4 -1 2 =2
A+B:(O 2) B:<O 1)

b) A2X —(A+B)T =31 -2X = A’X+2X =3[+ (A+B) =
(A2 42X =31+ (A+ BT = X = (A2 +2) '3+ (A+B)") =

-1
4 3 2 0 3 0 4 0

o)+ 2] G )=

(6 3)1 ( 7 o> N (1/6 —1/6) ( 7 0) B ( 4/3 —5/6)

0 3 -1 5/ \0 1/3/\-1 5/ \-1/3 5/3

Problema 10.1.2 (2 puntos) Discuta, segin los valores del pardmetro m, el sistema:

mx+ (m+2)y+z2=3
2mx 4+ 3my + 2z =5

(m—4)yy+mz=m
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Solucion:
m m+2 1|3

A= 2m 3m 2|5 |,|[Al=m*im—4)=0= m=0ym=4.
0 m—4 m|m

@& Sim e R—{0,4} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sim=4:

4 6 1|3 Fy 4 6 1 3
A= 8 12 2|5 = FK-2F | = 0 0 0|-1 =
0 0 414 F3 0 0 4| 4
Sistema Incompatible
& Sim=0:
0 2 113 F 0 2 1|3
A= 0 0 2|5 = Fy = 0 0 2|5 =
0 —4 010 F3+2F 0 0 2|6
Fy 0 2 1|3
Fy = 0 0 2|5 = Sistema incompatible
F3— Fy 0 0 0|1

Analisis
Problema 10.1.3 (2 puntos)

a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.
b) Calcule / 23e” dz.

Solucion:

a) @ Teorema de Bolzano
Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (a < b) y la funcién
toma valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es
positivo entonces signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa nece-
sariamente por un punto que corta al eje de abcisas, es decir, dc € (a, b) tal que f(c) = 0.

@ Teorema de Rolle
Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple
que f(a) = f(b) entonces existe un punto c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

u=2>= du=2zdz

2 a? 1 2 22"’ 2 a2e” et
b)/x?’exdm: dv = xe d$:>11=§6 == 7/5861 do — : 77+C’:
/udv:uv—/vdu
202
* -1
£ L7 (2 e

Problema 10.1.4 (2 puntos) Calcule los siguientes limites:
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inx — In(1
a) lim S0Z U +7) b) lim © e
x—0 Trsimax z—0 2
Solucién:
sinz —In(1 + ) 0]y cosx—H% 0]r'm,, —SinJrﬁ 1
a) lm ———= = | = :hm7:, = - ==
z—0 rsinx 0 z—0 sinx + x cosx 0 z—0 coST + cosx — xsinx 2
) esinw — e 0 I ) cosq:esmx — e {0:| L'H
b) al}g%) 2 o {7 - ilg%) 2z 0l
. —sinz e 4 cos? petinT —
lim =0
x—0 2
Geometria:
Problema 10.1.5 (2 puntos)
: r—2 y—c z-—3
a) Counsidere el plano 7 : 4o + 2y + bz = 2 y la recta r : s = 5 1 donde b y ¢

son parametros reales. Calcule los valores que tienen que tomar b y ¢ para que la recta r esté
contenida en 7.

b) Calcule la distancia del punto P(1,3,1) al plano 7’ : 4z + 2y — 42 = 2

Solucion:
—
. Uy = (3,274) —
a)r'{Pr(ZC,) y ur = (4,2,b)

WLy = - up=0= (3,2,4)-(4,2,b) =12+444b=0= b= —4
Poer=— 8+243b=2= 2c+3b=—-6= 2c—12=—6=— c=3
4 4-2 4 2
b) d(P,n') = L =——=-y
VI6+4+16 6 3

Problema 10.1.6 (2 puntos)

a) Considere los puntos Q(—1,3,—5), R(3,1,0) y S(0,1,2). Obtenga la ecuacién implicita o
general del plano 7 que contiene a @, Ry S.

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto
P(3,—1,—1) y sea perpendicular al plano 7 : 4 4+ 23y 4+ 6z — 35 = 0.

Solucion:
a) QR =(3,1,0) — (~1,3,-5) = (4,~2,5) y QS = (0,1,2) — (1,3, -5) = (1,-2,7)
?:(4, ,5) z y—1 z—-2
T Q8§ =(1,-2,7) = m:|4 PR =4z — 23y —62+35=0=
S(0,1,2) I -2 7
midr +23y+62—-35=0
— r=3-+4\

b) r: { i = iz = (4,23,6) = ecuacién paramétrica: { y=—-1+23X ) € R y ecuacién
P =P(3,-1,-1) e

z—3 y+1 =2+1
4 23 6

continua: r :

119



Probabilidad y estadistica

1 1
Problema 10.1.7 (2 puntos) Sabiendo que P(A) = 3V P(B) = 3
a) Suponiendo que A y B son sucesos independientes, calcule P(AU B) y P(A|AU B)
b) Suponiendo que A y B son sucesos incompatibles, calcule P(AU B) y P(A|AU B)

Solucion:

a) opMUdem@+mm_PmmmPW®§“W®%+%—é:%
« pCi[iuE) - PANAUB) _ PG) _1-1/3_2/3 4
P(AUB) P(ANB) 1-1/6 5/6 5
b) @I%MMﬂ:HAHJMﬂ—HAmmPWfM%+%:%
- paiiuE) - PANAUB) _ PA) _1-1/3 2
P(AUB) (AnB) 1-0 3

Problema 10.1.8 (2 puntos) Una méquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de
agua que sigue una distribucién normal con media igual a 500 mililitros y desviacién tipica igual
a 4 mililitros.

a) Si elegimos al azar una de las botellas, jcuél es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502
mililitros?

b) jCudl es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97,5 % de estas botellas?

Solucion:
N (500,4)
499 — 2 —
a) P(499§X§502):P<M7 50 500) (-0,25 < Z<0,5) =
P(Z<0,5)—P(Z<-0,25)=P(Z<0,5) — P(Z <0,25)) =0,6915 — (1 —0,5987) =

0,2902

— 500 — 500
b) P(Xza):0,975:>P<Zza y ):P(Zg—a y ):0,975:>
a — 500

=1,96 = a = 492, 16.
La cantidad de liquido excedida por el 97,5 % es de 492,16 mililitros.

10.2. Extraordinaria
El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5,

combinadas como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5
primeras respondidas.

Numeros y Algebra:
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Problema 10.2.1 (2 puntos) Si A = (i 31/) dé respuesta a los dos apartados siguientes:

a) Calcule los valores de = e y que hacen que A conmute con todas las matrices antisimétricas
X de orden 2, es decir, que hacen que se cumpla la igualdad AX = X A para toda matriz
antisimétrica X de orden 2.

b) Six = —1ey =1, calcule la matriz M que satisface la igualdad 2M = A~ — AM.

Solucion:
a) X es antisimétrica si X! = —X.
a=—a=— a=
_(a b t_(a C)_(—a —b> c=—b
SeaXi(C d>:>X7 b od) = \—¢ —d) b= —c —
d=—-d= d=0
0 —b 0 —1
X_(b O)_b(l 0)
5= 06 )00 )
Ty 1 0 y —x
(0 =1\ (1 1\ ,[(—=z 7y>
XA_b(l 0)<fc y)_b<1 1
AX:XA:»b(l _1>:b(_fﬂ —y) b0 {x:—l
e S\ ) TR “\12 12

IM=A""-AM = 2M+AM =A™ —= QI+ AM =A"'—= M =2+ A) A7 =
{(2 0) + ( 1 1)}_1 (1/2 —1/2) _ (3/10 —1/10) (1/2 —1/2> _ <1/10 —1/5)
0 2 -1 1 1/2 1/2 ) \1/10 3/10 1/2 1/2 /) \1/5 1/10
Problema 10.2.2 Discuta, segin los valores del pardmetro m, el sistema:

20 +y+z=m
r—y+2z=2m
mx+3z=m

Solucion:
- 2 1 1| m
A= 1 -1 2|2m |, |A|=3m—-9=0= m=3.

m 0 3| m

& SimeR - {3} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién vinica)

@& Sim=3:

2 1 1|3 P 2 1 1] 3 )
1 -1 2|6 |=| 2kF,—F, | = 0 =3 3| 9 |= Fy =
3 0 3|3 2F; — 3 0 -3 3|-3 F3— Fy

2 11 3

0 -3 3 9 — Sistema incompatible

0 0 0f-12



Analisis

2+br—1 si <0
Problema 10.2.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = k — xe® . S0 %@ pide res-
— sz
x

ponder a las siguientes cuestiones:
a) {Cudl es el valor de k que hace que f sea continua en xz = 0 para cualquier valor de b?
b) jPara qué valores de by k es f derivable en z = 0?7

Solucion:

a) Continuidad en x = 0:

lim f(z) = lim (2? +bx — 1) = —1
z—0

z—0~ I 0 ( 1)

Y —xexkio Ol vm —(x + e””__
iy, 50 = Jig <=7 2 ] L gy ZETTE
f(0)=-1

If =1

Ji f0) = Jom S0 = 10)

b) Como f tiene que ser continua k = 0 por el apartado anterior. Tenemos:

20 4+b si <0 {f’(O’):b F(07)=f(0) b 1
_ = —

f’(x):{ —e® sl x;O

Problema 10.2.4 (2 puntos) Determine el valor del nimero positivo a que hace que el drea de la
regién encerrada por la recta y = —2x la pardbola y = az? 4 4z sea igual a 9 unidades cuadradas.
Solucién:

Los puntos de corte de la recta y la parabola son:

6
ar? +dx =22 = a2z’ +62=0= x(ax+6)=0= =0y z=—-— con a>0

6
El recinto de integracion es S : {—7, 0} :
a
370

/ —2z — ax? —4x)d / 6x—ax)d = —3m2—£}
6/”’ 6/(1 3 76/0.

La integral es positiva al estar la recta por encima de parabola en este intervalo.

36 a>0,

5*9:>a74:>a712:> =2

Geometria:

Problema 10.2.5 (2 puntos) Considérense el plano 7 : x4+ 2y — 2z = 0 y la recta r que pasa por
los puntos A(2,1,2) y B(0,1,1). Se pide:

a) Estudiar la posicién relativa de la recta r y el plano .
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b) Obtener la ecuacién implicita o general del plano que contiene a r y es perpendicular a .

Solucion:
a”:{?:g%ﬁ(f’o’l) — i y=1  AcR
T (7 7) Z:].-i-)\

Sustituyendo r en m = (2A) +2-1-2(1+\)=0= 0=0= rCr

= (1,2,-2) r y—1 z—1
b) o' :{ @ =(201) = a1 2 —2 | =22 —-5y—424+9=0
P,(0,1,1) 2 0 1

Problema 10.2.6 (2 puntos) Sean r la recta que pasa por los puntos A(—1,3,—5) v B(1,2,—5)
y m el plano que pasa por el punto C(5,0,1) y es perpendicular a r. Se piden las ecuaciones pa-
ramétricas de 7, la ecuacién implicita o general de 7 y el punto de corte de r con 7.

Solucion:
- . ur = AB = (2, -1,0) : =2-A AEeER
- {R:BO&—& — 7 . N

o o =u=(2-1,00= 1:20—y+ K =025 10-04+0+K =0= K = —10

m:2x—y—10=0
@ Sustituyendo r en :
21+2)\)—(2—-XA)—-10=0= A =2 = H(5,0,—5) es el punto de corte de r con 7.
Probabilidad y estadistica

Problema 10.2.7 (2 puntos) En una determinada colonia de cormoranes, cada huevo que se po-
ne tiene un 13 % de probabilidades de ser infértil. Si se observa la puesta de 7 huevos, calcule la
probabilidad de que entre ellos haya por lo menos 2 infértiles.

Solucién:
Sea p la probabilidad de infértil y tenemos B(7;0,13)

HXzQ)1.HX<2)].G%X@+PM’1»1((D~QBWO£W+(D~QB1
0,22815

Problema 10.2.8 (2 puntos) La durabilidad de un determinado aparato electrénico sigue una
distribucién normal de media 20000 horas y desviacién tipica 2500 horas.

a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, jcudl es la probabilidad de que dure menos de
17000 horas?

b) (Cuadl es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5 % de estos aparatos?

Solucion:
N (20000; 2500)
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17000 — 20000

a) P(X§17000):P(Z< >:P(Z§—1,2):1—P(Z§1,2):

= 2500
10,8849 = 0, 1151

b) Tenemos P(X > a) = 0,985
P(XZa):P<Zz %) :P(Zg—%) = 0,985 =
7% — 92,17 = a = 14575 horas
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Capitulo 11

Islas Baleares

11.1. Ordinaria

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho

propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestién se puntia sobre 10 puntos. La calificacién final
se obtiene de dividir el total de puntos entre 4.
Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje ma-
tematico, o no matemaético, segin corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo.
Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almace-
nar informacién.

Problema 11.1.1 (10 puntos) Una fabrica de vino de Mallorca produce 3 tipos de vino: tinto,
blanco y rosado. Con la finalidad de saber el precio de cada tipo de vino, hemos comprado vino,
el mismo dia y en la misma fabrica, de 4 maneras diferentes:

@ Comprando 3 botellas de vino tinto y 2 de vino blanco hemos pagado 67 €.
@ Comprando 2 botellas de vino tinto, 4 de vino blanco y 1 de rosado hemos pagado 85 €
@ Comprando 1 botella de vino tinto y 1 de vino rosado hemos pagado 21 €, y finalmente,

@ Comprando 4 botellas de vino blanco y 5 de vino rosado hemos pagado 85 €

a) (3 puntos) Escribe, en forma matricial, el sistema de ecuaciones lineales que se debe de
resolver para poder averiguar el precio de cada tipo de vino.

b) (2 puntos) ;Es necesario tener los datos de las 4 compras para saber el precio de cada tipo
de vino?

¢) (5 puntos) Calcula cudl es el precio de cada tipo de vino.

Solucién:
Sean x el precio de una botella de vino tinto, y de blanco y z de rosado.

* 32+ 2y =67

& 2x+4y+2 =285
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& r+2z=21

& 4y+52 =285

320 ., 67
a)241 [ 85
1 01 vI1=1 21
0 4 5 o 85

b) Sobra una ecuacién que tiene que ser combinacién lineal de las otras para que el sistema
tenga solucion.

3 2 067 1 0 1]21 P
¢) A= 2 4 1|85 _ 0 4 5|85 _| 2
1 0 121 3 2 0|67 Fy—3F,
0 4 5|85 2 4 1|85 F,—2F
1 0 1 |21 Fy 1 0 1 21
0 4 5 |85 | B 4 0 4 5 85 _
0 2 =34 T 2F3—F, | T 0 0 —-11|-77 o
0 4 —-1/43 F,—F, 0 0 —6|—42
2 (1) Z é éé {—11z:—77:>z:7
= == y+35=8—= y=12,5
F3 0 0 —11|-—77
| 11F, - 6 0 0 0 0 r+7=21=— x=14
La botella de vino tinto tiene un precio de 14 €, la de blanco 12,5 € y la de rosado a 7
€.

Problema 11.1.2 (10 puntos) Consideramos las matrices A de dimensién 3 x 3 que satisfacen
que 3A + I = A?, donde I es la matriz identidad de dimensién 3 x 3.

a) (3 puntos) Calcula la expresién de la matriz inversa de A.
b) (3 puntos) Dada la ecuacién matricial
A+3AX =51
donde A es una de las matrices del enunciado. Calcula, en funcién solo de la matriz A (no
de su inversa) y de la identidad I, la matriz X. ;Qué dimensién tiene la matriz X? Justifica

la respuesta.

¢) (4 puntos) Calcula todas las matrices de la forma

A:

o~ Q
(e
o O O

tales que cumplan las condiciones del enunciado.
Solucién:

a) BA+T=A"= A? - 3A=1= (A-3NA=1=— A ' =A-3]

126



1 1
b) A+34AX =5 = 3AX =5 - A= X = §(,4*1(51—A)) = g(5A*1 —I)= -(5(A -

1
3I)—-1) = §(5A —161).
Todas las matrices son cuadradas de orden 3 y, por tanto, X es de orden 3.

a 10 300 a 10
¢) (A=3NA=1—= 1 5 0)]=10 30 1 b 0=
00 ¢ 0 0 3 0 0 ¢
a—3 1 0 a 1 0
1 b-3 0 1 b 0=
0 0 c—3 0 0 ¢
a>—3a+1 a+b-3 0 1 00
a+b—3 b —-3b+1 0 =101 0] =
0 0 c(c—3) 0 0 1
a®>—3a+1=1 a=3 a=0
a2+b—3:0 _ b=0 ; b=3
¥ —-3b+1=1 3+ Vi3 3+ Vi3
clc—=3)=1 c=—F— = 5

Problema 11.1.3 (10 puntos) Consideremos los puntos A(0,0,0), B(2,-1,3) y C(-1,2,1).
a) (3 puntos) Calcula el punto D tal que ABDC' es un paralelogramo.

b) (4 puntos) Calcula uno de los puntos E del espacio de manera que la recta AE sea perpen-
dicular al plano ABC' y que la distancia entre los puntos A y E sea 1.

c¢) (3 puntos) Escribe la ecuacién de uno de los planos paralelos al plano ABC' que dista una
unidad de este.

Solucion:
C-1.2,1) D
A(0,0,00 B(2,-1,3)

a) D=B+BD=B+AC = (2,-1,3) + (—-1,2,1) = (1, 1,4)

AB = (2,-1,3)
b) Sea 7 el plano ABC = = : B:(—l,zl) =
A(0,0,0)
x Yy z
T:l2 -1 3|=-Te—5y+32=0= 7:7x+5y—32=0= u, = (7,5,—3)

12 1
Tenemos AE = kit = k(7,5,-3) = E = A+ AE = A+ ku? = (Tk, 5k, —3k)

1
|AE| = |K||(7,5,~3)| = |k|VA9 F 25+ 9 = 1 —> |k| = =

3
7 5 3 7 5 3
E < , ,— ) o bien FE (f ,— , )
V83 v83 V83 V83 V83 V83
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, . 04040+
Un plano 7’ o’ Tat By =354\ = 0 —> dis(m, ") = dis(A, 1) = L OFOFAL
¢) Unplano «" || 7 serfa ' : Tax+5y—3z is(m, ') = dis(A, ") TS
A = " — =

ALy = ves {)\ V83 = 7' : Tz +5y — 32+ 83 =0

V83 A=—-V8 = 7' :7Tx+5y—32—83=0

Problema 11.1.4 (10 puntos)

a) (5 puntos) Discute, segiin los valores de a y b (pardmetros reales), la posicién relativa de los
planos

m:3r+ay—z=1y my:6x+y—22=25>

Es decir, si son coincidentes, paralelos o se cortan. En el ultimo caso, especifica si lo hacen
perpendicularmente.

b) (5 puntos) Calcula la ecuacién de la recta perpendicular al plano 7 y que pasa por el punto
de corte entre la recta s y el mismo plano m, siendo

r=2+4a—0 v—1 y z-1
T y=230 ysi—5— =3 —
z=14a«
para « y 3 valores reales cualquiera.
Solucion:
a) Comparando los coeficientes de ambos planos:
3 a -1 1
6" 17 =27 b
1 3 1/2 -1 1
- Si = — hb=2—= - =" = "— = — =
R 6 1 —2 2 MT™
1 3 1/2 -1 ,1
& Sia=-yb#£2— - =—"—= — # - —
fa=gyb# 6= 1 a7y o mim
1 3 -1 1
- Sia;é§:> 67&%7&—27&5:> Ty 7o son secantes.

Para que los planos sean perpendiculares: i, L iy, = U, - Umy = (3,a,—1) - (6,1, —2) =

I8+a+2=0=— a=-20

De los diferentes valores de a # 3 sélo serfan perpendiculares para a = —20.
U = (4,0,1)
b) m:{ U =(-1,3,0) =
P(2,0,1)
r—2 y z—1
i 4 0 1 |=-3z—y+122—6=0= 7:3x4+y—12246 =0 = u, = (3,1,—12)
-1 3 0
=142\
r:Q y=2X\ VA eR
z=1-A

Calculamos el punto de corte ) de r con :

3 13 3 17
1+2 22— 12(1 — = - -~ < —°
314 22) + 20— 12(1— A) 4 6 = 0 — A 20:@(10,10,20)

128



T=——+3A
=1, =(3,1,-12) 130
La recta s serfa s : P Q(13 3 17) = s: yzm—k)\ YA eR
10" 10" 20 27177712)\
20

Problema 11.1.5 (10 puntos) Queremos vallar un campo rectangular utilizando diferentes ma-
teriales en cada lado. Empezando por el fondo del campo y moviéndonos alrededor de éste en el
sentido contrario a las agujas del reloj, el coste del material para cada lado es de 6 €/m. 9 €/m,
12 €/m y 14 €/m, respectivamente. Si tenemos que gastar exactamente 1000 € para comprar el
material del cercado, determina las dimensiones del campo que maximizaran el area encerrada.
Solucién:

(6 +12)x 4+ (9+ 14)y = 18x + 23y = 1000 = y =

1000 — 18z 1000x — 1822
T

— 6€/mi

1000 — 18z

S(a,y) = vy = S(z) =

23 23
4(250x — 9x 250
!
S (37) = T =0= z= ? ~ 277 778 9€/m Y | uem
(0,250/9) (250/9, 0)
S'(z) + -
S(x) | creciente | decreciente N\

. . . 250 . 250 , .
La funcién es creciente en el intervalo | 0, o y decreciente en el | —, 00 | con un méaximo re-

9
250 1000 —18-250/9

lati = — ~ 21,739 m.
ativo en x g 73 , m

be®* +a+1 si z<0
Problema 11.1.6 (10 puntos) Sea la funcién f(z) =<{ az?+b(x+3) si 0<z<1
acos(mx) +Tbxr si oz >1

a) (5 puntos) Calcula los valores a y b para que la funcién f(z) es continua.
b) (5 puntos) Sea a =3 y b = 2, calcula el drea comprendida entre x = —1, z =0 y el eje OX.

Solucion:

a) Las ramas son continuas, son polinomios, exponenciales y la trigonométrica coseno. Hay que
estudiar la continuidad en z =0y en z = 1:

@ Enz=0:
= lim (be*+a+1)=b+a+1
x—0— z—0—

lim_f(x) :"11'%1+(ax2+b(x+3)) =3h = bta+l=3b=a—2b=—1
z—
fO)=b+a+1

@& Enz=1:
lim f(z) = m{l (az? + b(x + 3)) = a + 4b
r—1-

r—1-
lim f(z) = lim (acos(mz) 4+ 7bx) = —a+ 70 — a+4b=—a+7b= 2a—3b=
z—1+ z—1+
f(1)=a+4b
0
- { a—2b=-1 N { a=3
2a—-3b=0 b=2
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2e” +4 si <0
b) Sia=3yb=2= f(z)={ 322+22+6 si 0<z<l1.
3cos(mz) + 14z si  x>1
En el intervalo [-1,0] = f(z) = 2e® +4 > 0 por lo que no hay ningin punto de corte de
la funcién f con el eje de abscisas.

2 6e — 2
S:/ (26z—|—4)d1‘=2€m—|—4$]21=2—g—|—4= < ~ 5,2642 u?
-1

e

Representacion de la gréfica y el recinto:

x<0 0<x<1 x>1

=0 x=1

Bloque IV.- Probabilidad y estadistica

Problema 11.1.7 (10 puntos) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que
satisfacen que P(AU B) = 0,7, P(AN B) = 0,1 y P(AnN B°) = 0,35. Siendo B¢ el suceso
complementario de B), calcula:

a) (3 puntos) P(A).
b

) (3 puntos) P(B)
c)
)

(
(
(
d) (

)
2 puntos) P(A°U B°)
2 puntos) ;Son A y B sucesos independientes?

Solucién: B
Por comodidad A€ = A

a) P(ANB) = P(A)— P(ANB) = 0,35=P(A) - 0,1 = P(A) =0,45

b) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,7 = 0,45+ P(B) — 0,1 = P(B) = 0,35
¢) PAUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,1=0,9

d) P(A)-P(B)=0,45-0,35=0,1575 # P(AN B) = A y B no son independientes.

Problema 11.1.8 (10 puntos) La duracién de los embarazos humanos desde la concepcién hasta
el nacimiento se aproxima a una distribucién normal con una media de 266 dias y una desviacién
tipica de 16 dias,

a) (4 puntos) ;Qué proporcién de todos los embarazos durard entre 240 y 270 dias (aproxima-
damente entre 8 y 9 meses)?

b) (6 puntos) Si nos fijamos en el 70 % de los embarazos que méds duran, jcuél es su duracién?
Solucién:

N(266; 16)
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240 — 2 270 — 92
) P(240§X§270):P(%§ZS¥>

P(—1,63< Z<0,25)=P(Z <0,25)—P(Z < —1,63) = P(Z < 0,25)—(1-P(Z < 1,63)) =
0,5987 — (1 — 0,9484) = 0,5471 = 54,71 %

— 266 — 266
b) P(Xza):O,7:>P(Z2a16 ):P(Zg—“ = )=0,7:>

—% — 0,525 — a — 257,6

El 70 % de los embarazos que mds duran tendrdn una duracién superior a 257,6 dias.

11.2. Extraordinaria

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho

propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestién se puntiia sobre 10 puntos. La calificacién final
se obtiene de dividir el total de puntos entre 4.
Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje ma-
tematico, o no matematico, segin corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo.
Se permite utilizar calculadora cientifica bésica. No se permite el uso de calculadoras gréaficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almace-
nar informacién.

Problema 11.2.1 (10 puntos) Sean las matrices A = ( 11 _11), B = ((1)) yC= (_22 _02)

a) (3 puntos) Calcula la matriz M = ATA — BBT, donde AT y BT representan las matrices
transpuestas de A y B respectivamente.

b) (3 puntos) Justifica si M es o no invertible. En caso afirmativo, resuelve los sistemas de

ecuaciones )
w(e)=o) v (@)= ()
Para calcular la inversa de la matriz M. Comprueba que la matriz
)
c d)’
para los valores a, b, ¢ y d calculados, es la matriz inversa de M.

¢) (4 puntos) Calcula la matriz X que cumple la igualdad XM + A = C.

Solucién:
2u=(; 54 H)-Ge =G 3-6 )-C 1)

b) |M|=-2#0= aM—lz(_ll/Q _11):(‘6‘ Z)

w(@)=0)= (- ) 0-)
(o= ()= @- D0 -0)

131



) XM+A=C= XM=C-A= X=(C-AM =
X_KQ —2)_(1 1)}(—1/2 1)_(1 —3)(—1/2 1)_(—7/2 4)
TI\-2 0 -1 -1 1 -1/ \-1 1 1 -1/ \3/2 -2
Problema 11.2.2 (10 puntos) Sea I3 la matriz identidad de orden 3 x 3 y A la matriz
1 00
A=1 2 0 0
-2 1 1

a) (4 puntos) Calcula la matriz B = 34 — kI3, indicando su expresién en funcién del pardmetro
real k.

b) (4 puntos) Discute el rango de la matriz B segin el pardmetro k.

¢) (2 puntos) jPara qué valores de k se puede calcular la inversa de B? Justifica la respuesta.

Solucion:

1 00 100 3—-k 0 0
a)y B=3 2 0 0|-k[0 1L 0])=| 6 -k 0
-2 1 1 0 0 1 -6 3 3—k
3—-k 0 0
by [Bl=| 6 -k 0 |=-k(k-3?=0=k=0yk=3.
-6 3 3—k

@ SikecR-{0,3} = |B| # 0= Rango(B) =3

ﬂfSik—0:>|B|—Oy'_66 g’—187$0:>Rango(B)—2
0o 0 0

& Sik=3=— B= 6 —3 0 ]| = la primera fila es de ceros y las otras dos son
-6 3 0

proporcionales, luego Rango(B) = 1.
c) Para que 3B~ tiene que cumplirse |B| # 0 y por el apartado anterior concluimos:

3B~! vk e R -{0,3}

Problema 11.2.3 (10 puntos) Sean P = (—1,1,1), Q = (7,1,7), R = (—4,1,5) puntos de R3.

a) (3 puntos) Comprueba que los tres puntos forman un tridngulo rectdngulo. Indica cudl de los
3 angulos es recto.

b) (3 puntos) ;Se podria construir un cuadrado anadiendo un solo vértice mas? Justifica la
respuesta.

c¢) (4 puntos) Prueba que, para todo valor de a real, el punto S = (a, 1,0) es coplanario con P,
Ry R.

Solucién:
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) Sean PO = (8,0,6) y PR = (~3,0,4) — PQ - PIt = (8,0,6) - (=3,0,4) = —24 + 24 —

0= PQ L PR = el dngulo en P es de 90°, ademds los tres puntos no estén alineados
formando un tridngulo rectangulo.

) PG| = |(8,0,6)| = v/64+ 36 = 100 = 10, |PE| = |(=3,0,4)| = V9 1 16 = V25 = 5 —>

los catetos tienen distinta medida, luego no podemos construir un cuadrado.

¢) Calculamos el plano 7 que contiene a los tres puntos:

PO = (8,0,6) z41 y—1 2-1
T:{ PR=(-3,0,4) = m:| 8 0 6 |=501l—-y)=0=m:y—1=0
P(-1,1,1) -3 0 4

Comprobamos si S = (a,1,0) € 7 sustituyendoa-0+1—-1=0= S =(a,1,0) €7 Va € R
Luego los cuatro puntos son coplanarios.

Problema 11.2.4 (10 puntos) Sean las rectas

Jrx+2y=-1 ) _y—1
r.{Z:1 ys.x+1—72 =z

Calcula:

a) (5 puntos) La posicién relativa de las dos rectas. Es decir, si son coincidentes, paralelas, se
cortan o se cruzan. En los tltimos dos casos especifica si lo hacen perpendicularmente.

b) (5 puntos) La ecuacién del plano que es paralelo a las dos rectas r y s, y pasa por el punto

A=(2,21).
Solucién:
(rrm=-1 R {17 (~2,1,0)
z=1 "N Y " P(-1,0,1)
z=1
=-1l+pu —
-1 € _
5:x+1:L:z:>s: y=14+2u :>s:{uS (1,2, 1)
2 AN PS( 1,1, )
z=p
—
a) PP, =(~1,1,0) — (-1,0,1) = (0,1, —1)
0O 1 -1
[P,.Ps,qﬁ.’zz]: -2 1 0|=7#0= ry s secruzan.
1 2 1
- ul = (-2,1,0)-(1,2,1) = —2+2+4+0=0 = r y s se cruzan perpendicularmente.
= (—2,1,0) r—2 y—2 z-1
b) m:{ w=(1,2,1) = 7w:| —2 1 0 |=2+42y—52—-1=0
A(2,2,1) 1 2 1

Problema 11.2.5 (10 puntos) Resuelve los siguientes apartados:

a) (5 puntos) Dada la funcién f(x) = az + by/z , determina los valores de a y b sabiendo que
f () tiene su méximo en x = 100 y que pasa por el punto (49,91).

b) (5 puntos) Dada la funcién.
(x—1)V7
T) = ——""7T—
g() o]
Indica cuél es su dominio. {Es ¢g(z) una funcién continua en su dominio? Justifica la respuesta
y, en caso negativo, indica qué tipo de discontinuidad presenta.
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Solucién:
b 2ayx+0b
2v/r 2/
b
/ _ v - _
{f<100)_0:>a+20_0 :>{a ! = f(z) = —x+20Vx

£(49) = 91 = 49a + 7b = 91 b=20
Habria que comprobar que = = 100 es un maximo:

1 20 5
)

f"(100) = ~T000 = —0,005 < 0 = 2 = 100 méximo

8) f(z) = az +by/a — f(z) =a+

b) Por la raiz el dominio serfa x > 0 = [0, 00). Por el denominador z> —1 =0 = z = +1
quitando estos puntos en el intervalo anterior tenmos que x = —1 ya estaba eliminado y
eliminando # = 1 tenemos: Dom(g) = [0,1) U (1, c0).

En este dominio la funcién es continua y en x = 1 analizamos el tipo de discontinuidad:

(z—1)
(x — 1)z _ {0} L'H i Vo + 2z 1
0

m———=3

z—1 x2—1 r—1 2x

Luego se trata de una discontinuidad evitable (un agujero) Se podria hacer una extensién

por continuidad imponiendo g(1) = > serfa como taponar ese agujero y la nueva funcién

serfa continua en [0, c0)

Problema 11.2.6 (10 puntos) Calcula el drea de la superficie comprendida entre las curvas
f(z) = 6z — 22, g(x) = 2? — 2z y sus puntos de corte.

Solucién:

Puntos de corte: f(z) = g(z) = 6z —2° =2? 20 = ~ 20 +8r=0= 2=0y 2 =4.

El recinto de integracién es Sj : [0,4]

4 3 4
2 4
Slz/ (—2x2+8x)dx:—i+4x2 _u
0 3 o 3

64
S =158 = 3 21,3333 u?

El resultado de la integral es positivo al estar la funcién f por encima de la g en el intervalo [0, 4].
\ : /
\ /

\ /
\\ Ji =z

\\ %

8(x)

\

\

Problema 11.2.7 (10 puntos) El 38 % de los habitantes de un pueblo afirman que su deporte
favorito es la natacién, mientras que el 21 % prefieren el ciclismo y los habitantes restantes se
inclinan mas por otros deportes. Si se escoge al azar una persona y, acto seguido otra diferente,
calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:
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a) (3 puntos) Que las dos personas sean aficionadas a la natacién.
b) (3 puntos) Que una de las dos personas sea aficionada al ciclismo y la otra a la natacién.

¢) (4 puntos) Sabiendo que la primera prefiere el ciclismo, que la segunda no prefiera este
deporte.

Solucién:

Sean N1 aficionado a la natacién elegido en primer lugar, C'1 al ciclismo elegido en primer lugar,
R1 restantes deportes elegido en primer lugar, N2 aficionado a la natacién elegido en segundo
lugar, C?2 al ciclismo elegido en segundo lugar y R2 restantes deportes elegido en segundo lugar.
Tenemos dos casos posibles, uno de ellos es suponer que tenemos una muestra pequena de habitan-
tes, por ejemplo 100, y otra una muestra grande, por ejemplo 2000. Todo depende de la cantidad
de habitantes del pueblo. El enunciado no dice nada sobre ello, por tanto, supongo que se trata
de una poblacién lo suficientemente grande de forma que la probabilidad de eleccién de la primera

persona y la segunda sea la misma.
P(N1) = P(N2)=0,38, P(C1)=P(C2)=0,21y P(Rl) = P(R2) =0,41

a) P(NINN2)=0,38-0,38 = 0, 1444.
b) P(N1NC2)+ P(C1NN2)=0,38-0,21 +0,21 - 0,38 = 0, 1596

P((N2UR2)NC1) P((N2nC1)U(R2NC1) 0,38-0,21+0,41-0,21
P(C1) B P(C1) B 0,21 B

c) P(C2|C1) =
0,79

La otra manera de ver el problema es suponer que el pueblo tiene 100 habitantes. En este caso
tenemos 38 personas que prefieren la natacion, 21 el ciclismo y 49 el resto de deportes. Tenemos:

38 37 21 20 41 40
P(N1)= —, P(N2|N1) = —, P(C1) = —, P(C2|C1) = —, P(R1) = — y P(R2|R1) = —.
(N1) = 2, P(N2IN1) = 52, P(C1) = 70, P(C2|C1) = =2, P(R1) = 1o v P(R2IR1) = oo
a) P(NINN2) = 58 3T 703 ) 1490,

100 99 4950

38 21 21 38 133
b) P(N1NC2)+ P(CINN2) = £o5 - oo+ 705 oo = g2 = 0,1612

P((N2UR2)NC1) P((N2nC1)U (R2NC1)) 8.2 44l 2

¢) 1: (@2jen) = P(C1) - P(C1) - Z -
9
g9 = 0798

Problema 11.2.8 (10 puntos) El peso, en gramos, de las judias en lata se distribuye normalmente
con media p y desviacién tipica 7,8. Teniendo en cuenta que el 10 % de estas latas contienen menos
de 200 g. calcula:

a) (6 puntos) El valor de la media p redondedndola a las unidades.

b) (2 puntos) El porcentaje de latas que contienen més de 225 g de judias. Nota: utiliza la media
redondeada a las unidades.

c¢) (2 puntos) El porcentaje de latas que contienen entre 190 g y 225 g de judias. Nota: utiliza
la media redondeada a las unidades.

Solucion:
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a) N(p;7,8)

200 — 200 —
P(X§200)2P<Z§M):O,1:>P(ZS—%>:O,9:>
200 — ’ ’
-= 8“ — 1,285 — = 210,023 ~ 210
225 — 21
b) P(X > 225) — P(Zz 57780) — P(Z>1,92) = 1—P(Z < 1,92) = 1 —0,9726 —
0,0274 = 2,74% ’
190 — 21 225 — 21
¢) P(190§X§225):P<%gzg%):P(—2,56gzg1,92):
P(Z <1,92)—P(Z < —2,56) = P(Z < 1,92) — (1— P(Z < 2,56)) = 0,9726— (1— 0, 9948) =

0,9674 = 96,74 %
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Capitulo 12

Islas Canarias

12.1. Ordinaria

Instrucciones:

@ Debe responder sélo una pregunta de cada bloque de contenido. En caso de presentar dos
preguntas de un mismo bloque, se considerard sélo la primera pregunta respondida.

@ En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
solucionarla. Se califica todo el proceso.

@& Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

Bloque I.- Andlisis (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.1 (2,5 puntos) La empresa “Plitanos Islas Canarias” se dedica a la produccién
de platanos, un cultivo muy importante en las islas. Los costes de produccion estan dados por la
funcién: 5
x
Clz)= ——, 220
(@) 5va? +1

donde C(z) son miles de €, x miles de kilos de pldtanos producidos. Responder a las siguientes
preguntas.

a) (0,5 puntos) Averiguar el coste de la produccién de un kilo de pldtanos.

b) (0,5 puntos) Si la empresa pudiera producir cantidades muy grandes de pldtanos, ja qué valor
tenderian los costes de produccion de los platanos?

¢) (0,75 puntos) Un economista afirma que superada cierta cantidad de kilos producidos, el
coste de produccién disminuira. Justificar la veracidad de la afirmacién del economista.

4
d) (0,75 puntos) Calcular: / C(z) dz. Interpretar el resultado en el contexto del problema.
0

Solucion:

a) Tenemos x = 0,001 miles de kg= C(0,001) = 0,0006 = 0,6 € el kg.

3z 3z 3
1/ = 1’ —_— = - =
b) ,Jim C(z) A= — k5 0,6 =

Los costes de produccién tienden a estabilizarse en 0,6 x 1000 = 600 €.
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3
C’ - 2
C) (.13) 5($2 + 1)3/2
creciente, luego la afirmacion del economista es falsa.

> 0 = no hay ni maximos ni minimos y la funciéon es siempre

t=2+1
3z dt = 2zdx 3/ r 1 3/ —1/2
d) F(x) = dr= | ——dx = = | ——dt=— [ dt =
) Fl@) /C’(x) ‘ /5\/x2+1 v 1 5/ ti/2 2z 10
x
1/2 ) 1
3t +K:3x7++}(

5 5
/4 C’(x)d:r:F(ZL)fF(O):@—§:@21,8739
0

5 5 5

4
C(x)d 1,87
El coste medio de produccién seria fo (z) do = , 8739 = 0,4685 = El coste medio seria

4-0 4
de 468,5 €

In(z+2)+a

Problema 12.1.2 (2,5 puntos) Dada la funcién definida por: f(z) = y—
x

a) (1,25 puntos) Determinar el valor de a sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa x = —1 es 10. Dar la expresién de la funcion.

b) (1,25 puntos) Para el valor a = 0, estudiar el dominio y las asintotas de la funcién f(x).

Solucion:

1Bz +4) - 3(n(x +2)+a
a) f(z) = ol <)3$+(4)§ ) ta) = m=f(-1)=1-3a=10= a= -3 =
In(x +2)—3

3x+4

fz) =

b) Sia=0= f(x):%

@ Se tiene In(z +2) = z+2 > 0= (—2,400) y por el denominador 3z +4 =0 =
4 4 4
z=-3 hay que quitarlo del intervalo. Luego Dom(f) = (—2, —g) U <_§’ —|—oo)

@ Asintotas:

e Verticales: = —— yx = —2
1
m n(z + 2) _ {1n(2/3)
z—(—4/3)- 3x+4 0—
In(z + 2) . ., In(z+2) { 4 }
M S v I Ty N 2 A
e Horizontales: y =0
im L(I +2) {OO} 1 lim 22
z—+oo 3x + 4 z—+o0 3
In(z + 2)

88 3xr+4
e Oblicuas no hay por haber horizontales.

In(z + 2)

1
. n(2/3)
z—(—4/3)t 3x+4

0+

-

o

= fuera de dominio.
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=43

i /J

-

// 10(0,0) y=0
[

|

Bloque II.- Algebra (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.3 (2,5 puntos) Resolver el siguiente sistema matricial:

5X—4Y:(5 6 *1)

4 -5 1
4 2 2
oo (122

Solucion: )
=

Y = —(4A—5B)

1
i
1 5 6 -1 4 2 2 1 2 -1
X=7 {3(4 -5 1)_2(6 —4 —2” _(0 -1 1)
1 5 6 -1 4 2 2 0 1 -1
Y=1 {4(4 -5 1)’5(6 —4 —2)} - (—1 0 1)
Problema 12.1.4 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales con un pardmetro
keR
kx+y—32=5

—r+y+z=—-4
kx+y—kz=1

a) (1,25 puntos) Discutir la resolucién del sistema segun los valores del pardmetro k € R.

b) (1,25 puntos) Resolver el sistema cuando k = 4.

Solucion:
a)
4 k1 =3 5
A= -1 1 1|4 |= |Al=-k+2k+3=0= k=1, k=3
k1 —k 1

@ SikeR-{-1,3} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado (solucién tnica)

o Sik=-1:
-1 1 -3 5 Fy -1 1 -3 5 Fy
A= -1 1 1| -4 = | F,— F} = 0 0 41 -9 = Fy
-1 1 1 1 F3; — Fy 0 0 4| —4 F3 — Fy
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-1 1 -3 5
0 0 4]|-9 | = Sistema Incompatible (no tiene solucién)
00 0] 5
& Sik=3:
- 3 1 =3 ) F 3 1 =3 5
A= -1 1 1|-4 |=|3FR+FHK |=| 04 0]|-7 |=
31 =3 1 Fs—Fy 00 0|4
Sistema Incompatible (no tiene solucién)
b) Si k =4:
dr+y—32=5 r =25
—x+yt+tz=-4 = y=-3
de+y—4z=1 z=4
Por Gauss:
4 1 -3 ) P 4 1 -3 )
A=| -1 1 1|4 AF+F | = 0 5 1|-11 |=
4 1 -4 1 - 00 —-1| -4

Sy+4=—11= y=—3
r —3—-12=5 = =5

Bloque III.- Geometria (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.5 (2,5 puntos) En el espacio tridimensional tenemos el punto, la recta y el plano
siguientes:

_ Ly d@ty-1=0 _ _
P(-17,3,4); r.{$+z+1:0 ; mix4+2y—52+5=0

a) (1,5 puntos) Encontrar el punto A interseccién del plano 7w con una recta s. Esta recta s es
una recta paralela a la recta r y que pasa por el punto P.

b) (1 punto) Hallar el 4ngulo que forma la recta r y el plano 7.

Solucién:
- = 2
1=0 u A ( ) r=A
Jrt+y—1= ) Uy = 1 1 0|=(1,-1,-1 ) 1
T'{x+z+1=0:”' 1 0 1 —ryvoi
z=—-1—-\
P.(0,1,-1)
. — =
Tix4+2y—52+5=0= u, =(1,2,-5)
= =(1,-1,-1) T=—T+A o
a) s: — s y=3—-A sustitulmos en 7 y tenemos:
P, = P(-7,3,4)
z=4—-A
(=T+XN)+2B=-X)-5A-XN+5=0= A=4= A(-3,-1,0)
— =
o Uy 1,-1,-1)-(1,2,-5 4
b) cos(90° — o) =sina = Jur -z _ [ ) ( )

= = = a=24°56'17"
] - [ V330 3V10
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Problema 12.1.6 (2,5 puntos) En el espacio tridimensional se conocen las ecuaciones de las rectas
siguientes:

.{3m+2y—z:1 . xfi—'_)\
2c —y+2+4=0 — 14

a) (1,5 puntos) Estudiar la posicién relativa de las rectas r y s.

b) (1 punto) Encontrar el plano 7, paralelo a la recta r y que contiene a la recta s.

Solucién:
- = =
. A N v =
. r+2y—z=1 . Ur = 3 2 -1 :(17_57_7) . — _9_
'{Zx—y+z+4:0 — 2 -1 1 ~ T Z;_?_iu
Po(0,—3,-7) a
T L
Z:1+A PS(370?1)
—
a) PsP.=(0,-3,-7)—(3,0,1) = (—3,-3,-8)
-3 -3 -8
[PsPr,tTr)JTS)]: 1 -5 —7/=-30#0= ry s se cruzan.
1 1 1
ur = (1,-5,—7) r—3 y z—1
b) m:{ up=(1,1,1) = 7:| 1 -5 —T|=22—-8y+6z—12=0=
P,(3,0,1) 111

mix—4y+32—6=0

Bloque IV.- Probabilidad y estadistica (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.7 (2,5 puntos) En un avién de pasajeros se han instalado tres paracaidas A, B
y C. Si falla A, se pone B en funcionamiento, y si también falla B, se activa el paracaidas C. Las
probabilidades de que funcione correctamente cada paracaidas son, respectivamente, 0,96, 0,98 y
0,99.

a) (0,5 puntos) Dibujar un diagrama de drbol que refleje todos los posibles casos.

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que se active el paracaidas B y funcione correcta-
mente.

¢) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que funcione algin paracaidas.

Solucién:
Sean los paracaidas A, B, C, los sucesos F falla y F no falla.

a) El diagrama serfa:

141



0,04~ FA 0~ FR 4.9
A
096 ~TFA

b) P(BNFB) =0,04-0,98 = 0,0392
¢) P(FAU(FBNFA)U(FANFBNFC)) =0,96+0,04-0,98+0,04-0,02-0,99 = 0,999992

Problema 12.1.8 (2,5 puntos) Un juego de ruleta tiene 25 casillas numeradas del 1 al 25. Un
jugador gana si sale un niimero par.

a) (1,25 puntos) Si juega 100 veces, calcular la probabilidad de que gane en més de la mitad de
las ocasiones.

b) (1,25 puntos) Si juega 200 veces, un jugador afirma que la probabilidad de ganar entre 90 y
110 veces es menor que 3/4. Justificar si esta afirmacién es cierta o no.

Solucion:
12

— =0,48 B(n;0,48
25 ’ - (n77 )

p:
N(np,\/npq)
a) B(100;0,48) con n > 30, np =48 > 5y ng = 52 > 5 = B(100;0,48) & " N(48,5)
50,5 — 48
P(X>50):P(Z2 T) —P(Z>0,5)=1—-P(Z<0,5) =1—-0,6915 = 0,3085

N (np,\/npq)
b) B(200;0,48) conn > 30, np = 96 > 5yng = 104 > 5 = B(200;0,48) & " N(96;7,07)

En este apartado no queda claro si en la probabilidad pedida tenemos que coger los extremos
90 y 110, yo he creido pensar que no estan incluidos, pero textualmente no queda claro ni mi

decision ni la contraria.
90,5 — 96 109,5 — 96

= — < < = — < < =
P(90 < X < 110) P( o <2< ) P(—0,78 < Z <1,91)

P(Z<1,91)—P(Z < —0,78) = P(Z < 1,91)— (1—P(Z < 0,78)) = 0,9719— (1—0, 7823) =
0, 7542

3
La probabilidad obtenida es mayor que 1= 0,75 y, por tanto, la afirmacién es falsa.

12.2. Extraordinaria
Instrucciones:

@ Debe responder solo una pregunta de cada bloque de contenido. En caso de presentar dos
preguntas de un mismo bloque, se considerara solo la primera pregunta respondida.

@ En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
solucionarla. Se califica todo el proceso.

@ Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

Bloque I.- Andlisis (seleccione solo una pregunta)
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Problema 12.2.1 (2,5 puntos) Se considera la funcién:

22 —br+9
fly=¢ B3

@ 19 & x>0
et — 1

si <0

a) (1,75 puntos) Estudiar los valores de los pardmetros a y b para que f(x) sea continua y
derivable en x = 0.

b) (0,75 puntos) Para los valores a = 1 y b = —2, hallar la ecuacién de la recta tangente a la
funcién f(x) en z = —1.
Solucién:

a) @ Continuidad en x = 0:

, 22 —bx+9
R L T I
0 ’
lim f(;zc)zh’m( @ +2):{7} o pim L —g+2 =
z—0+ z—=0 \e? — 1 0 z—0 €%
f(0)=3

a+2=3=—a=1

@ Derivabilidad en = 0: (con a = 1)

ba? — 122 — 3b b
% si <0 f’(o_):_*
Fay=d @243 — (@) = I
elr—1)+1 o) — L
_W si >0 f(o)—_§
_E__}:b—§
3 2 T2
0P — T () — — 1t M{Q}L;; _ e
f(O)legéhf(x)* Ih_r,% (er —1)2 Lo — 9113%2629”—26937
i 2 :{9 CEET S
z—0 2eT — 2 0 z—0 2e% 2
219249
b) Siazlyb=—21afuncic’>nenx=—1esf(x):%'
2* + 62 —3)

Tenemos zg = —1 = yo = f(z0) = f(-1) =2y f'(z) = — (22 + 3)2
y—yo=m(z—zo)

Problema 12.2.2 (2,5 puntos) El ayuntamiento ha decidido crear una base metdlica para una
estatua del reconocido fisico canario Blas Cabrera. Dicha base metdlica estara delimitada por las
pardbolas y = (3 — z) e y = 2% — 7z + 8, donde la unidad de medida es el metro. Representar
un esbozo de la base metalica y calcular el presupuesto de su construccién si el precio del m? del
material para construir la base metélica es de 65 €.

Solucién:

a) Se trata de dos pardbolas que dibujamos con unas tablas de valores. Calculamos los puntos
de corte de ambas:
rB3—z)=2>-Te+8= =1, v=4
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El recinto de integracién es Sy : [1,4]
4 4 223
Sy :/ (f(x) —g(m))daxz/ (=222 + 10z —8)dr = ——— + 52> —8z| =9
1 1

S:|Sl|:9u2

La integral es positiva por estar la funcién f(z) = 2(3—x) por encima de la g(z) = 2% — 7z +8
en el intervalo [1, 4]
El precio de construccion sera: 9 - 65 = 585 €.

Bloque II.- Algebra (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.2.3 (2,5 puntos) Tres amigos, Aythami, Besay y Chamaida deciden hacer un fondo
comunn con el dinero que tienen para merendar. La razén (o cociente) entre la suma y la diferencia
de las cantidades de dinero que ponen Aythami y Besay es 11/5. La diferencia entre las cantidades
aportadas por Aythami y Chamaida es el doble de lo que ha puesto Besay. Ademsds, el doble de la
suma de las cantidades que ponen Besay y Chamaida excede en 2 euros a la que aporta Aythami.
Hallar la cantidad de dinero que aporta cada uno.

Solucién:
Sean z el dinero de Aythami, y el de Besay y z el de Chamaida.
z+y 11
r—y 5 3r—8y=0 r=8€
xT—z=2 = r—2y—z=0 = y=3%€
Ny+2)=a+2 r—2y—2z=-2 z=2%€
Resolvemos por Gauss:
3 =8 0| 0 Fy 3 -8 0] 0 Fy
A = 1 -2 -1 0 = | 3, —F = 0 2 -3]0 = Fy =
1 -2 =-2| =2 3F; — I 0 2 —-6|—-6 Fs3— Fy
3 -8 0] 0 —3z=—-6= 2=2 r=8%€
0 2 -3]0 = 20 —6=0—= y=3 — y=3%€
0 0 -3|-6 3r—24=0= =38 z2=2%€

Problema 12.2.4 (2,5 puntos) Dada la siguiente matriz:
k 0 k
M= 0 k 0}, keR
2k-3 0 k
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a) (1,25) Estudiar el rango de la matriz My, dependiendo de los valores del pardmetro k.

b) (1,25) Tomamos M; como la matriz anterior para el valor k =1y B = <_04 (2) 2), hallar

la matriz X que satisface la ecuacién: X - My + X - M] = B
Solucién:
a) |My|=k*B-k)=0= k=0y k=3
e SikeR—-{0,3} = |Mi|#0= Rango(M;) =3

& Sik=0;
0 0 0
My=| 0 0 0 ) =Rango(Mp) =1
-3 0 0
& Sik=3;
3 0 3 5 0
M;=(0 3 0| = |M3 =0y el menor 0 3‘:97&0:>Rango(M3):2
3 0 3
b) X Mi+X MI'=B— X(M,+M!)=B=— X=B(M;+MI)™!=
—1 —1
1 01 1 0 —1 2 0 0
(‘0432) 0 1 0)J+f0o 1 o :(_04(2)2)020 =
-1 0 1 1 0 1 00 2

1 (—4 2 0) _ <—2 1 0)
200 0 4/ \0 0 2
Bloque IIl.- Geometria (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.2.5 (2,5 puntos) En el espacio tridimensional tenemos las rectas siguientes:

- .{z—3y+2z+220 . -z 1-=z
L 2r+y—32=3 ' 279 YT

a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de las rectas anteriores.

b) (1,5 punto) Hallar la ecuacién de la recta s que tiene direccién perpendicular a ambas rectas

1
y que pasa por P (O, > O). Calcular el punto de corte de la recta s con la recta r.

Solucién:
r=1+A —
Jx—-3y+224+42=0 ) B .{uﬁ:(l,l,l)
a)rl‘{ % +y— 37— 3 — 71 Z:i—i—)\ VAeER = r: P (1,1,0)
11—z 1—z r=1=2p U = (=2,1,-2)
79 =y= = Tro:d Y=pU VueR = ry: 2
2 2 P, (1,0,1)
z=1-2u
e
P. P.,=(1,0,1)—(1,1,0) = (0,—1,1)
0o -1 1
[Py Py tig] =1 1 1|=3#0= r yry se cruzan.
-2 1 =2
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77w
b) =t Xt =1 1 1|=(-3,0,3)=3(-1,0,1)
-2 1 =2
: 1 I
s: PS:P(O,f,O) == s V=3 VyeR
2 -
r=14+A=—v
1 1 11 1
y=1+A== = A=7y=—2 el punto de corte de las dos rectas es @ -
5= 2 2 272" 2
z= y

Problema 12.2.6 (2,5 puntos) Responder a las siguientes cuestiones:

a) (0,75 puntos) Justificar si pueden existir vectores 0 y o , que comparten el punto de origen,
y cumplen que || =2, || =3y @ -V =8

b) (1,75 puntos) En el espacio tridimensional, dados el plano y la recta secantes siguientes:

) _ J2x-3y—2=4
mix+3y+22+3=0, r: { vyt 2= -3
Calcular el punto de corte de la recta y el plano, asi como el angulo que forman.
Solucién:
w-U 8 4 4
a) WU = |d|-|V| cosa = cosa = il :6:§>1:> ﬂatalquecosazg

luego no existen dos vectores cumpliendo las condiciones del problema.

- - >

2z —3 4 o M A 5(1,1,-1)
. T —oYy — 2= \ Up = |2 =3 —1|=-— , L, —
b>r'{x+y—|—22=—3 = r: 1 1 5
P.(—1,-2,0)
r=-14+ X\
r:Q y=-24+2A
z= =)\

Sustituyendo en 7 : (=1 +A) +3(-2+A) +2(-A\)+3=0= A =2 = P(1,0,-2) de

corte de r con 71'

Ahora tenemos u; = (1,1 —1) y g = ( 2):
|u,« e o, —1) (1,3,2)] 2

[l fuel VBV Va2

Bloque IV.- Probabilidad y estadistica (seleccione solo una pregunta)

cos(90° — a) =sina = = a = 17°58'31"

Problema 12.2.7 (2,5 puntos) Cierta enfermedad puede ser producida por tres tipos de virus A4,
B, C. En un laboratorio se tienen tres tubos con el virus A, dos con el B y cinco con el C. La

probabilidad de que el virus A produzca la enfermedad es 1/3, que la produzca B es 2/3 y que la
produzca C es 1/7.

a) (1,5 puntos) Se elige uno de los tubos anteriores al azar y se inocula el virus contenido en el
tubo a un animal, ;cudl es la probabilidad de que al animal le produzca la enfermedad?

b) (1 punto) Si se inocula un virus de los anteriores a un animal y no le produce la enfermedad,
jcudl es la probabilidad de que se haya inyectado el virus C'?
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Solucion:

Sean A se elige tubo con A, B se elige tubo con B, C se elige tubo con C', E produce la enfermedad
y F no produce la enfermedad.

3 2 5
P(A) = — = P(B)=—=0,2y P(C)= — =
(A)=1;=03 PB)=1;=02y P(C)=1,=05
1/3 2
a) P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|B)P(B) + P(E|C)P(C) = A—F
1 3 2 2 1 5 310 E
— . I . == ~0.30476 23
371073 1077 10 105" 240 B{T
51
o P(EIC)P 6.5 4 L 17 —FE
b) P(C|FE) = ( ‘Cl (@) S 1302 — é ~0,61644 ( <
P(E) ~ 05 13 YVNE

Problema 12.2.8 (2,5 puntos) El delantero de un equipo de fitbol suele marcar gol en tres de
cada cinco penaltis lanzados. Sabemos que realiza 70 lanzamientos en cada entrenamiento.

a) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de marcar entre 40 y 45 penaltis en un entrenamiento.

b) (0,75 puntos) Si la probabilidad de que marque més de la mitad de los penaltis es superior al

90 %, se seleccionard para jugar en una categoria superior. jSerd seleccionado este delantero?
Justificar la respuesta.

¢) (0,5 puntos) Si en una temporada lanza 450 penaltis, calcular el nimero de penaltis que se
espera que haya marcado este jugador durante una temporada.

Solucion:

B(70;0,6)
Comon="70>10,np="70-0,6=42>5yng="70-0,4=28>5 =

N (np,\/npq)
B(70;0,6) A" N(42;4,0088)
39,5 —42 45,5 — 42
P(Z <0,85)— P(Z < —0,61) = P(Z < 0,85)—(1— P(Z < 0,61)) = 0,8023 — (1 —0,7291) =

0,5314

70 35,5 — 42
P(X —):P(Z>’7>:PZ>—1, = P(Z = 1,59) = 0,944l =
b) >3 > o8 (Z > ~1,59) = P(Z < 1,59) = 0,9

94,41 % > 90 % = el jugador serd seleccionado.

¢) Ahora n =450 = E(X) =np =450-0,6 = 270 goles.
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Capitulo 13

La Rioja

13.1. Ordinaria

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.
En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacién. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni cal-
culen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

Problema 13.1.1 (2 puntos) Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 1/x en el
punto (3,1/3). Comprueba que el segmento de esta recta comprendido entre los ejes de coordena-
das estd dividido en dos partes iguales por el punto de tangencia.

Solucion: 1 1 1 1
_ 1 , _ _ _ 2 y—b=m(z—a) ot __ 1 _
f@) =~ = [a) = = m= f(3) = —5 Ly D — (e -3) =
= 71x+g
YTt

Esta recta corta el eje de ordenadas en el punto x = 0 = A(0,2/3)
1 2
y el de abscisas en el —9% + 3= 0= B(6,0).
A+ B 0,2/3 6,0 6,2/3 1
B0 T60)_ 629 _ (51,

3. —
2 2 2 ’

El punto medio entre estos dos puntos es C' = 3

coincide con el punto de tangencia.

Problema 13.1.2 (2 puntos) En una finca con forma de semicirculo de radio 20 m se quiere poner
un jardin rectangular, de tal manera que uno de los lados esté sobre el didmetro y el opuesto a él
tiene sus extremos en la parte de la curva. Calcula las dimensiones del jardin para que su area sea
maxima.

Solucién:
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/- P(y)

/ y
20 m
—

00,0

Centramos la figura en el origen de coordenadas como en la figura anterior. Tenemos la ecuacién
de una circunferencia de centro el origen de coordenadas O(0,0) y radio r = 20 = 2?4y =

400 = y = \/m la coordenada y negativa no es relevante al tratarse de un semicirculo.
Hay que optimizar S(z,y) = 2ay = S(z) = 22/400 — 2

212 800 — 4z
S’ (z =2<\/400—m2—7) = (0= z=10V2
(z) 24/400 — 22 V400 — 22

(0,10v2) (10v/2, 00)
+ —

S'(x)
S(xz) | creciente /| decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (0,10v2) y decreciente en el (10v/2,00) con un méximo
relativo en el punto (10v2, f(10v/2)) = (10v/2,10v/2).

El rectdngulo tiene de base 2z = 20v/2 m y altura y = 10v/2 m.

El 4rea encerrada serfa 2zy = 2 - 10v/2 - 10v/2 = 400 m?>.

Problema 13.1.3 (2 puntos) Halla la funcién f sabiendo que

@17
+k
[ st =iy
Analiza la continuidad de la funcién f en las abscisas x =1y x = —2.
Solucidn: 5
Sea g(z) = ( L° +k= M>0:>Dom(f):(l,+oo)
"er2? (z +2)?
3
flx)=4¢'(z) = -1 712 los puntos de abscisas = —2 y # = 1 no pertenecen al dominio de

la funcién, luego la funcién es continua en todo el dominio (1, +400).

Problema 13.1.4 (2 puntos) Dada la matriz A:

3/5 x 0
A=y =3/5 0
0o 0 1

Halla z e y para que su inversa, A~!, coincida con su traspuesta, AT. En tal caso, halla AT A% —2A.
Solucion:

3/5. x 0\ /3/5 wy O
AAT =AA V=T = AAT = y -3/5 0 r -3/5 0=
0 0 1 0 0 1
9/25 +x* 3/5y—3/5x 0 1 00 9/25 + 2% =1 3c=y=é
3/5y —3/5x  9/254+3%> 0)|=10 1 0] =14 9/254+y>°=1 — 54
0 0 1 0 0 1 3/5y —3/5x =0 T=y=-—¢
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—3/5 —4/5 0
—4/5 3/5 0
0 0 -1
T 2_ — T . p— — — — —_ — —
ATA? 24 =ATAA-2A=TA-2A=A—24A=—A 35 45 0
4/5 3/5 0
0o 0 -1

Problema 13.1.5 (2 puntos) Anade una ecuacién al sistema de ecuaciones lineales:

{ 2c —y+2z=1
T+y—2z=3

de modo que sea

(1)
(11.)
(1r.)

incompatible.
compatible determinado.

compatible indeterminado.

Solucion:

(1)

(11.)

(111.)

Problema 13.1.6 (2 puntos) Dada la matriz A = (

incompatible:

Hacemos una combinacion lineal de las dos ecuaciones que no cumpla el término indepen-
diente. hacemos E; + F5 : 3z + z = 3 esta ecuacién haria del sistema uno compatible
indeterminado, y si cambiamos el término independiente la nueva ecuacién 3z + z = 5 haria
del sistema uno incompatible.

compatible determinado:

Ponemos una ecuacién = + y + z = 0 de forma que el determinate |A| # 0, comprobamos
2 -1 2

1 1 -1/ =6 # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n? de incégnitas y el sistema es
1 1 1

compatible determinado.

compatible indeterminado: contestado en el primer apartado.

11

9 1) halla dos matrices B y C tales que

satisfagan las siguientes ecuaciones

{B+C—1:A
B-Cc'=A4A"

Donde denotamos por AT, la matriz traspuesta de A.

Solucion: . /
1 n (1 3 2)
{B+C‘1:A . B_Q(A+A)_<3/2 1
B-Cct=4T 0 —1/2

7l = %(A* ATy = <1/2 0 ) — =77 = <_02 g)
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Problema 13.1.7 (2 puntos) Determine los valores de a para que los planos de ecuaciones

mirx+y+z=a—1
my:2x+y+az=a
m3:r+ay+z=1

(1.) se corten en un punto.
(11.) se corten en una recta.

(111.) no se corten.

Solucién:

111
A= 2 1 a| a Al =—a?+3a-2=0= a=1 a=2.
1 a 1

(1) Sia € R—{1,2} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.

(1.) Sia=2:
1 1 111 Fy
A= 2 1 2|2 = | Fy,—2F | =
1 2 111 F;—F
1 1 1|1 I3 1 1 1)1
0 -1 010 = F = 0 -1 010 —
0 1 00 3+ F, 0 0 0]0
Sistema compatible indeterminado
z+y+z=1 "Ny A
{ _ E 0 S = y=20 VA € R, es la recta en la que se cortan los tres planos.
y= z2=A
(m.) Sia=1:
o 1 1 1|0 Fi 1 1 1]0
A= 2 1 1|1 = | F-2F | = 0 -1 0|1 — Sistema incompatible
1 1 11 F;—F 0 0 0|1

7 || w3 y 7 corta a ambos.

Problema 13.1.8 (2 puntos) Halla la ecuacién continua de la recta s que estd contenida en el
plano m =x +y — 22+ 1 = 0 y corta perpendicularmente a la recta

_{$+y+2=—
dr—y+2=3
Solucién: NN
— L J k T =2\
r:{xﬂlﬂz_l P D I G (I I Y
4o —y+z2=3 4 -1 1 _
z=1-5A
P.(0,-2,1)
sustituimos en 7 : x +y — 22 + 1 = 0 y tenemos:
1
2)\+(—2+3)\)72(175)\)+1:0:>)\:g:>
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2 7

7y m se cortan en el punto P; (5, —5,0>
- =
i 7 k

ul Lufyul Luf = uwi=ufxu;=|2 3 -5 =(-1,-1,-1)=—(1,1,1)
1 1 2

g
. uS—2(1,17,1) . x—-2/5 y+7/5 2
o Ps(g,—g,()) T T 1T T

Problema 13.1.9 (2 puntos)En un examen de mateméticas, las puntuaciones tipificadas de dos
estudiantes fueron 0,6 y -0,8 y sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula:

(1.) la media y desviacién tipica de las puntuaciones del examen que siguen una distribucién
normal.

(11.) entre qué puntuaciones alrededor de la media estd la nota del 60 % de los estudiantes.

Solucion:

— 4 —
(1) P(73§X§94):P<73 bz “):P(—o,sgzgo,ﬁ):»
g

73—
K 08— 1—0,80 =13 _ a5
94~ j"{“

K 0,6=— u+0,60=094

g

85 —a— 85 85+a— 85
(n.)P(85—agxgg5+a)zp<T zZ< +a )

Ploe ) r(re ) - p(re i)~ [ior(=p)) -oe

0,6 —> P(Z§ 115) 0,8 — 1% — 0,845 —> a = 12,675
El 60 % de las notas estarian entre 4t —a = 85 — 12,675 = 72,325y n —a = 85 + 12,675 =

97,675

cn‘g
N—
H

Problema 13.1.10 (2 puntos) Dados los sucesos A y B de un experimento aleatorio, se sabe que
P(A) =0,27, P(B') = 0,82, P(AU B) = 0,4. Determina si los sucesos A y B son compatibles o
incompatibles.

Calcula P((AU B)") y P(A" U B’), (A’ significa suceso complementario).

Solucion:
Por comodidad utilizo A’ = A
(AUB) P(A)+P(B)—P(ANB) = 0,4=10,27+(1-0,82) - P(ANB) =

P(ANB)=0,05 75 0 = Ay B son compatibles.
P(é B)=1-P(AUB)=1-0,4=0,6
P(AUB) = P(ANE) = 1— P(ANB) = 10,05 = 0,95.

13.2. Extraordinaria
El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacién. Es necesario justificar las respuestas.
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Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni grificas ni cal-
culen integrales. Si algiin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podréd ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

Problema 13.2.1 (2 puntos) Escribe, si existen, las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
f(z) = |z| exp(—2)
en los puntos de abscisa z =0y z = —1.

Solucién: ( )
e [ —xeT® s 2 <0 / 7{ r—1)e™™ si x2<0
Fla) = lale™ = { we™® s x>0 Fle) = —(x—1e™® st >0

En 2 = —1 la funcién es continua y derivable por ser una exponencial f(z) = —ze™" y tenemos:

En 2z = 0 la funcién es continua:

y—e=—2¢e(z+1) = y=—2ex—e

lim f(z) = lim f(z)= f(0)=0

z—0~ z—0t

Pero no es derivable en x = 0:
FO07)=-1#f(0") =1

Luego no se puede calcular una vnica tangente en = 0, en ese punto la funcién tiene un pico (un
vértice Y)

Problema 13.2.2 (2 puntos) Un nadador se encuentra a 2 km de la playa enfrente del puesto de
la Cruz Roja. Desea ir a la caseta de las duchas que esta en la misma playa a 3 km de distancia del
puesto de la Cruz Roja. Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, determinar a
qué lugar debe dirigirse a nado para llegar a las duchas en el menor tiempo posible.

Solucién:
Y x? 44 3—x 3-=x
T Tty = = t, = —— =
enemos: t, V) 3 vty Vi) 7 »

2 4 3 - adador
T(x)=t, 41, = Y2 2,277

3 5 ¥ i

3 lEQ + 4 5 3 .':C2 + 4 5 Duchas = P Cruz Roja
5 = 3v/a? +4 = 252° = 9(2? +4) = 162% = 36 —
9 3
z? = 1 — x = 3= 1,5 Km, la solucién negativa no es valida.
4 3 32 3

T"(x) = N = 71" (5) =375 > 0= x= 5 esun minimo relativo.

3\ 5
En conclusién el nadador nadard y = v z2 +4 = (7> 4+4=—-=2>5Kmyandard 3 —z =

2 2
3 3 . . . 3 17
3— 3=5= 1,5 km utilizando el menor tiempo posible de T' 3) =15 ~ 1,133333333 ~ 1 h 18 m.

154



Problema 13.2.3 (2 puntos) Dada la funcién
f(z) =1 —2% tanz
Demuestra que tiene un méximo relativo en el intervalo (0,7/2).

Solucién:
Como tan — = F00 cogemos un intervalo méas pequeno contenido en el dado. Ademds queremos
que se cumpla que f(a) = f(b) siendo (a,b) el nuevo intervalo. Sia=0= f(0) =1-tan0=0y
b=1= 0-tanl =0, luego el intervalo (0,1) cumple f(0) = f(1) =0.
Por otro lado tenemos que f es continua y derivable en el intervalo (0, 1). Continua por ser com-
posicion de funciones continuas y su derivada es:

1— 22

"() = —2ztanx
J@) * cos?
Luego f cumple las condiciones del teorema de Rolle que afirma que 3o € (0, 1) tal que f'(a) = 0.
Luego en (0,7/2) hay un posible extremo relativo.
Analizamos el signo de la primera derivada: (tomando valores muy préximos al 0 y al 1 o ellos
mismos)

(0, @) (o, 1)
f(x) + -
f(z) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0, «) y decreciente en el («, 1)
con un maximo relativo en el punto de abscisa r = «

Problema 13.2.4 (2 puntos) Halla la matriz X que satisface

AXA+B=B(2A+1I)

donde A = <(1) 711>, B = (_11 _21) e I es la matriz identidad de orden 2.

Solucién:
AXA+B=B2A+1)= AXA=2BA+B-B=2BA=— AX =2BAA' =2B = X =

sap—a(L ) (Y 2) =200 (L 2) = (% 2)

Problema 13.2.5 (2 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro real a:

r—y-+az=a

ar+y—z=a

(a+Dz+z=a+2

halla la matriz A~'b sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientes y b la
de términos independientes.

Solucion:

Tenemos: AX = b

- 1 -1 a a

A= a 1 —-1] a A= —a*+a+2=—(a—2)(a+1)=0=

a+1 O 1 |a+2
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a=2 a=-1= 3A7' Vac R - {-1,2}.
Para Va € R — {—1, 2} se puede resolver por Cramer:

a -1 a 1 a a 1 -1 a
a 1 -1 a a -1 a 1 a
a+2 0 1 1 a+1 a+2 1 1 a+1 0 a+2 1
xTr = pry ,y: pry yZ: =
Al Al Al

La solucién del sistema AX =b Va e R—{-1,2} esz=y=2=1
También se podria haber resuelto por Gauss.

Luego:
1
A= 1
1
Problema 13.2.6 (2 puntos) Dadas las matrices A = (8 —1a) y B = (a 6 4 ;(j)’ halla a

para que A2 — A =127 + B con I la matriz identidad de orden 2. A continuacién, halla la matriz
X tal que XA =AX = 1.

Solucién:
w-a=aa-n=(5 )G L)-G D]-
(8 —1a> (agl —al— 1) - (a(a(; Y a(al1 1))
res= (7 5)+ (0" )= (7wt
(a(ao_ Y a(a_i 1)> - (ags 2a_+112> -

{a2—a=a+8:> a?—20—-8=0=a=-2, a=4
a2+a=2a+12= a’>—a—-12=0= a=-3, a=4

XA=1T=— X=A4""
a 1

— a=4

A|:‘O a’:—cﬂ:o:,» a=0= 3A~! VYaecR - {0}
_ 41 _ (1/a 1/a2)
X=4"= ( 0 -1/a
Problema 13.2.7 (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones
ar +y—+z= a?
r—y+z=1
3r—y—z=1

6r —y+2z2=3a

Analiza segun los valores del parametro a su posicién relativa.

Solucion: ) )
a 1 1 a Fy a 1 1 a 9
Aol -t L 1| BB _fatl 02 +1 | aj::l,) (2) “211
13 21 1 1| | B+R | T a+3 00 @241 | a+6 X “2+3
6 -1 1 3a Fy+ Fy a+6 0 2 a’+3a a @ Toa
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4a* —da+4)=0= a =2 B
SiaeR-{2} = |A| # 0 = Rango(4) = 4 #Rango(A) < 3 = sistema incompatible.

Sia=2:

(14 h IR

A= — [A=0y|1 -1 1 |=104£0=
3 -1 —1|1 s 1 4
6 -1 1 |6

Rango(A) = 3 =Rango(A) = ndmero de incégnitas y el sistema es compatible determinado. Los
cuatro planos se cortan en un punto.
Analizamos para a # 2:

a 1 1
Ai=|11 -1 1 |=2a+6=0=— a=-3:
3 -1 -1
71 COn 7o : Se cortan
m:—3r+y+z2=9 1 con 73 : son paralelos
moix—y+z=1 T con 4 : Se cortan
m3:3r—y—z=1 = T con 73 : se cortan
My b6 —y+2=—-6 T con 74 : se cortan
T3 Con 7y : Se cortan
Sia#-3:

Los planos w1 y 73 son paralelos.

Los planos 7y, o y 74 se cortarian en un punto.

Los planos 7o, m3 v 74 se cortarian en un punto.

Como un sillén con respaldo: m y 73 los apoyabrazos, ms la espalda y 74 el asiento.

Problema 13.2.8 (2 puntos) Dado el punto P = (2, —1, 3), halla las ecuaciones de los siguientes
planos que contienen a P.

I. Paralelo a 7m:4x + 3y — 22 +4=0.

-3 2
11. Perpendicular a la recta r : xT = g i +4

Solucion:

L | 7= ty =ty = 7T':4x—|—3y—2z+)\:0P€:ﬂ,8—3—6—|—/\:0:> A=1= 7'

dr+3y—224+1=0
ILon" L= G =1 = (3,2,—4) = 7" 30 +2y 42+ A =025 62124\ =0 —
A=8= 1":30+2y—42+8=0

Problema 13.2.9 (2 puntos) Una mdquina de café estd regulada de modo que la cantidad de
café que echa estd distribuida por una normal de media 125 ml y una desviacién tipica de 20 ml.
Calcula:

I. el porcentaje de vasos que se llenardn con més de 150 ml.
11. entre qué capacidades (ml) estd el 60 % de los cafés que dispensa la méquina.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)
Solucién:

N (125;20)
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150 — 125

.PX>150:P(Z>
L P(X 2 150) =720

0,1056 = 10,56 %

) = P(Z>1,25) =1—P(Z <1,25) = 1— 0,844 =

11. Entendemos que se tratao de un intervalo centrado en la media.
125 —a — 12 12 —12
p(1257a§X§125+a):p(M §Z<M) _

20 = 20
a a a a a

P(——<Z<—):2P(Z<—)—1:O,6:>PZ<—:O,8:>—:O,8452
20=7 7 =90 (7= 59) 20

a = 16,

Entre 125 — 16,9 = 108,1 ml y 125 4 16,9 = 141,9 ml.

Problema 13.2.10 (2 puntos) El 2% de la poblacién mundial padece una cierta enfermedad. Se
dispone de una prueba para detectarla, pero no es fiable. En el 98 % de los casos da positivo en
personas enfermas. Y en el 4% de los casos da positivo en personas sanas. Halla

I. la probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva.
11. habiendo salido la prueba negativa, la probabilidad de que una persona esté enferma.

Solucién:

Sean E enfermas, S sanas, P da positivo y N da negativo.

a) P(P) = P(P|E)P(E) + P(P|S)P(S) = 0,98-0,02+0,04-0,98 = 0,98 —P
. 0988 P(P|S)P(S)  0,04-0,98 e 0,02
P(S|P) = B bl i .

(S|P) PP 00588 0,6667
(NIE)P(E) B g
P(N|E)P(E)  0,02-0,02 S
b) P(E|N) = = S 0,0004 <
) P(EIN) P(N) 1-0,0588 0,96~ N
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Capitulo 14

Madrid

14.1. Modelo
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificard sobre 2,5 puntos.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A

Problema 14.1.1 (2,5 puntos) La primera interpretacién en EE.UU. de la octava sinfonfa de
Mabhler tuvo lugar en Filadelfia en 1916 con la participacién de una orquesta, dos coros con el
mismo nimero de miembros, un tercer coro infantil y, ademads, ocho cantantes solistas invitados
especialmente y que no pertenecian a ninguno de los coros. La décima parte del niimero total de
intérpretes de los tres coros era menor en 15 unidades al de miembros de la orquesta. Los miembros
de cada uno de los dos coros no infantiles superaban en 140 unidades a la suma de componentes
del coro infantil y los de la orquesta. El nimero de miembros de la orquesta excedia en 21 unidades
a la doceava parte del total de intérpretes. ; Cuantos intérpretes tenian la orquesta y cada uno de
los coros? ;Cuédntos intérpretes habia en total?

Solucién:

Sean x el numero de intérpretes de la orquesta, y el nimero de intérpretes de cada coro y z el
numero de intérpretes del coro infantil.

2y + 2
+15=x
10 10z — 2y — 2z = 150 x = 110 intérpretes
y=140+2+x S r—y+2z=-140 = <{ y =400 intérpretes
91 r+2y+2z+8 11z — 2y — 2 = 260 z = 150 intérpretes
€Tr — = -—

12

La orquesta tiene 110 intérpretes, cada coro 400 y el coro infantil 150. El total de intérpretes
es: v+ 2y + z+ 8 =110+ 800 + 150 + 8 = 1068 intérpretes.

Por Gauss:
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1 -1 1| —140 m 1 -1 1| —-140 Py

A= 10 -2 -1 150 =| [, —-10F) | = 0 8 —11 | 1550 = Fy
11 -2 -1 260 F;—-11F 0 9 —12 ] 1800 8F3 — 9F,
1 -1 1| —140 3z =450 = 2z =150 =110
0 8 —11 ] 1550 == 8y — 1650 = 1550 = y = 400 - y =400
0 0 3] 450 xz —400+ 150 = —140 = z =110 z =150

Problema 14.1.2 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = z+/ (22 — 1)2.

- flz)
a) (0,75 punto) Halle il_)nll m

b) (1,75 puntos) Halle el &rea, en el primer cuadrante, comprendida entre la recta y = = y la
grifica de la funcién f(z).

Solucién:
, flx) {0} zf(@t-1)2  x(a?-1)28
a) lim @—1023 o)~ L (z— 123 s @127

g P+ 12 (@ — 1)277]

_ 1 2/3) _ 3
R P VT lim (2@ +1)**) = V4

b) Calculamos los puntos de corte entre f(z) e y = z:

fz)=2z= 2{/(22—1)2 =2 = 2 =0y z = +v2. Como es en el primer cuadrante el
intervalo de integracién sera [0, v2].

1=t
F(:c):/(f(x)—g(x))dx:/(x(xz_1)2/3_x)dx: 2zdx :dfflt _
der = —
2 dt 2 1 2 1 t5/3 23"2 3( 2 1)5/3
v ayzy At w1 [ g @t 17t 3@t —1)7°
2+/(:Ut)2x 2+2/t dt =~ + 5 573 =+ e
s —/ﬁm )= g(@)dz = F(V3) — F(0) =~ + 5 = 2

0
El resultado es negativo por estar la funcién y = z por encima de la funcién f(z) en el
intervalo [0, v/2).

2
S:\Sl|:5:0,4u2

Jx) o ////
fam
///i:;//// 10(0,0)
T
it
//‘///
r=A
Problema 14.1.3 (2,5 puntos) Sealarectar:{ y=0 yelplanow:2z=0.

z=0
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a) (1 punto) Halle una ecuacién de la recta paralela al plano 7 cuya direccién sea perpendicular
a ry que pase por el punto (1,1,1).

7r
b) (1,5 puntos) Halle una ecuacién de una recta que forme un dngulo de — radianes con la recta

T, que esté contenida en el plano 7 y pase por el punto (0,0,0).

Solucion:
Tr=A\ —
Ty v :T:{?(Egb%’o) ymiz=0= @ =(0,0,1)
Z:O T Y
- = =
i 3 k
a)sLﬁyerﬁ@:ﬁXﬁ: 0 0 1|=1(0,1,0)
1 0 0
— r=1
. uS:(OvLO) . —
S'{Ps(l,l,l) = s: y=14+AX
z=1
b) tenm = u Ly = uj -, =(a,bc)-(0,0,1)=c=0= uj = (a,b,0).
T T _ 1 _ |ai-a;| _ |(a,b,0)-(1,0,0)] jal

cos (t,r) = cos — = —

1TV V@RI Ve

2, 32 2 2 _ 12
ﬁ:\/ﬁ:a +b =2a° = a :b —
T =A
b=a= u = (a,a,0) = a(1,1,0) = t1: { y=2A\
z=0
xT=A
b:fa:>Eg>:(a,fa,O):a(l,fl,O):> a1 y=-—XA
z=0

Problema 14.1.4 (2,5 puntos) La seleccién espaifiola competird en la Copa Mundial Femenina
de Futbol 2023. En los dos primeros partidos de la fase de grupos, que consta de tres partidos, la
probabilidad de ganar cada uno de ellos es del 80 %. Sin embargo, debido al aumento en la moral
de las jugadoras, si ganan los dos primeros partidos la probabilidad de ganar el tercero asciende
al 90 %. En caso contrario, la probabilidad de ganar el tercer partido se mantendrd en el 80 %. Se
pide:

a) (0,5 puntos) Determinar la probabilidad de que la seleccién espatiola no gane ningin partido
durante la fase de grupos.

b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la seleccién gane el tercer partido de la fase de
grupos.

¢) (1 punto) Si sabemos que la seleccién ha ganado el tercer partido, determinar la probabilidad
de que no haya ganado alguno de los dos encuentros anteriores.

Solucion:

a) Sea G el suceso ganar el partido con P(G) = 0,8y P(G) = 0,2.
P(GNGNG)=0,2%=0,008
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b) Sean los sucesos G7 gana el primer partido, G5 gana el segundo partido y G5 gana el tercer

partido.

0,9 Gs
Tenemos P(G; N Gy) = 0,8 = 0,64, P(G3|G1 NGy) = 0,9 y Gmc;_,<
P(Gs[Gr N Ga) = 0,8 7 M
P(G3) = P(G3]G1 N Go)P(G1 N Ga) + P(G3|G1 N G2)P(G1 NGy) = 036 — VGJ
0,9-0,64 +0,8-0,36 = 0,864 RS e

P(Gs|GiNGy)  0,8-0,36 1

¢) PGINGLIGs) = ——p=—"="03%61 3

=0,3333

Opcién B

1
Problema 14.1.5 (2,5 puntos) Consideremos las matrices reales A = <73 72 é) yB=|0
0

—~3 3

Se pide:
a) (0,75 puntos) Estudiar si existe algiin valor de m para el cual la matriz BA tiene inversa.

b) (0,75 puntos) Estudiar el rango de la matriz AB en funcién del pardmetro m.

z a
¢) (1 punto) Para m = 1, discutir el sistema (A’A) [ y | = | a |, segin los valores de a.
z a?
Solucién:
1 m m 11 m m?>4+1 3m+1
a) BA=[0 m (O m3>: 0 m? 3m
0 1 0 m 3

|BA|=0= A(BA)'VmeR

b)AB—(m ! 1) 0
0 m 3 0 1

|AB|=m(m*+3)=0= m =0

(m m2—|—m—|—1)
0 m?+3

@& Sim#0= |AB| # 0 = Rango(AB) =2

& Sim=0=— AB = <8 é) = Rango(AB) =1
S =

1 O 11 1 T a

Piylo 1 3/(v) =@

1 3 z a®

1 1 1 T a

1 2 4 y|l=1a

1 4 10 2 a?
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11 1 |a Fy 1 1 1 a Fy
AtA = 1 2 4| a = | FL—-F | = 0 1 3 0 = Fy =
1 4 10]|a Fy—F 0 3 9|a*—a F3 — 3F,
1 1 1 a
01 3 0
00 0|a*>—a
a>—a=0=a=0ya=1
Sia=0o0a=1= Sistema compatible indeterminado.
SiaeR-{0,1} = Sistema incompatible.
Problema 14.1.6 (2,5 puntos) Dada la funcién real de variable real f(z) =z — ﬁ, se pide:

a) (0,75 puntos) Hallar el dominio de definicién de f(x) y determinar, en el caso de que existan,
las ecuaciones de las asintotas de su grafica.

b) (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién, asi como sus intervalos de creci-
miento y de decrecimiento.

¢) (0,75 puntos) Calcular la ecuacién de una recta tangente a la gréafica de f(z) que sea paralela
a la recta de ecuacion 9z — 8y = 6.

Solucion:

a) Dom(f) =R — {1} y las asintotas:

@ Verticales: En z =1

lim <x—i)—{1—i}——oo lim (x—L)—{l—i}——oo
Z1- (x—1)2/) 0+] 77 a1+ (x—1)2/) o+]
@ Horizontales: No hay

1, ( 4 > . 1/ ( 4 >
r——00 (,’I] — )2 ’ r— 00 r (:L' — |)2
- Oblicuas: y = mx + n

m= 1im 1 <1—L>=1
z—r 00 I Z— 00 g:(x—l)z

n= lim (f(z)—mz)= lim (m—(Zl—:U):O

o

z— 00 22— 00 €T — 1)2
y=ux
b) f(x) =1+ i =0= z=-1
(-1 -
(700,*1) (7131) (17+OO)
f(x) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente
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La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1)U(1, 00), y decreciente en el intervalo (—1, 1),
tiene un méximo relativo en el punto (—1, —2).

i e
et
/
) 2315:0)
S Mix(-1,-2) /
5 //’/ A (04 /
// \\
= V|
| /
! == 1 - = - = = 5
o) =1+ -m=5— ¢
19
b= Fla) = (5) = 2
19 9 9 7
—_ b e —_ _——_— = - —_ = -1 — —
g aill
el = //3:/“/‘/' 5,194)
i ) JeE150
e /
P // i F=/8)x~(7/8) \\(\0,-4) /
e |

Problema 14.1.7 (2,5 puntos) Dados los puntos A(0,0,1), B(1,1,0), C(1,0,—1), D(1,1,2), se
pide:

a) (0,75 puntos) Comprobar que los puntos A, B, C'y D no son coplanarios y hallar el volumen
del tetraedro que forman.

b) (0,75 puntos) Hallar el 4rea del tridngulo que forman los puntos B, C'y D y el dngulo B del
mismo.

¢) (1 punto) Hallar uno de los puntos E del plano determinado por A, B y C tales que el
cuadrildtero ABCE sea un paralelogramo. Hallar el drea de dicho paralelogramo.

Solucion:

a) AB = (1,1,0) — (0,0,1) = (1,1, -1)
AC = (1,0,-1) — (0,0,1) = (1,0, —2)
AD = (1,1,2) - (0,0,1) = (1,1,1)

-1
—2|=-2#0=
1

(7B, 30 38] |
1

=
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A, B, C'y D no son coplanarios.

- |[@B.ac.ap)| = LA = L w
) BC = (1,0,—1) — (1,1,0) = (0, —1, 1)
BD = (1,1,2) — (1,1,0) = (0,0,2)
7%
:E‘B?xﬁ’:f\ 0 1 —1]=2l(-2,0.,0)[ =1 u?
2 2 2
0o 0 2
T BC-BD  (0,-1,-1)-(0,0,2) —1 B qa
\ﬁ\ ‘ﬁ‘ V2.2 V2
¢) Como se pide uno de los puntos E, considero el caso en el que los puntos A, B y C son
consecutivos:
E=A+AE=A+BC =(0,0,1)+ (0, ~1,~1) = (0,~1,0)
- - >
i k
S=[ABxAB|= 1|1 1 -1l=]=21,-1)]= V6
0 -1 -1

Problema 14.1.8 (2,5 puntos) En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A;
de probabilidad 0,5 y Az de probabilidad 0,3 y se considera As = A; U Ay. De cierto suceso B de
probabilidad 0,4 se sabe que es independiente de A; y que la probabilidad del suceso A3 N B es
0,1. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de As.
b) (1,5 puntos) Decidir si B y As son independientes.

Solucién:
Tenemos: P(A;) =0,5, P(A2) =0,3, P(A; N Az) =0, P(B) =
P(BNA,) = P(B)P(A;) =0,4-0,5=0,2y P(A;1 B) = 0, 1.

a) P(Ag):P(A1UA2):].—P(A1UA2):1—[P(Al)—‘rP(Ag)—P(AlﬁAQ)]:
1—(0754—0,3—0):0,2

b) P(B)- P(A3) =0,4-0,3 =0,12
Como Aj, As y Az son disjuntos:
P(B)=P(BNA;)+P(BNAg)+P(BNA;3) =
0,4=0,2+P(BNAy)+0,1= P(BNAy)=0,1
Como P(BNAy) # P(B)- P(A2) = By As no son independientes.

0,4,

14.2. Ordinaria
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente

justificadas.

165



CALIFICACION: Cada pregunta se calificard sobre 2,5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A
Problema 14.2.1 (2,5 puntos) Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos,
intermedios y cortos. Puestos uno tras otro, tanto con dos listones largos y cuatro intermedios
como con tres intermedios y quince cortos se consigue la misma longitud total. Un listén largo
supera en 17 cm la medida de uno intermedio més uno corto. Y con nueve listones cortos hemos
de anadir 7 cm para igualar la longitud de uno intermedio seguido por uno largo. Se pide calcular
la longitud de cada tipo de liston.
Solucién:
Sean x longitud del listén largo, y longitud del listén intermedio y z longitud del listén corto.

2x + 4y = 3y + 152 2c+y—152=0 x =107 cm
r—1T=y+z - r—y—z=17 = (¢ y=7lcm
2+T=y+2x r+y—92="7 z=19 cm
El listén largo mide 107 cm, el intermedio 71 cm y el corto 19 cm Por Gauss:
1 -1 =117 Fy 1 -1 =1\ 17 P
A= 1 1 -9\ =| Fh—F = 0 2 =8| -10 = F =
2 1 =151 0 Fs—2F 0 3 —-13|-34 2F5 — 3F,
1 -1 -1 17 —2z=-38=— z=19 x =107
0 2 —-8|-10 = 2y —152=-10—= y =71 = y="71
0 0 —-2|-38 r—71-19=17T= 2z =107 z=19

Problema 14.2.2 (2,5 puntos) Para la funcién f(z) = 2* + ma® + 7222 + 732 4+ 7, se pide:
a) (0,5 puntos) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en x = .

b) (1 punto) Probar que f(z) tiene, al menos, un punto con derivada nula en el intervalo
(—,0) utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacién
utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.

c¢) (1 punto) Si g(x) = f(—=z), calcular el drea entre las gréficas de f(x) y g(x) en el intervalo
[0, 7].

Solucion:

a) Tenemos a = m = b= f(a) = f(r) = 5n’.
f(x) = 42® + 32 4 272 + 1 = m = f/(r) = 1073
La ecuacién punto pendiente de la recta tangente en el punto (a,b) = (m, 57*) con pendiente

m = 107% 22229, y — 5t = 1073 (x — )

Luego la tangente es: y = 1073z — 5m
A v / /
\ :
\ ///'/

/| y=107"3x-5n74
\ / /
\ /
\\ /({ sard]
~_ | A
0,0
v
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b) La funcién es continua y derivable, para que cumpla las codiciones del teorema de Rolle hay
que comprobar si f(—n) = f(0):
- f(-m) =t
@ Luego f(—m) = f(0)

La funcién cumple las condiciones del teorema de Rolle que nos asegura que 3z € (—,0) tal
que f'(x) =0.
Para llegar a este resultado por el teorema de Bolzano analizamos f’(z) que es una funcién
continua, y tenemos:

- [(-m) = -2

- f/(o) = 7'('3

@ Luego la funcién cambia de signo en los extremos del intervalo

La funcién derivada cumple las condiciones del teorema de Bolzano que nos asegura que
Jz € (—m,0) tal que f'(z) = 0.

2 _ 73z + 7t y calculamos los puntos de corte entre las dos

c) g(x) = f(—x) = 2* — m2® + 7’2
funciones:
f(@) =g(x) = a*+mnad+r? et =2
0= z2=0
Luego el recinto de integracién es [0, 7).

\ \ / /

4 2,2

—gt - e+t = 2mad + 278 =

’LL2

L
o
at

Problema 14.2.3 (2,5 puntos) Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacién del plano que pasa por los puntos A y B y es perpendicular
al plano z = 0.

b) (1,5 puntos) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, 1 y r2, que pasen por los puntos A y
B respectivamente, estén en el plano x + z = 1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

Solucion:
U-;:(O,O,l) z y z—1
a) m: ﬁ:(LL—l) = 7:|/0 0 1 =—x+y=0
A(0,0,1) 11 -1
m:x—y=0
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T =a\
,071 = 7 y =bA y

o
N—
=
S
mE
:\
o |l
—
P

z=14cA
@ = (a,be) _ “””_iig“
" PL(1,1,0) A I
1
u_rf:@LlT;z a7b,c (1,0,)=a+c=0= C——a:>ur1 = U, = (a,b, —a)
77 OF
‘,@ xum|=1| a b —a|=|(~b+a,0,a—b)]=1/2(a—b)?
1 1 -1
d( ) =d(A,rs) ‘Exu—rg 2a —b)* 1 = 2(a—0b)? = 2a*+b* = b*—4ab
r1,T2) = ,T2) = = = a =2a —4ab =
v ’ I NeTeEa
bb—4a)=0= b=0yb=4a
& Sib=0:
7“71) = U‘_T; = (avoa 70') = a(l,O, 71)
T.{uﬁ_(lo ):>7"' ;i)\ y
1: 1 =
7"1 (07()’ 1) o = _ )\
{@mowo-n 27,7
To : Pr2(17170) To Yy =
Z=—p
& Sib=4a:
7“71) = U‘—T; = (a,4a, 70') = CL(]_,4, 71)
r .{ﬁ:(1’47_1) — ;ii;\ y
1: 1 =
PT1(07071) 2:17)\
. Ury = (134771) . _
TQ.{PTQ(LLO) — r9: y=14+4pu
z2=—p
Problema 14.2.4 (2,5 puntos) Sabiendo que: P(A) = P(A|B)—P(B|A) = YR P(ANB) =
3 .
10’ se pide:
a) (1,5 puntos) Calcular P(AN B) y P(B)
b) (1 punto) Calcular P(C), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de A y
que verifica que P(AUC) = %
Solucién: 1 9
Tenemos P(A)=1— — = —
20 20
a) P(ANB) = P(A)— P(ANB) = J
P(A|B) —

55~ P(ANB) =
P4y = PAOB)

3
P(AN B) 3/2(%70 :3;2§(A ? R
P(B) P P®B 9 u o TB =3
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b) Ay C independientes: P(ANC) = P(A) - P(C) =

20
14 9 9P(C
P(AUC)=P(A)+P(C)—PANC)= —=—+P(C) - () P(C) =
25 20 20
Opcién B
3 -1 1
Problema 14.2.5 (2,5 puntos) Consideremos las matricesrealess A= 1 1 1|, B=
1 -1 3
2 00
yC={0 2 0] conbz#0. Se pide:
0 0 3
a) (1,25 puntos) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™! = A.
b) (0,75 puntos) Calcular el determinante de la matriz AA®".
T 3
¢) (0,5 puntos) Resolver el sistema B| y | = | —1 | para b= 1.
z 1
Solucién:
b 2b b 1 21 1 -2 1 1
a) B=1[20 3 b|=b2 3 1 :sB*lzg 1 0 -1
b b b 1 11 1 -1 1
1 2 1 2 00 1 -2 1 1 3 -1 1
BCB ' =A=b(2 3 1L)|0 20| 1 0 —1)={1 1 1
1 11 0 0 3 1 -1 1 1 -1 3
La igualdad se cumple Vb € R — {0}
3 -1 1f°
b) |AAY| = |A||AY| = |A||A] = JAP=|1 1 1] =122 =144
1 -1 3
) Sib=1
1 2 1 T 3
2 3 1|[y]=(-1
1 11 z 1
or Gauss:
1 2 1] 3 P 1 2 11 3 "
A= 2 3 1|-1 Fy, —2F, | = 0 -1 —-1|-7 = Fy
11 1 1 F—F 0 -1 0]-2 Fy— F

O = N

1
0 —
0

Problema 14.2.6 (2,5 puntos) Calcule:

3 z2=25 r=—6
5 r+44+5=3= x=-6 =

e
a) (1,25 puntos) / (r+2)Inzde
1
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b) (1,25 punto) Halle lim (tan g)(i)

=
T3

Solucion:

1
u=Inr — du=—dz

T
2
4
a) F(g;):/(x—l—Q)lnxdx: dv = (z + 2)dz b ¥ ; x| _

/udvzuv—/vdu

(x2+§m)lnx;/ x24;4xdx: (:c2+é;x)lnm;/(x+4)dx
(22 +4z)lnz 1 (x2 ) ~ 2(z* +4z)lnz —a? — 8z
> 5 (3 +4z | +C = 1 +C
e 2 2
/ (z+2)Inzdr = F(e) — F(1) = % - (72) g Zg ~ 4,097264024
1

1

b) Sea A = lim (tan g)(m) — InA = lim In {(tan ;)(wlx)} = lim (colsa:) In (tan g) =

z—=%

1 t z ’ n( n( %
g (10 (ban 5) :{Q}L:Hh/m n(s) _ en(®) T g -1 —
T cos T 0 % —sinzx —sin 5 -1
A=¢!

Problema 14.2.7 (2,5 puntos) Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las
coordenadas de los cuatro vértices Py, P, P3 y P4 de un tetraedro sélido, el cual construyé al
momento. Se sabe que P;(1,1,1), P»(2,1,0) y P5(1,3,2), pero del cuarto punto P4(3,a,3) hoy no
estamos seguros del valor de su segunda coordenada.

a) (1,5 puntos) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el
volumen del tetraedro es V = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) (1 punto) Dado el punto (3,3, 3), se quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a los
segmentos Py P», P P3 y P1@ como aristas. ; Cudles serian los valores de las coordenadas de
los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordenador?

Solucién:
— —_— —_—
Tenemos P1P2 = (1,0,—1), P1P3 = (0,2,1) yP1P4 = (2,0,—1,2)

1 1 1 0 —1 1
a)vzf'[plpﬁplpaplpzx”:7|0 2 1||l==9-a/=1= |9—a| = 6 =
6 60 o—1 2 6

{ 9—a=6—a=3

9—a=—-6= a=15

@& si g = 3 tenemos:
— — —
|P Py = |(1,0,-1)] = V2 < 10, |P,P5| =1(0,2,1)| = V5 < 10, |PPy| =(2,2,2)] =
2v/3 < 10 = solucién valida.

@ si g = 15 tenemos:
Uy — —
|PL P = |(1,0,-1)| = V2 < 10, |P P3| =1(0,2,1)| = V5 < 10, |P Py =1(2,14,2)| =
2v56 > 10 = solucion no valida.
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b) Tenemos los puntos P;(1,1,1), P»(2,1,0), P3(1,3,2) y Q(3,3,3)
Tenemos los vectores PPy = (1,0, 1), PPy = (0,2,1) y P, = (2,2,2)
Luego:

@« D=P+ P,D =P, + PP, = (2,1,0)+ (0,2,1) = (2,3,1)

« A=Q+QA=Q+PF = (3,33 +(1,0,-1) = (4,3,2)

o« B=— A4+ AB = A+ PP, = (4,3,2) +(0,2,1) = (4,5,3)

e C=Q+QC=Q+PP=(333)+(021) = (354

Problema 14.2.8 (2,5 puntos) Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno
rojo. Las caras estdn numeradas del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para
calcular la puntuacién obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el nimero obtenido en el
dado azul es par, se le suma el doble del niimero obtenido en el dado rojo; si el nimero obtenido
en el dado azul es impar, se le suma el nimero obtenido en el dado rojo. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de obtener una puntuacién de 10. Calcular la probabilidad
de obtener una puntuacién impar.

b) (1,5 puntos) Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul
sabiendo que la puntuacién final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un
nimero impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacién final ha sido un nimero par.

Solucién:
Construimos el espacio muestral en una tabla:

11 2| 3| 4| 5| 6
112 3| 4| 5| 6| 7
214 6] 8110|1214
314 51 6] 7| 8] 9
416 8101214 |16
516 7 8] 9]10]| 11
681012 |14 |16 | 18
4 1 9 1
3
b) P(Par azul|8) = E
18 2
P(I jo|Par) = — = —
(Impar rojo|Par) A

14.3. Ordinaria-Coincidente

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberdn estar debidamente justificadas.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

TIEMPO: 90 minutos.
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Problema 14.3.1 (2,5 puntos) Tras una gran cosecha de sandias en una comarca, la produccién
se mete en cajas cubicas de 1 m de lado que se amontonan en una gran pila compacta en forma
de ortoedro. Al doble del largo de este ortoedro le faltan 2 m para llegar a ser la suma del ancho
y el alto. Pero el largo supera en 8 m al ancho menos el alto. El perimetro de la base es 54 m.
(Cuantas cajas de sandias ha producido esta cosecha?

Solucién:

Sean z el lado largo de la base, y el lado ancho de la base y z el lado alto.

2r4+2=y+=z2 20 —y—2z2=-2 rz=12m
T=8+y—2z = T—yYy+z=8 = y=15m
2042y =54 r+y=27 z=11m

El nimero de cajas es 12-15-11 = 1980 cajas.

Por Gauss:
1 1 0 | 27 Fy 1 1 0 27 F
A= 1 -1 1 8 = Fy — Fy = 0 -2 1 |-19 = | K =
2 -1 —-1]-2 F;—-2F 0 -3 —1]-56 2F3 — 3F,
1 1 0 27 —5z=-5b= 2z=11 x=12
0 -2 1 [-19 |=1{ —2y+11=-19= y=15 = { y=15
0 0 —-5|-55 r+154+0=27T— =12 z=11
3 —1
Problema 14.3.2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = pramEEE pide:

a) (1,25 puntos) Hallar su dominio y estudiar las asintotas de su grafica.
b) (0,75 puntos) Calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto (2,7/3).

¢) (0,5 puntos) Encontrar, si es posible, algin punto xg tal que la pendiente de la recta tangente
a la grafica de f en el punto (xq, f(x)) sea 1.

Solucion:
a) Dom(f) = R — {1}
Asintotas:
@ Verticales:
e Enz=-1

i 23 -1 {—2} i 23 -1 {—2} n
m ——=|—| =— m —=|—| =
z—=—1—- 12 —1 0t RO PR R | 0- o

e En z =1 No hay asintota, se trata de una discontinuidad evitable (un agujero)

3
1m -
z—1 21 2

3 —1 _ {O} L'H i 32

@ Horizontales: No hay

y x?’fli oy x3*1,+
. 1 o zﬂlrfoox2—17 >
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@ Oblicuas: y = mx +n

n= lim (f(z)—mz)= lim (m 71): lim ﬁzo

T—+00 T—+00 T—r—+00 332 —1

2 —1

y==

@273)_ e
1,3/2)
(/)/

y(8x+5)9

oy _ To(wo +2)
C) f(xO) - (.’ﬂo-l—l)z

10 = 1! = No existe el punto buscado.

=1= xo(z0+2) = (0 + 1) = 23 + 210 =22 + 270+ 1 =

Problema 14.3.3 (2,5 puntos) Dados el punto P(—1,2,6), el plano7:3z —2y+2—-5=0y la
z+1 y—2 2z2-0

recta s : = = .
2 1 -1

a) (1,5 puntos) Halle una ecuacién de la recta que pasa por P, es secante a s y paralela al plano
.

b) (1 punto) Halle el simétrico del punto P respecto al plano .

Solucién:

— r=—142\
— _ _ \ us:(2717_1) . _
U‘n'*(37 271)75-{P8<_172,0> - S Z:2_‘)\‘r>\

a) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ (Calculamos un plano paralelo a m que contenga a P:

w32y trta=02ES 3 446+a=0— a=1=— 7' :3z—2y+z+1=0
@ Calculamos el punto de corte P’ de s con 7':

3(=1420) 224N+ (A +1=0= A =2—=— P'(3,4,-2)
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@ La recta r que buscamos pasa por los puntos Py P’:

— r=—-1+2)\
. { W =PP =(4,2,-8)=221,-4) _ .. ) o\
P(-1,2,6) z=06—4\
b) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos una recta ¢ perpendicular a 7 que contiene a P:
W= = (3,-2,1) &=, | 13
t: = r:¢ y=2-2A
P(=1,2,6) z2=06+A

@ Calculamos el punto de corte @@ de t con 7

2 8 45
(1430 =222+ (64+A) —-5=0— )\:§:> Q(?,§,7)

@ El punto @ es el punto medio entre P y el que buscamos H:

2845) (11 248)
= H=2Q-P=2(2,2,=)—(-1,2,6) = z
Q:> Q <7a777 ( ) 76) 77

H+P
2

Problema 14.3.4 (2,5 puntos) Para conocer la opinién de los usuarios sobre su servicio, la em-
presa de transporte ptblico de una ciudad ha realizado una encuesta. De esa encuesta se desprende
que la nota global otorgada al servicio por sus usuarios se puede considerar una normal de media
6,7 y de desviacién tipica 1,25. Si un usuario da una nota menor que 5 se considera que ve como
insatisfactorio el servicio; si la nota esté entre 5 y 7,5, que para el usuario el servicio es satisfactorio;
y si la nota es mayor que 7,5, que el servicio es excelente.

a) (0,75 puntos) Elegido un usuario al azar, jqué probabilidad hay de que crea que el servicio
de la empresa de transportes es excelente?

b) (1 punto) Elegido un usuario al azar, jqué probabilidad hay de que crea que el servicio de la
empresa de transportes es satisfactorio?

¢) (0,75 puntos) Para conocer de forma mds directa la opinién de sus usuarios, de entre todos
ellos la empresa convoca a 25 elegidos al azar. ;Cuél es la probabilidad de que al menos dos
de entre los convocados consideren el servicio insatisfactorio?

Solucion:
N(6,7;1,25)

=1-P(Z<0,64)=1-0,7389 = 0, 2611

b) P(5§X§7,5):P(5_6’7ngM)zP(—L%SZSO,M):
<
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5—-6,7
c) P(X§5):P(Z§ 1 25’ ):P(Z§—1,36):1—P(Z§1,36):1—0,913120,0869
B(25;0,0869)

p =0,0869, n =25 > 10, np = 2,1725 < 5, luego no es aconsejable una aproximacién por la
normal.

P(X>2)=1—(P(X=0)+P(X =1)) =

2 5. (2
1- (( 05>0,08690 £0,9131% + ( 15) 0,0869" ~0,913124> =0,6518

Nota infomativa: Cuando la probabilidad es tan baja la distribucién adecuada seria la de
Poisson.

Opcion B
Problema 14.3.5 (2,5 puntos) Sean X e Y dos matrices reales y cuadradas de orden dos tales
que 5X —3Y — Ay 3X +6Y — B, con A — <(1) _01> v, B— (_?’f5 123>. Se pide:
a) (1,5 puntos) Hallar X, Y y X',

b) (1 punto) Calcular A7,

Solucion:
1
a){5X—3Y:A X:E(2A+B)
_ 1
3X+6Y =B Y:@(5B—3A)

Y = %(53 -34) = % {5 <_3i)5 123) -3 ((1) 701)} - (—52 ég)

2
1_o-1> 2_<o —1>_(—1 0)__ 5 arA poa
b)A_(lo,A_lo_O_l_I,A_AA_IA_A,

A' =A% A=—-A - A=-A’=Ty A =A" A=1-A= A Luego:

AT = (AT A3 = (—A) = —A= (_01 (1)>

]

Problema 14.3.6 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = — 1
x

, se pide:
a) (1,5 puntos) Analice la monotonia y los extremos relativos de f(x).

1
b) (1 punto) Halle el drea de la regién acotada delimitada por la recta y = R la grafica de

f(@).
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Solucion:

X B
f() |$‘ _LC2—|—1 si <0
€Tr) = =
2 +1 x si x>0
2 +1 -

a) Monotonia:

@ Se trata de una funcién continua en R (los denominadores no se anulan nunca y

= £(0)=0

@ Derivable en R — {0} ya que f/(07) = —1# f/(07) =1

| .
5 1)2—0:>x= 1 si 2<0
flay=4 @ HD%
($2+1)2*0:>:c71 si x>0
(—o0,—1) (—1,0) 0,1) (1,00)
e - - -
f(z) | creciente | decreciente “\, | creciente ' | decreciente \,
La funcién es creciente en el intervalo (—oo,—1) U (0,1) y decreciente en el (—1,0) U
1
tiene dos médximos relativos en (7 ) ( , 5) y un minimo relativo en (0, 0).

Mix(-1,1/2)

¥

Mix(1,1/2)

Min(0,0)

b) Calculamos los puntos de corte de la recta con f(z):

1 .
=—-—= x=-1 si

— 0

211 2 v
T 1 .

x2+1:§:>:17:1 si >0

Hay dos recintos de integracion:

@ Para f(z) = e -1
@ Para f(z) = x;: 7 e [0,1]

Luego hay dos areas:

;0]

176

(1, 00),



0 2 0
1 x z  In(z —|—1)} 1—1In2
- = — _— d = — - 7 =
51 /_1(2+x2—|—1) Tyt 2

1

1 2 _

- 52:/ (1_%> de — r  In(z +1)} _1-In2
o \2 2241 2 2 0 2

1—ln2+1—ln2
2 2

¥y

o« S =S| +|S = =1-1n2=0,3069 u’

Maix(-1,1/2) Max(L12)  y=1722

[Min(0,0)

Problema 14.3.7 (2,5 puntos) En el punto A(1,0,—1) se encuentra un emisor ldser que dispara

un rayo de luz (unidimensional) apuntando hacia el punto B(3,1,0). Dicho rayo incide en un punto

r=2—-«
Pdelplanow:<¢ y=2+28 , «, 8 € R. Llamamos al punto P el punto de incidencia del rayo
z=a—20

de luz sobre el plano 7. Se pide:
a) (1,25 puntos) Calcular una ecuacién del plano de incidencia, es decir, el plano perpendicular
a 7 que contiene al rayo de luz.
b) (0,75 puntos) Calcular la distancia que recorre el rayo de luz desde el emisor hasta el punto
P.

¢) (0,5 puntos) Calcular el dngulo que deberia girar el emisor para que la distancia entre él y el
nuevo punto de incidencia sobre 7w sea minima.

Solucion:
r=2—« U =(-1,0,1) r—2 y—2 =z

™ y:2+25 = T: 7:(0723_2):2(0717_1) = T: -1 0 l1=0=
z=a—203 A(2,2,0) 0 1 -1

Tir4y+z—4=0= u;=(1,1,1)

Uy = (1,1,1) z—1 y z+1
)l AB= @10 - (L0, -)= @11 = 1 1 1| =0=
A(1,0,-1) 2 1 1
#iy—2—-1=0
r=1+2\
b) Sea r la recta que define el rayo r : E (2,1,1) = r:< y=2A
P A(lO—l) = 14

Calculamos el punto P de corte de r con 7
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1420+ A+ (-14+X)-4=0= A=1= P(3,1,0)
d(A, P) = |AP| = [(3,1,0) — (1,0, ~1)| = |(2,1,1)] = v/6 .

c¢) La distacia es minima cuando el rayo incide verticalmente:

— =
r * Ur 23171 ) 17171 4 o
_ g J@LD-LLDE 4 goggrg

Cwl-lusl o VBB 3v2

Problema 14.3.8 (2,5 puntos) En la seccién de idiomas de una biblioteca municipal se tienen
libros, en francés o inglés, de tres categorfas: el 50 % son cuentos infantiles, el 30 %, novelas histéricas
y el resto, manuales técnicos. Uno de cada cinco de los cuentos estd en francés y una de cada tres
de las novelas, en inglés. Por otra parte, uno de cada siete de los libros en francés es un manual

técnico. Se toma un libro al azar y se pide:

cos(uy, )

a) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que esté en francés si no es un manual técnico.

b) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que esté escrito en francés, y la probabilidad de
que si esta en inglés sea una novela histérica.

Solucién:
Sean C cuentos infantiles, IV novelas histéricas, M manuales técnicos, F' en francés e I en inglés.

P(C) = 0,5 P(N)=0,3 P(M)=0,2; P(F|C) = %; P(I|N) = %; P(MI|F) = ;

P(FNM) P(FNC)+P(FNN)

P(F|M) = — ) = =
o) PEIM) = =5 P(C) + P(N)
P(FIC)P(C) + P(FIN)P(N) _ 5-0.5+5-0.3 3 _ ..
P(C) + P(N) T 05+03 8 v~ F
Co—1I
b) P(F) = F(FIC)P(C) + P(FIN)P(N) + P(FIM)P(M) = i
3.075—’—7'073+a"0722073+072a SN 13 I
P(F|M)P(M) a-0,2 1 1 T T
P(MI|F) = = —- = a=-=0,2
(MIF) P(F) 0,310,2a 7 “Ta1" " e

P(F)=0,3+0,2-0,25=0,35

I|[N)P(N)  %-:0,3

= = 0,154
P(I) 1-0,35

pvin = 2

14.4. Extraordinaria
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificard sobre 2,5 puntos.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcion A
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Problema 14.4.1 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del

0 1 1 T 1 0
parametro A, [ A —1 1 1 y|—=-(AX]=10],
1 A—=1 1 z 0 0

Se pide:
a) (1,5 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores de A.

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucién con

T =35.
Solucion:
0 11\ [z 0 1 1
A-1 1 1 yl=(0]+[A]=(A
1 A-11 z 0 0 0
0 1 11
a) A= A=1 1 1[N |=|4]=X-3)\+2=0= A=1yA\=2.
1 A=1 1]0

® Si\eR-{1,2} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas=—>
sistema compatible determinado. (Solucién tnica)

& Si\=2: ~ _
01 1|1 Iy 01 1|1
A= 1 1 1|2 |= Fy =11 1] 2 ==
1 1 110 | I3 — Iy | 0 0 0|-2
Sistema incompatible. (No tiene solucién)
* SiA=1: ~ _
01 1|1 Fy 01 1|1
A=l 01 1|1 |=| FK-F |=( 00 00 | =
10 1|0 B 10 1[0
Sistema compatible indeterminado. (Infinitas soluciones)
b) SiA=1:
T=—p
{r1z2h =105 e
z=p
T=25
Sizr=b=—= pu=-5—= y==06
z= -5

Problema 14.4.2 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polindmica de grado 2 cuya gréifica sea tangente
a la recta y = x en el punto (0, 0).

b) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 que tenga un méximo
relativo en el punto (1,1).

¢) (0,5 puntos) Justifique si una funcién polinémica de grado 2 puede tener dos extremos rela-
tivos en R.

Solucion:
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a) Seaf(x):ax2+bl’+0:> fl(l'):2a1'+b:> Wl:f/(o):bzlyf(o):C:O:>
f(z) = az® + 2, Va € R Si cogemos a = 1 = f(z) =2+

b) Ahora f(1) =1 = a+b+c =1y f(1) =2a+b =0 = b= —2a si cogemos
a=1= 1-2+c=1= c=2tenemos f(z) = 2> — 22 + 2.
Hay que comprobar si es un maximo f'(z) =2z -2 = f'(z) =2 = (1) =2> 0=

x = 1 es un minimo, luego a tiene que ser negativa a € (—o0,0) por ejemplo ¢ = —1 =
“1424+c=1=c=0= f(z) = 2*+2x = fl(x) = 22+2=0= z =1
y f(z) = =2 = f"(1) = =2 < 0 = (1,1) es un mdximo relativo. La funcién serfa

f(z) = —2® 4 2.

c) No es posible, la derivada de una funcién polindmica de grado 2 es otra de grado 1 que al
igualar a cero sélo tendria una solucién y, por tanto, como mucho un extremo relativo.

Problema 14.4.3 (2,5 puntos) Sean los puntos P(1,—1,3) y Q(2,1,—1):
a) (1 punto) Determine una ecuacién del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

b) (1,5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del tridngulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentraenlarectar = x—2 =y = z.
Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es nula.

Solucion:

a) Se trata del plano mediador. Un punto de este plano H(z,y, z) cample: d(P, H) = d(Q, H) =
IPH| = |QH| = \/(z - 12+ (y+ 1>+ (=32 = /(@ -2+ (y— 12 + (2 + 1)> =

m:2x+4y—824+5=0

2+ A
A — R(2+ A\ N
A

xr
b)T:x—sz:z: y
z

IPQI> =(1,2,—4)]> = 21

|IPR? = |(1+ M2+ 1,0 =3)2=2(1+ N2+ () —3)?

QR =[O =T A+ D=+ A =12+ (A +1)°

PO + PR + QR =6\ — 20 + 34 =34 = 23\ — 1) = 0 = A:OyA:l.

Como ninguna de las coordenadas de R puede ser nula tenemos como tnica solucién vélida:
11 1) (7 1 1)
24 -,-,==|=,2,=
R(+3’3’3 373’3

Problema 14.4.4 (2,5 puntos) En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A,
y Ay, de igual probabilidad 0,4 y se considera Az = A; U Ay (por tanto, la probabilidad de A3 es
0,2). De cierto suceso B se sabe que P(B|A;) = P(B|Az2) vy P(B|A3) = 2P(B|A1).Y de un suceso
C independiente de A; se sabe que P(C|As) = 0,3y P(C|A3) = 0,6. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de B si P(B|A;) = 0,25.
b) (1,5 puntos) Calcular la probabilidad de C'y determinar si C' es independiente de A,.

Solucion:
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a) Tenemos que A; U Ax U A3 = Q y ademds son incompatibles dos a dos. Por el teorema de la
probabilidad total: P(B) = P(BNA;)+ P(BNAz)+ P(BNAs)
Calculamos estas probabilidades:
P(BNA;)=P(A;)P(B|4;)=0,4-0,25=0,1
P(BnNAy) = P(A2)P(B|As) = P(A)P (B|A1) 0,4-0,25 =
P(BnN Asz) = P(A3)P(B|A3) = P(A4s) - 2P(B|A;) =0,2-0,5
Luego P(B)=0,1+0,1+0,1=0,3

0,1
=0,1

b) Tenemos igualmente que A; U Ay U Ag
teorema de la probabilidad total: P(C) =
Calculamos estas probabilidades:
P(C1Ay) = P(4;)P(C) = 0,4P(C)
P(CNAy)=P(A2)P(C|A2) =0,4-0,3=0,
P(CNA3) =P(A3)P(C|A3) =0,2-0,6 =0,
Luego P(C) = 0,4P(C) +0,124 0,12 = 0,6P(C
P(CNAs)=0,12y P(C) - P(Ay) =0,4-0,4=0,1

y Ao no son independientes.

Qy demas son incompatible dos a dos. Por el
P(CNA;)+ P(CNAy)+ P(CN A3)

Opcion B
Problema 14.4.5 (2,5 puntos) Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes
det(A + B) = detA + detB

no es cierta en general.

a) (0,75 puntos) Si A y B son dos matrices para las que det(A + B) =detA+detB, pruebe que
entonces

det((A + B)?) = det(A?) + det(B?) + 2det(AB).

b) (1 punto) Dadas las matrices

1 0 -1 1 01
C=|la 1 0], D=2 1 2
2 -1 « -1 2 1

determine el tinico valor de « con el que si se cumple la igualdad det(C' + D) =detC+detD.

¢) (0,75 puntos) Para el valor & = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C' como matriz de coeficientes.

Solucion:

a) [(A+ B)?| = |A+B* = (|A| +|B|)* = |A]* + | BI* + 2|A|| B = |A]* + | B| + 2|AB|

2 0 0
b) [C+D|=|a+2 2 2 |[=40,|C|=2a+2y |D| =2
1 1 a+1

|IC+D|=|C|+|D|= 4da=2a+2+2= a=2
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1 0 -1
= |C| = 0 y como se trata de un sistema homogéneo es

c) Sia=-1:C=-1 1 0
2 -1 -1
un sistema compatible indeterminado:
T =4
T —z=
{ —rty=0 Z;Z R

Problema 14.4.6 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = 2 — 3z, se pide:

a) (0,75 puntos) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de decre-

cimiento.
b) (1,75 puntos) Calcular el drea de la regién acotada delimitada por las grificas de f(z) y de
g(x) = x(z — 3).
Solucién:
a) f(—x) = —2* + 3z = —(2® — 32) = —f(z) = f es IMPAR. Simétrica respecto al origen de
coordenadas.
fl(x) =32 -3=0= z=+1
(_OO’_l) (_171) (1700)
f(z) + - +
f(z) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1)U (1, 00) y decreciente en el (—1,1). Presenta
un méaximo relativo en el punto (—1,2) y un minimo relativo en el (1, —2)

b) f(z) = glx) = 2® -3z =22 -3z = 2® —2> =0 = 2 = 0y x = 1. El recinto de
integracién serd S : [0,1]

1
28 1

si= [ -g@nde= [ @ -ty =TT =
1

S = |Sl‘ = — u2
12
La integral sale negativa por estar la funcién g(z) por encima de la f(x).
\ 7
\\ ’// /
pd TN / /
LN /
\ x=1 / //
b / s
7 00,0\ 3
/ \\,((i) // //
g hy "4 it
/ F2 NP o
/ A
/
/
/

Problema 14.4.7 (2,5 puntos) Dado el punto P(5,—1,2) y las rectas:

r—2 y+1 2-0 _{x—y=5
Ty T o T v+2=3

se pide:
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a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.

b) (1,5 puntos) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente
a la recta r.

Solucién:
four=(3,-1,1) _
r'{PT(Z,—l,O) = y=—-1—-X VIeER
z=A
— . l‘:)\
8:{?(6(_1515)1) — { y=-5+1 VAeR
S z=3—-A
Tenemos PP, = (2,4, —3)
2 4 =3
a) [PSPT,UT),u_)S]:Z% —1 1|=4#0= ry s secruzan
1 1 -1
e
i k
@l x @l =13 Z1 1]]=1(0,4,4) =4v2
1 1 -1
—
s I
T urxw 42 2

b) Calculamos un plano 7 L r tal que P € 7:
m:3x—y+z2+a=0= 15+14+24+a=0=a=-18=7m:3x—y+2—-18=0
Calculamos el punto de corte Q de r con m:
32430 —(-1- M)+ A-18=0= A=1= Q(5,—-2,1)
La recta buscada ¢ pasa por Py Q:

— N _ r=2>5
LW =PG=6.21) - (5,-1,2)=(0,-1,-1) __ S~ 1-X VACR
P(5,-1,2) SO

Problema 14.4.8 (2,5 puntos) Antonio y Benito, compaferos de piso, lanzan alternadamente un
dardo cinco veces a una diana para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro
de la diana. En caso de empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en el 25 %
de sus lanzamientos y Benito en el 30 %, se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para
decidir quién friega.

b) (1,5 puntos) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el
centro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Solucion:

a) Sean A las dianas de Antonio y B las de Benito.
No es necesario llegar al cuarto lanzamiento si solo uno de los lanzadores ha acertado tres
dianas en los tres primeros lanzamientos mientras el otro los ha fallado:
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P(AAABBB) =10,25-0,25-0,25-0,70-0,70-0,70 = 0,005359375
P(AAABBB)=0,75-0,75-0,75-0,30-0,30-0,30 = 0,011390625
P(AAABBB)+ P(AAABBB) = 0,005359375 + 0,011390625 = 0,01675

b) B(60;0,75) => np=60-0,75 =45 > 5, ng = 15 > 5 —>

N (np,\/npq)
B(60;0,75) A" N(45;3, 354)
P(X > P(X > 40) (ZZM):P(ZE—LM):
3,354
P(Z < 1,64) = 0,9495

14.5. Extraordinaria-Coincidente

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificard sobre 2,5 puntos.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A

Problema 14.5.1 (2,5 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependien-
2c —y+az=—a

tes de un parametro real a, rT+2y+3z2=-2
ar +ay+ 2z = —8

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién del pardmetro a.

b) (0,5 puntos) Resuelva el sistema para a = —10.
Solucién:
y. 2 -1 al|-—a
a) A= 1 2 3|-2 |=|Al=-0a*-9%+10= a=-10, a=1

a a 2| -8

@ SiaecR—-{-10,1} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas=—
sistema compatible determinado. (Solucién tnica)

& Sig=1:
2 -1 1|-1 Fi 2 -1 1| -1 F
A= 1 2 3|2 |=|2Kh-FK |=| 0 5 5|-3 |= Fy
1 1 2|-8 2F; — Fy 0 3 3]-15 5F3 — 3L,
2 -1 1] -1
0 5 5| -3 — Sistema incompatible. (No tiene solucién)
0 0 0] —66
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2 -1 —10] 10 F 2 —1 -—10| 10

A = 1 2 3 | -2 = | 2F, — Fy = 0 5 16 | —14 =
—-10 —-10 2 | -8 F5+5F; 0 —15 —48| 42
) 2 -1 —10] 10
Fy = 0 5 16 | —14 — Sistema compatible indeterminado.
[ Fs5+ 3F, 0 0 0 0
(Infinitas soluciones)
b) Sia=-10:
187,
20 —y — 10z =10 . 51: 516
{5y+162:—14 = y=-—F ) VAER
z= A\

Problema 14.5.2 (2,5 puntos) Se considera la funcién

re® si z<1
f(z) = zlnz |
€+m S1 Z‘Zl

y se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en z = 1.

b) (0,75 puntos) Calcular: h’ril f(x)
r—+00

1
¢) (0,75 puntos) Calcular:/ f(z)dx
0
Solucién:

a) Continuidad en x = 1:

lim f(z) = lim ze® =e
z—1— z—1

zlnzx
{- = I _— =
i 7o) = Jim e+ 7737) =e =
f)=e

lim f(z) = lim f(z)= f(1) = e = f es continua en z = 1.
z—1- z—1+

Derivabilidad en z = 1:

(x+1)e” si o x<1 f(17)=2e

flx)={ (nx+1)(@®>+1)—2znz — 1
(22 +1)2 si z>1 Frar) = 2

Luego f'(17) # f'(1*) = f no es derivable en z = 1.

, L zlnx \ ., zlnz  rooyr/H , Inx+1 gjoo1rm
. 1/z
e+ lim — =e
z—o00 2

185



u=x= du=dz
c) F(x)Z/me””dxz dv=c'de — v =e :xe””—/eIdx:xe””—eJCZ(x—l)e””

/udv:uv—/vdu

/0 f@)dz = F(1) = F(0) =0 — (=1) = 1

Problema 14.5.3 (2,5 puntos) Los vértices de un tridngulo son A(—1,0,1), B(0,1,0) y un punto
C situado sobre la recta
{ 20—y =0

T+z=-1

a) (1,5 puntos) Calcule las posibles coordenadas de C' sabiendo que el drea del tridngulo es -

b) (1 punto) Determine una ecuacién de la recta que pasa por P(2,1,—1) y es paralela a la
recta dada 7.

Solucion:

T s = —1 T z:_l_)\ T P.(0,0,—1)

a) C(\2), —1 — A) y tenemos: AB = (1,1, -1), AC = (A + 1,2\, -2 — A)

7 %
1 1 1
V=_|ABx AC| = 2| [A+1 2% —2-A|==|@—A\-1,1-))| =
2 2 1 4 2

/2(\2 —
%\/(2—)\)2+1+(1—>\)2: (A 23>‘+3):§:>>\2—3>\+2:O:>)\:1, A=2

SiA=1= C(1,2,-2) ysi A =2=> C(2,4,-3)

b) t||ry Pet:

S ui=u=(1,2,-1) ) B
t'{Pt:P(Zl,—l) —t: Z::LEAA VAER

Problema 14.5.4 (2,5 puntos) En un espacio muestral se consideran tres sucesos A, B y C, tales
que, P(AU BUC) = 1. Sabiendo que los sucesos B y C son independientes y que P(A) = 0,5,
P(C)=0,3, P(BUC)=0,73, PLANC) =0,21y P(ANBNC) =0,06. se pide:

a) (1 punto) Estudiar si los sucesos A y B U C son independientes.
b) (1,5 puntos) Calcular P(B) y P(CN (AU B)).
Solucién:

a) PAUBUC)=P(AU(BUC))=P(A)+P(BUC)—PAN(BUC(C)) =
1=0,5+0,73—-P(AN(BUC)) = P(AN(BUC)=0,23
P(A)-P(BUC)=0,5-0,73 =0,365
Luego P(AN(BUC)) # P(A)- P(BUC) = Ay BUC no son independientes.
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b) P(BNC) = P(B)-P(C) =
P(BUC) = P(B) + P(C) — P(BmC):P(B)+0,7—0,7P(B)=0,73=>
0,3P(B) = 0,03 = P(B) =0,
Ahora tenemos P(BNC)=0,1-0,7=
PCnNn(AuB)) = P(CNAU(CNB)) =PCNA+PICNB)—P(ANBNC(C) =
0,21 +0,07—-0,06 = 0,22

@

Opcién B

Problema 14.5.5 (2,5 puntos) Halle un nimero natural de tres cifras del que se conoce que: sus
cifras suman 13; si al nimero dado se le resta el doble del nimero que resulta de intercambiar las
cifras de las centenas y de las unidades, el resultado es 437; ademads, la cifra de las decenas excede
en una unidad a la media aritmética de las otras dos cifras.

Solucién:
Sea z la cifra de las centenas, y la cifra de las decenas y z la de las unidades. El ntiimero seguin se
lee es xyz que corresponde al 100x + 10y + z.

r+y+z=13 r+y+z=13 r="17
100z + 10y + 2 — 2(100z + 10y + z) =437 _ 982 — 10y — 1992 =437 = { y=5
y—l:x+z T—2y+z=-2 z=1

El nimero buscado es 751.
Solucion del sistema por Gauss:

1 1 1 13 Fy 1 1 1 13
A= 1 —2 1 -2 = F,—F = 0o -3 0 —15 =
—10 —199 | 437 F3 — 98F 0 —108 —297 | —837
—3y——15:>y—5 z="T7
—540—-2972=-83"—= 2=1 — y=>5
r+54+1=13= =7 z=1

Problema 14.5.6 (2,5 puntos)

a) (0,5 puntos) Escriba un ejemplo de una funcién polinémica de grado 3 cuya gréfica corte al
eje de las abscisas en x = 0, x = 1 y z = 2. Escriba también un ejemplo de una funcién
polinémica de grado 3 cuya grafica corte al eje de las abscisas solo en los puntos z = 1y
z=0.

b) (1 punto) Escriba un ejemplo de una funcién polinémica de grado 3 que tenga un méximo
relativo en el punto (0,0) y un minimo relativo en el punto (1,—1).

¢) (1 punto) Justifique si la gréfica de una funcién polinémica de grado 3 puede no cortar al eje
de las abscisas.

Solucion:

FO)=0= d=0 b=
a) Sea f(z) = ar® +br’ +cx+d= { f(1)=0= a+b+c+d=0 = { ¢c=2a
F(2)=0= Sa+4b+2c+d=0 d=

[

Si cogemos a = 1 = f(z) = 2® — 32 + 22
_ 3 2 f(O):0:> d=0 {a:b—c
Sea f(z) = az” +ba" +cx +d = { F)=0= a+btctd=0  \d=0 -

Sicogemos b=2yc=1= a=1= f(z)=2+22° 42

187



FO)=0= d=0
, _ 2 fA)=-1= a+b+c+d=-1
b) Ahora tenemos f'(x) = 3az” + 2bx + ¢ = F0)=0 = c=0 =
f(1)=0= 3a+2b+c=0

a=2

b:—3 o 3_ 2
=0 = f(x) = 22" — 3z~.
d=0

Hay que comprobar los extremos: f'(z) = 62> — 6z y f(z) = 12z — 6.
17(0) = -6 < 0= (0,0) es un maximo relativo y f”(1) =6 > 0= (1,—1) es un minimo
relativo.
La funcién es f(z) = 223 — 322
c¢) Una funcién polindmica es siempre una funcién continua en R y ademds tenemos:
lm (az® + bz +cr+d)=a-(—00)y lim (az®+ba® 4+ cx +d) =a- (+o0).
T——00 r—+00
Por el teorema de Bolzano 3k € R tal que f(k) = 0.
Luego una funcién polindémica de grado 3 siempre tendra al menos un punto de corte con el
eje de abscisas.

x4+ 2y4+2=2
Problema 14.5.7 (2,5 puntos) Sea la recta r = { Tty 422
a) (0,5 puntos) Calcule el 4ngulo que forma la recta r con el vector normal al plano z = 0.

b) (1,25 puntos) Sean m; y 72 dos planos que se cortan en la recta r. Calcule unas ecuaciones
de ambos planos sabiendo que 71 pasa por el punto P(1,2,3) y que 72 no corta al eje OZ.

2
c¢) (0,75 puntos) Estudie la posicién relativa de la recta r y la recta s de ecuacién +
y—1 z-1
-2 3
Solucién:
i
i _
pod =2 =GR by waer
1 1 2 _
z==A
P.(2,0,0)
a) m:z2=0= wuy = (0,0,1)
|IT7">U—TF>| |(3a_17_1)(03071)| 1 oam! pll
coso = = = = a ="T72°276
] - || NCES S V11

b) Un haz de planos que contenga a la recta r seria:

- 6
T+ 2ytz—24k(z+y+2:—2) =0 25 144+3-2+4k(1424+6-2) =0 = k= - =

6
71'1:x+2y+zf2—?(x+y+2,zf2):0:> m:x+8y—52—2=0

188



1
x+2y+z—2+k(zx+y+22z—2) =0 se tienen que anular las 2 = 2z = —2kz — k:_i

y tenemos:

1
x+2y+z—2—§(x+y+2z—2)=O:> mix+3y—2=0

r.{wlrx+8y—5z—2:0
"lmiz+3y—2=0

%
S ous=(1,-2,3) 55 e a1
c) s: { PloLy) | = BP=(200)-(-211)=(4-1-1)
4 -1 -1
[PSPTJTZ,U_;] =13 -1 —-1|=-5#0= ry s se cruzan.
1 -2 3

Problema 14.5.8 (2,5 puntos) Entre los procesadores que utiliza cierta marca de ordenadores
portdtiles para un modelo, un 30 % son de una nueva tecnologia que promete una mayor efectivi-
dad. Se utilizan todos los procesadores, se empaquetan los ordenadores fabricados en palés de 10
portatiles y se envian 20 palés a cada una de sus tiendas. Se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar la distribucién, la media y la desviacién tipica de la variable “ntimero
de portétiles con los procesadores de la nueva tecnologia en un palé” Calcular la probabilidad
de que en un palé haya exactamente dos portétiles con la nueva tecnologia.

b) (1 punto) Calcular, aproximando por la distribucién normal adecuada, la probabilidad de
que al menos el 75 % de los portétiles recibidos en una tienda no lleven los procesadores de
la nueva tecnologia.

Solucion:

10

a) B(10;0,3), u=np=3,0=npq=1,449y P(X =2) = <2> -0,32.0,7°=0,2335
b) n=200,p=0,7y ¢=0,3 = B(200;0,7). Comon >30,np=140>5y

N(np,\/npq)
ng=60>5= B(200;0,7) A~ " N(140;6,481)

149,5 — 14
P(X > (0,75-200)) = P(X > 150) = P 7 > 72210 =

6, 481
P(Z>1,4T)=1— P(Z <1,47) = 1 — 0,9292 = 0, 0708
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Capitulo 15

Murcia

15.1. Ordinaria

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un méaximo de 4 cuestiones
y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que estdn enunciadas. Cada cuestion tiene una
puntuacién de 2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras,
en el orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se
adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Problema 15.1.1 (2,5 puntos) En los anos 2022 y 2023, Carlitos Alcaraz gané un total de 10
torneos de categorias Grand Slam, Masters 1000 y ATP 500, lo que le proporcioné un total de
10000 puntos. El nimero de torneos ganados de categoria ATP 500 fue 1 mas que la mitad de la
suma del nimero de torneos ganados de las otras dos categorias.

En la siguiente tabla se detallan los puntos conseguidos por cada torneo ganado en cada una de
las categorias:

’ Grand Slam = 2000 puntos \ Masters 1000 = 1000 puntos \ ATP 500 = 500 puntos ‘

Con esta informacién, calcule el nimero de torneos de cada una de las tres categorias ganados por
Carlitos en los anos 2022 y 2023.

Solucién:
Sean z los Grand Slam ganados, y los Masters 1000 y z los ATP 500.
+y+z=10 r+y+2=10 z = 2 Grand Slam
20002 1000y 5002 = 10000 — J 4z 42y +2=20 = { y=4 Masters 1000
- 1= 2y Tty — 2= -2 2 =4 ATP 500
Resolvemos el sistema por Gauss:
1 1 1 10 Fy 1 1 1 10
4 2 1|20 =| -4 | = 0 -2 -3|-20 | =
1 1 —-2|-=2 F3— Fy 0o 0 -3|-12
—3z=—-12= 2=4 xr=2
2y—-12=-20— y=4 = y=4
r+44+4=10—= z=2 z=4

Problema 15.1.2 (2,5 puntos) Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz de
Hadamard si estd formada solo por 1’s y —1’s y cumple que -A - A® = 2I, donde A’ denota la
matriz traspuesta de A e I denota la matriz identidad de orden 2.
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a) (1 punto) Determine cuél de las siguientes matrices es de Hadamard:
( 1 1) ( 1 1 )
-1 )7 -1

b) (0,75 puntos) Si A es una matriz de Hadamard cualquiera de orden 2, calcule razonadamente
su determinante.

c) (0,75 puntos) Justifique que toda matriz A de Hadamard de orden 2 es regular (o invertible)
y obtenga una expresién para su inversa en términos de A°.

Solucion:

a) Las dos matrices estdn formadas por unos y menos unos, habrd que comprobar si cumplen
la segunda condicién:

a1 1)(1 71)_(2 0)_ . .
o« A-A _(_1 JGU 1)= o = 2] = es una matriz de Hadamard.

e A A= (_11 _11> G :1) = (_22 _22) # 2] = no es una matriz de Hadamard.

b) |A- At = |A||AY = |A||A] = |AP? = [21| =4 => |A] = £2 # 0 = 34~}

A At =2 — %A~At:I:> A.<%At):1:> A*lzéAt

Problema 15.1.3 (2,5 puntos) Calcule los siguientes limites:

cos 3xr — cos 2z

a) (1 punto) lim 5

x—0 x
b) (0,75 puntos) lim (\/ac +9—+vax— 9)
r—+00

1
¢) (0,75 puntos) xEI—&r-loo %

Solucion:
., cos3xr — cos2x 0] o'y ., —3sindx + 2sin2zx 0] e
a) hm—Q:f = lim =|=| =
x—0 €T x—0 2x 0
—9cos 3x + 4 cos 2z 5
im = ——
z—0 2 2
(Vz+9-vz—9) (Vz+9+ vz —9)
b) lim (vVz4+9—+vVx—9) = [co —0o0] = lim =
)w—>+oo( > [ } Z— oo /793_4»9+ /71'79
18
Ii =0
=00 ve+9++vxr—9
1 : 1 2 : N 1
o) lim =2 = [Z] " 1m - = 1im e _ ] i E = dm - =0
r—400 \/E o0 T—400 m r—4+o00 o0 r—+oo | T—400 \/E

Problema 15.1.4 (2,5 puntos)

2

a) (1,5 puntos) Calcule la siguiente integral indefinida / x*sinx dx
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b) (1 punto) Determine el drea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = —m/2
y & =7/2, y la grafica de la funcién f(z) = z?sinz.
Solucién:

u=1>= du=2xdz

a) /xQSina:dm: dvz/smmdm: U= Teosy :—x2c08x+2/xcosmdx:
/udv:uv—/vdu
U= = du=dz

dv = / cosrdr — v =-sinxw

/udv:uv—/vdu

—z%cosx + 2(xsinz +cosz) + C = —2®cosx + 2zsinx + 2cosx + C =
(2 — 2?) cosx + 2xsinz + C

= —22cosz+2 {xsinx—/sinxdm} =

b) Buscamos posible punto de corte de f(x) con OX en el intervalo [—g, g}

r?sinz = 0= 2 = 0 = hay dos recintos de integracién S : [—%7 O} y So: [07 g]
0

S1:/ f(x)dx = (2—x2)cosm+2msinx](iw/2:2_7r
—m/2
/2 /2

522/ flz)dx = (2—x2)cosx+2xsinac]0

0
S =181+ |S=7—2+7—2=2(1—2) ~2,2832 u?

=712

Problema 15.1.5 (2,5 puntos) Considere el plano 7 de ecuacién . +y+z = —1 y la recta r dada
z y—1 z
PrT =T T

a) (1 punto) Compruebe que el plano 7 y la recta r son paralelos.
b) (0,5 punto) Calcule la distancia de la recta r al plano 7.

¢) (1 punto) Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es
perpendicular al plano 7.

Solucion:
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I=>\ —
v _y—1_ =z _ L .{u,«z(l,—l,())
a)r'l_ifl _0:>r. gzj;(l) A = P.(0,1,0)

Sustituimos r en

A+ (1 -N+0=-1=N=-1l= 71|~

0+1+0+1 2 2V3
b) d(r,m) = d(Pp,m) = ————— 1 = = =¥y,
JArm = A =TS T AT
= (1,1,1) r y—1 z
o) wm=(1,-1,0) = a:[1 1 1|l=z+y—22—1=0
P,(0,1,0 1 -1 0

Problema 15.1.6 (2,5 puntos) Considere las siguientes rectas:

r.{m+2y:13 S_{y+2z:4
lz=2 s —r+y=3

a) (1 punto) Compruebe que ambas rectas se cruzan en el espacio.
b) (0,5 puntos) Compruebe que el punto P(0,3,0) no estd en ninguna de las dos rectas.

¢) (1 punto) Calcule la ecuacién del plano (en cualquiera de sus formas) que contiene al punto
P y es paralelo a ambas rectas.

Solucién:
_{x+2yzm i 4 mfi&_% . .{ﬂzq—ZLm
=2 "y YT "1 P(13,0,2)
z=2
=t Pl @ =220
Tl —aty=3 N B * 1 Py(1,4,0)
z=2A
a) PP, = (13,0,2) — (1,4,0) = (12, —4,2)
12 —4 2
[PSPT,_Z.,EZ} =|-2 1 0/=16#0= ry s se cruzan.
-2 =21
b) Sustituyendo P(0,3,0) en r:
0+6#13
{ 042 = Pdr.
Sustituyendo P(0,3,0) en s:
34+0#4
{0+3:3 = Pés.
= (—2,1,0) r y—3 =z
) m:l ub=(-2,-21) = :[-2 1 0l=z+2y+62—6=0
P(0,3,0) 2 -2 1



Problema 15.1.7 (2,5 puntos) El juego de los dados de Efron tiene 4 dados diferentes. Todos
ellos son dados perfectos de 6 caras equiprobables, pero la numeracién de sus 6 caras es diferente
en cada uno, segin se detalla en la siguiente tabla:

Dado A|0|0|4(4|4]|4
DadoB |33 |3[3[3|3
DadoC |2|2]|2]2|6]|6
DadoD |1 |1]|1|5|5|5

Ana elige el dado A, Bea elige el dado B, Ceci elige el dado C' y Delia elige el dado D. El juego
consiste en que cada jugador lanza su dado, gana aquel que saque la mayor puntuacién y pierde
aquel que saque la menor puntuaciéon. Pueden jugar uno contra uno o todos contra todos. Calcule:

a) (0,5 puntos) Si Ana juega contra Bea, jcudl es la probabilidad de que gane Ana?

b) (0,75 puntos) Si Ana juega contra Bea 8 veces, ;cudl es la probabilidad de que Bea gane al
menos 3 veces?

¢) (0,5 puntos) Si Ana juega contra Ceci, jcudl es la probabilidad de que gane Ceci?

d) (0,75 puntos) Si juegan todos contra todos, jcudl es la probabilidad de que Ana ni gane ni
pierda?

Solucion:

a) P(gana Ana) = P(Ana saca 4) = % = ; =0,6667

2 1 1
b) P(gana Bea) =1 — P(gana Ana) =1 — 33— B (87 §)
Jr

P(X23)=1-P(X <3)=1-[P(X =0)+ P(X =1) + P(X =2)| =
=16)G) G ()G -6 () G) ()] -osme

¢) P(Ceci gana a Ana) = P(Ceci saca 2 y Ana saca 0) + P(Ceci saca 6) =
0,5556

S
=N

(=20 \V)

d) Los sucesos serfan:

@ X = Ana saca un 4, Ceci saca un 6 y Delia saca un 1
@ Y = Ana saca un 4, Ceci saca un 6 y Delia saca un 5

@ 7 = Ana saca un 4, Ceci saca un 2 y Delia saca un 5

423 4 3 443 4
P(Ananogananipierde):P(X)+P(Y)+P(Z):6-6-6+6- 6—}—66-6:7:074444

2
6 9
Problema 15.1.8 (2,5 puntos) Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2
para los porcentajes. El cociente intelectual (CI) de los estudiantes de Bachillerato de la Regién
de Murcia sigue una distribucién normal de media p y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe
que el 6,68 % de estos estudiantes tiene un CI mayor que 115 y que el 59,87 % tiene un CI menor
que 102,5.

a) (0,5 puntos) ;Cuél es el porcentaje de estudiantes con CI entre 102,5 y 1157
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b) (1 punto) Si se eligen al azar 6 estudiantes, jcudl es la probabilidad de que al menos 5 de
ellos tengan un CI menor que 1157

¢) (1 punto) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién.

Solucion:
N(u,0)

a) P(102,5 < X < 115) = P(X < 115)— P(X < 102,5) = (1— P(X > 115))— P(X < 102,5) =
(1—0,0668) — 0,5987 = 0, 3345

b) p=P(X <115)=1-0,0668 = 0,9332 = B(6;0,9332)

P(X >5)=P(X =5)+P(X =6) = (6) 0,93325-0,0668" + (6

6

. )0, 93326.0,0668° = 0,9441

115 — 115 —
¢) P(X > 115) = 0,0668 = P(Zziﬂ) - 1—P<Z§ “) = 0,0668 =

g g
115 — 115 —
P(Zg “):0,9332:> 15— p+1,50=115
g g
102,5 — 102,5 —
P(X < 102,5) = 0,5987 = P(Zg 7“> — 0,5987 — — 2" H _ (95 —
g g

1+ 0,250 = 102,5
{/1-1—1750:115 {u:100
140,250 =102, 5 o =10

15.2. Extraordinaria

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones
y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que estin enunciadas. Cada cuestién tiene una
puntuacién de 2,5 puntos. Si se responde a méas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las 4 primeras,
en el orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se
adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Problema 15.2.1 (2,5 puntos) Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores en las
tres siguientes redes sociales: Instagram, X (antiguo Twitter) y YouTube. Si ganara en Instagram
tantos seguidores como la mitad de los que tiene en YouTube, el nimero de sus seguidores en Ins-
tagram serfa el doble de la suma de los que tiene en X y en YouTube. Adems4s, si Taylor recibiera
cada mes 10 ddlares por cada millén de seguidores en Instagram, 20 délares por cada millén de
seguidores en X y 30 dolares por cada millén de seguidores en YouTube, tendria unos ingresos
mensuales de 6.500 dolares.

Calcule cudntos seguidores tiene Taylor Swift en cada una de estas redes sociales.

Solucién:

Sea z el nimero de seguidores en Instagram (en millones), y en X y z en YouTube.

THy+z=435 T4y 2z =435 z = 280
a) m+§=2(y+z) = 2r -4y —32=0 = y =95
10z + 20y + 30z = 6500 x + 2y + 3z = 650 2z =60
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b) Resolvemos por Gauss:

1 1 1 |435 F 1 1 1 | 435 F
A= 2 -4 -3 0 =| Fh—-2F | = 0 -6 —5|-=870 |=|
1 2 3 ]650 F; - Fy 0 1 2 | 215 613 + Iy
1 1 1 | 435 Tz =420 = 2z =60 x =280
< 0 -6 =5| =870 | = —6y—300=-810= y=95 = y=9 =
0 0 7 | 420 x4+ 95+ 60 =435 = x =280 z =160
Taylor Swift tiene 280 millones de seguidores en Instagram, 95 millones en X y 60 millones
en YouTube.

Problema 15.2.2 (2,5 puntos) Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz
ortogonal si cumple que A - A* = I | donde A’ denota la matriz traspuesta de A e I denota la
matriz identidad de orden 2.

a) (1 punto) Estudie si las siguientes matrices son ortogonales o no:

V3/2  1/2 V3/2  1)2
12 v32) Y o \c12 V32

b) (0,75 puntos) Si A es una matriz ortogonal cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su
determinante.

¢) (0,75 puntos) Justifique que si A y B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2,
entonces el producto C = A - B también lo es.

Solucion:

V3/2 1/2 V3/2 -1/2\ _ (1 0 _
a) (_1/2 \/§/2) . ( 12 \/5/2) = (0 1) = la matriz es ortogonal.

Va/2 12\ (VB2 12\ (1 VB2 ,
(_1/2 _\/§/2>( 1o _\/§/2> = (_\/3/2 1 >:> la matriz no es ortogonal.

b) Sea A una matriz regular de orden 2, tenemos:
[A- A=A |A"| = |A] - |A| = |AP =]l =1 = |A] = £1

c) C-C'=A-B-(A-B)!=A-B-B""A'=A-T-A'=A-A' =1

22

Probl 15.2.3 (2,5 tos) Considere la funcié e
roblema (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) Ry

de x € R.

, definida para todo valor

a) (0,5 puntos) Calcule lim f(z)y lim f(x)
Tr—r—00

r— 400

b) (1,5 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la funcién f(z) y
calcule sus extremos relativos (maximos y minimos relativos).

c¢) (0,5 puntos) Justifique que la funcién alcanza sus extremos absolutos (maximo y minimo
absolutos) y calcule el valor de dichos extremos absolutos.

Solucion:
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, , 222 222
Jm @)= i s L T =2
, , 222 222
Jm @)= i s L o 72
b) El denominador no se anula nunca y Dom(f) =R
da(z — 3)
Ngy=——"""_" _— =0 =3
f'(x) 251 3) = y @
(—00,0) (0,3) (3,00)
f'(x) - + -
f(x) | decreciente N | creciente /' | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—o0,0) U (3,00) y creciente en el (0,3). Tiene un
méximo relativo en (3,3) y un minimo relativo en el (0,0).

c¢) Por el apartado a) hay una asintota horizontal en y = 2 que estd por encima del minimo y
por debajo del méximo, como no puede haber otros extremos los calculados en el apartado
anterior son extremos absolutos.

Mix(3,3)

— £
e y
s /
~ s
i T
(Min(0,0)

ln—x, definida para todo valor = > 0.

T

Problema 15.2.4 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) =

a) (0,5 puntos) Calcule zggrloof(x)
b) (1,5 puntos) Calcule la integral indefinida / f(z)dx.

¢) (0,5 puntos) Determine el valor de a > 0 para el cual se cumple que / flx)de =4
1

Solucién:
1
, ; Inx ool L'H ., 1 ; 2V/x ool L'H ., Tz
a) lim f(z)= lim —&— = [—] = lim —4— = lim Ve = [ ] A YE
T—>+00 r—+00 \/5 00 T—~+00 T 00 rz—+too 1

1
u=Inr —= du=—dz
1/2

X
dv=a2""?de = v = 22"/? =2y/zlnx —2 x—dxz

T
/udvzuv—/vdu

—2ﬁ1nx—2/ V2 dr =2xInx — 4z + C = 2y/z(lnz — 2) + C
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/f )dz = F(a) — F(1) = 2v/a(lna — 2) + 4 = 4 — 2y/a(lng — 2) = 0 —>

{Q\f 0= a =0 (no valida) a > 0
Ina—2=0= lna=2= a=¢?

Problema 15.2.5 (2,5 puntos) Considere los planos ¢ —y+ 2 =0y = +y — 2 = 2 y los puntos
P(1,2,3) y Q(1,1,3) .

a) (0,75 puntos) Compruebe que ambos planos se cortan en una recta r y calcule la ecuacién
continua de dicha recta.

b) (1 punto) Compruebe que el punto P no estd en ninguno de los dos planos y calcule la
ecuacion de la recta que pasa por P y no corta a ninguno de los dos planos.

¢) (0,75 puntos) Determine el punto de la recta r que equidista de Py de Q.

Solucion:

-1 1 ,
— = m Yy m™ se cortan.

a)ﬂ:w—y+Z:0y7r'::v+y—z—2comof;é—: 1

_ z=1 T =
T:{x—y—l—Z—O = r:Q y=14+X VAGR:>T:{P_(1

—
r+y—z=2 L\ (1

0,1,1)
0)

r—1 y-—1
T = — =

z
0 1 1

b) Comprobamossi Pen=— 1-24+3=2#0=— P¢n
Comprobamos si Pen' = 14+2-3=0#2= P ¢
Calculamos la recta s || r tal que P € s:

— r=1
s:{lﬁ_%(l_z(oé)l’l) = s:{ y=24+X VAER
s T z2=34+A

) Un punto de r serfa P,.(1,14 A, A) y se tiene que cumplir:

J —

|PP|f\QP|:>|(O —14+XA-3+X]=|0,\,-34+ )| =

Vo+ (A +(A=3)2 = 0+ A2+ (A-3)2 = V2X2 — 8\ + 10 = 2\ — 6A + 9 —

1 1
A1) =M= 1-22=0= )\:§:>Pr(1,g,§>

Problema 15.2.6 (2,5 puntos) Considere los planos © +y+2 = -3y z +y — 2 = 3 y la recta

r—1 y+1 =z
T = =

2 1 3
a) (0,75 puntos) Compruebe que ambos planos se cortan y calcule el dngulo que forman.
(

b)

¢) (1 punto) Determine los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos.

0,75 puntos) Estudie la posicién relativa de la recta r con el plano x + y — z = 3.

Solucion:
e r=1+2\

P {ESEL LT vaeR
Pr(17_170) 2—3)\

mirdy+z=-3=1u,=111)yn x+y—z=3= Uy =(1,1,—1)
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1
+ =Ty 7' se cortan en una recta.

el B

1
a) Comparando los coeficientes de m y 7’: 1=

Sea «a el angulo que forman:

|u—7r>w| |(171a1)'(1717_1)‘ 1 1Al
cos (v = = = - = a=70°31"44
||| V3-V3 3

b) Sustituimos 7 en 7’ = (1 +2\)+ (-14+ ) —3A=3=10=3= r || 7’

c) Sea P.(1+ 2\, —1+ \,3)\) y tenemos d(P,,7) = d(Pr,7') =
1+2) —1+A+32+3  |6A+3]

d(P.,m) =
V3 V3
N TH2X =14+ X =31 3| 3
d(P.,m") = =
V3 V3
6A+3] 3 22X+1=1= A=0= P,(1,-1,0)

— =22+ 1 :1:>{
7 7 \ \

Problema 15.2.7 (2,5 puntos) El 60 % de los habitantes de una poblacién consume pan integral,
el 40 % consume pan blanco y el 20 % consume ambos tipos de pan.

A+1=—-1= A=—1= P(-1,-2,-3)

a) (0,5 puntos) ;Son independientes los sucesos “consumir pan integral” y “consumir pan blan-
co’?

b) (0,5 puntos) Sabiendo que un habitante consume pan integral, ;cudl es la probabilidad de
que consuma pan blanco?

¢) (0,75 puntos) Calcule el porcentaje de la poblacién que no consume ninguno de los dos tipos
de pan.

d) (0,75 puntos) Sabiendo que un habitante no consume pan integral, jcuél es la probabilidad
de que consuma pan blanco?

Solucion:

Sean I consume pan integral y B consume pan blanco.
Tenemos P(I) =0,6, P(B)=0,4y P(INB)=0,2

a) P(I)-P(B)=0,6-0,4=0,24+# P(INB)=0,2= Iy B no son independientes.

P(INB) 0,2 1
P(I) 0,6 3

b) P(B|I) = =0,3333

¢) PINB) = P(IUB) = 1- P(IUB) = 1— (P(I)+ P(B)—~P(INB)) = 1—(0,6+0,4—0,2) =

- P(Brﬁ)_P(B)fP(IﬂB)_0,470,2_1_05
P 1—P(I) T 1-0,6 2 7

Problema 15.2.8 (2,5 puntos) Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2
para los porcentajes. Una fabrica de componentes de ordenador produce 2500 microprocesadores
al dfa. Sabiendo que el porcentaje de microprocesadores defectuosos fabricados es del 2 %, responda
razonadamente a las siguientes cuestiones:

a) (0,5 puntos) ;Qué distribucién sigue la variable aleatoria que cuenta el ndimero de micropro-
cesadores defectuosos fabricados al dia?
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b) (0,5 puntos) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién.

¢) (0,75 punto) ;Cudl es la probabilidad de que en un dia el ntimero de microprocesadores
defectuosos fabricados sea menor o igual que 577

d) (0,75 punto) ;Cudl es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores
defectuosos fabricados sea exactamente 507

Solucion:

a) Se trata de una binomial B(2500;0,02). En cursos futuros se verd que cuando n se hace muy
grande y la probabilidad es muy pequena la distribuciéon adecuada seria la de Poisson.

b) p=np=>50y o =/npqg=/2500-0,02-0,98 =7

N(np,/
¢) Como n = 2500 > 50, np = 50 > 5 y ng = 2450 > 5 —> B(2500;0,02) " Y™V nr(

P(X <57)=P (Z < M) = P(Z <1,07) =0,8577

50,7)

49,5 — 50 50,5 — 50

d) P(X:50):P<f§2§ = ):P(—o,mgzgo,m):

P(Z <0,07)— P(Z < —0,07) = P(Z <0,07) — (1 — P(Z <0,07)) =
2P(Z <0,07) —1=2-0,5279 — 1 = 0,0558
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Capitulo 16

Navarra

16.1. Ordinaria

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

Problema 16.1.1 (2,5 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

(2—a)xr—ay+22z=—-4
(a—2)z+(a+1)y=5
y+ (a* —a)z=3—a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
Solucién:

- 2—a —a 2 —4
A= a—-2 a+1 0 5 A= —(a—2)(a*> —a—2)=0= a=2ya=—1.
0 1 a>—a|3—-a

@ SiaeR-{-1,2} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado.
Resolvemos por Cramer:

—4 —a 2
5 a+1 0
3—a 1 a’>—a )
T = = —
Al

a—2 5 0
B 0 3—a a’*—a _a+3
v= IA] T at1
2—a —a —4
a—2 a—+1 5
0 1 3—a 1
z = = —
| Al a+1
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@& Sig=-1:

B 31 2|4 I3 31 2|4
A= -3 0 0| 5 =| B+ F | = 01 2 1 =
01 2| 4 Fy 01 2| 4
Fy 31 2|4
Fy = 01 2 1 — Sistema incompatible
F3 — Fy 0 0 0
& Sig=2:
B 0 -2 2| -4 P 0 -2 2|4 Fy
A= 0 3 0] 5 = | 2l +3F | = 0 0 6|-2 = Fy =
0 1 2| 1 o0Fy + F) 0 0 6|-2 Fy— Fy
0 -2 2|4
0 0 6|-2 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0| O
T=A
2y 42z =4 5
y_
1
b= =
3

-1 m 1
M7 m —1 -1
-2 m+1 2
Solucién:
m—1 3 0
M| =] -1 m 1|=-m?’+5m—-4=0=m=1ym=4
m -1 -1
SimeR—{1,4} = |M;| # 0 = Rango(M) = 3.
Sim=1:
0 3 0
-1 1 1 0 3
M = 1 21 1 :>|M1\=|M2|=\M3|:|M4|:Oyelmenor1 1‘:—3;&02
-2 2 2
Rango(M) =2
Sim = 4:
S 3 3 0
M= 4 -1 -1 = |Mi|=0y |Ms|=|-1 4 1| =9%# 0= Rango(M) =3.
_9 5 9 -2 5 2

En conclusién: Sim € R — {1} = Rango(M) =3 y si m = 1 = Rango(M) = 2.

Problema 16.1.3 (2,5 puntos) Los puntos A(4, —2,—-3), B(2,—1,1) y C(0,—3,—1) son vértices
de un rombo.
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a) (1,75 puntos) Encuentra el cuarto vértice del rombo.
b) (0,75 puntos) Calcula el drea del rombo.

Solucion:

consecutivos: 10 son consecutivos:

C D

a) Hay dos casos posibles segin la figura adjunta:

@ Si los vértices son consecutivos se tiene que cumplir |ﬁ| > L@\ y \B| > |B?\
Tenemos |ﬁ| =(—4,-1,2)| =v21ly |zﬁ| = [(—2,1,4)] = V21 que no cumplen la
desigualdad p@ | > \B |, luego los puntos no pueden ser consecutivos.

@ Los vértices no son consecutivos: D = B + BD =B + AC = (2,-1,1)+ (—4,-1,2) =
(_27 _233)

b) AB = (=2,1,4) y @_}: (~4.-12)

i J k
S=|ABxAC|=||—2 1 4| =16(1,-2,1) =66 u?
—4 -1 2

Problema 16.1.4 (2,5 puntos) Queremos construir un tetraedro de volumen 3 u?, siendo tres de
los vértices los puntos de corte del plano 7 : 2z — y — 2z — 2 = 0 con los ejes de coordenadas.

a) (1,5 puntos) A que distancia de 7 tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro?

b) (1 punto) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base
dada y el volumen senalado.

Solucion:

a) Calculamos los puntos de corte de 7 con los ejes de coordenadas:
@ Con OX hacemosy=0y z2=0= 22 —2=0= A(1,0,0)
@ Con OY hacemos =0y 2=0— —y—2=0=— B(0,-2,0)
@ Con OZ hacemos x =0y y=0=— —2z—-2=0= C(0,0,—1)

Tenemos los vectores 1@ =(-1,-2,0) y R =(—1,0,—1) y el 4rea del tridngulo formado
por estos tres puntos es:

- e dd
1 1.1* J 1 3
Sy = ABx AC|==||-1 2 0||=2](-2,-1,2)| = 2 u?
2 2 2 2
1 0 -1
Si-h 2.n
Vp=2"L " 5 3=-2 " —~ h=6u

La distancia al plano 7 es la altura h del tetraedro.
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b) Calculamos un plano 7' || 7 tal que d(7’,7) = d(A,n’) = 6. El plano 7’ tiene de ecuacién
I . ) N 12=0—-04+X 24+
7' 2z —y—2z+4+ A =0y tenemos: d(A, ') = i 3 =6=
24X =18= A=16= 7' =20 -y —22+16=0
24 A =-18= A=-20= 7' =22 -y —22-20=0
Cualquier punto de estos planos cumple las condiciones planteadas. Como hay que elegir
tomo el plano 7’ = 2z —y — 2z + 16 = 0 y de él los puntos P;(0,0,8) y P»(0,16,0)

|2+A|:18:>{

Problema 16.1.5 (2,5 puntos) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) (1,25 puntos) f(z) = (l)
x
2% +4r+1

1,2 : =TT

b) (125 puntos) g(o) = 0
Solucién:
1

a) In f(z) = cosxln; =cosz(Inl —Inz) = —cosxlnz =

f@) cosw 1N . cos T

o) =sinzlnz — = f(x) = f(x) (smxlnx— . )

f(z)= (%)CO” (sinxlnx - co;w)

D) o) — Rr+4)(z+2)?— @2 +4z+1)2x+2) (Qz+4)(z+2)— (P +40+1)2
) o) = (v +2)t N (@+2)? N

202 + 4o + 4z +8 — 222 —8x — 2 6

(x+2)3 (x4 2)3

Problema 16.1.6 (2,5 puntos) Halla los méximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de

inflexién y las asintotas de la funcién f(z) = e Representa, de manera aproximada, la grafica
de f.

Solucio;n: , .
flx)=e" = fl(z) = -2z = f"(x) =2e"" (22° — 1)

@ Monotonfa: f'(x) = e =0 = 2=0
(700, 0) (07 OO)
f'(z) + -
f(x) | creciente | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) y decreciente en el (0,00). Tiene un méximo
relativo en el punto (0, 1), que también es absoluto.

V2

& Curvatura: f/(z) =2 (222 —1) =0 = 2 = +——

2
ESEHIe
T2 27 2 27
/(@) + - +
f(zx) céncava — convexa —~ | concava —
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V2 V2

La funcién es céncava — en el intervalo | —oo, 5 U 7,00 y convexa — en el
2 2 2 2
<\2[, \2[) con dos puntos de inflexion en (\g, 61/2) y <\2[, 61/2>

@ Asintotas:

e Verticales: no hay

e Horizontales: y =0

— 2 7 z. —_ 2
lim e = lim —5 =0y lim % = lim —5 =0
T——00 rz——o0 et T—+00 z—o00 €T
e Oblicuas no hay por haber horizontales.
x(0,1)
il N
PI(-0,707:0,607), _PI(0,707;0,607)
// "

- =0

0(0,0)

@ Representacion grafica:

Problema 16.1.7 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(z) = 22 + e¥.

a) (1,25 puntos) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—2,4].

b) (1,25 puntos) Comprueba que existen dos valores reales « y 8 tales que f(a) =2 = f(5) .

Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) La funcién es composicién de funciones continuas y, por tanto, continua en R.

b) Utilizaremos el teorema de Bolzano:

Sea f una funcién continua en intervalo [a, b] de R, si se cumple f(a)- f(b) < 0 = e € (a,b)

tal que f(c) =0
Consideramos la funcién g(z) = f(z) —

z
2 4 ¢7 — 2 funcién continua en el intervalo

[—2,0] y se cumple g(—2) - g(0) = (2+ ¢ ): f 1)=—(24¢€Y?) < 0= 3Ja e (-2,0) tal

que g(@) = f(a) — 2= 0 — f(a) =2 )
Consideramos la misma funcién g(z) = f(x)—2 = 2? +e7 —2 funcién continua en el intervalo
[0,4] v se cumple g(0) - g(4) = (—1) -

9(B) =f(B)—2=0= f(B) =2

Luego existen dos valores reales « y 3 tales que f(a) =2 = f(5) en el intervalo [—2, 4].

(e4+14)-(-1)=—(e+14) < 0= 38 € (0,4) tal que

Problema 16.1.8 (2,5 puntos) Calcula los puntos del plano en los que se cortan las graficas de

estas dos funciones: 9
fl@)=—y g(z) =10z — 2°
x

Tomando los dos puntos de corte con x > 0, calcula el area de la region del plano encerrada entre

ambas gréficas en el semiplano de abscisa positiva.

207



Solucién:
f(x) =g(x) = = =102—2° = 2*-102°49=0= 2 =+lyzr=+3. Comor >0 = z =1
x
y « = 3 tendriamos el intervalo de integracién S : [1, 3]
3 413
9
S :/ (7 - 10x+x3> dr = 9ln|z| — 522+ 2| =9In3—20
1 \z 41y
S =S| =20 —9In3 ~ 10,1125 u*
El resultado de la integral es negativo por estar f por debajo de g.

/00,0

16.2. Extraordinaria

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

Problema 16.2.1 (2,5 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

r+(a*+a)z=0
x4+ 2a—Dy+(a+1)z=a
2a—1Dy+(a+1)z=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
Solucién:

- 1 0 a>+al0
A= 1 2a—-1 a+1|a |,|Al=2d*+a*—a=ala+1)(2a—1)=0=
0 2a—1 a+1 |0

a , a ya 3

1 _
& SigeR-— {07 -1, 5} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas y el

sistema es compatible determinado.
Resolvemos por Cramer:

0 0 d’*+a
a 2a—1 a+1
0 2a—1 a-+1

A

8
|
|
S
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1 0 a*+a
1 a a+1
100 e+l | 1
V= A] T 2a-1
1 0 0
1 2a—-1 a
0 2a—1 0] 1
°T A at1
@ Siag=0:
1 0 0|0 13 1 0 0|0 Iy
A= 1 -1 1|0 |=| FR-F |= 0 -1 1|0 |= J28 =
0 -1 110 F3 0 -1 110 F3— Fy
1 0 0|0
0 -1 110 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0|0
Tiene un grado de libertad:
{x—O z=0
__ = y=A VYAeR
y+2z=0 =\
& Sig=—1:
B 1 0 0 0 P 1 0 0 P
A= 1 -3 0]-1 =| Fb—F | = 0 -3 0]-1 = Fy =
0 -3 0 0 F3 0 -3 0 0 F3— Fy
1 0 0 0
-3 0] -1 = Sistema incompatible
0 0 0
1
- i = —.
& Sia 5
B 1 0 3/4 0 I 1 0 3/4 0 Fy
A= 1 0 3/2|1/2 =| Fb—F | = 0 0 3/4]1/2 = Fy =
0 0 3/2 0 F3 0 0 3/2 0 F3 —2F,
1 0 3/4 0
0 0 3/4|1/2 | = Sistema incompatible
0 0 0] —1

Problema 16.2.2 (2,5 puntos) Sean A, Py ) tres matrices cuadradas regulares tales que Q - A -
P =1, donde I es la matriz identidad de la misma dimensién.

a) (1,5 puntos) Demuestra que A-P-Q-A=Q - P!

b) (1 punto) Calcula la matriz A para el caso en que P y ) sean las siguientes:
-1 1 10
P=(3 1) ve=( 3
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Solucion:

D@ ar=1={ "9 —aprqa=qg P

vaareimasatrerar=|d )0 Y0 Y-
()

Problema 16.2.3 (2,5 puntos) Se consideran el plano 7 = 2z +y — 2z — 5 = 0, la recta r
r+224+3=0 . L,
{ ) y los puntos A(3,2,—1) y B(1,1,—1). Sea C la interseccién entre la recta

y el plano.

a) (1,25 puntos) Demuestra que los puntos A, B y C no estan alineados.

b) (1,25 puntos) Calcula el drea del tridngulo que conforman los tres puntos.

Solucién:
r=—-3—2A —
Jz+22+3=0 ] B .{UT:(72,371)
’”'{fx—y+z+4:0 <& Z;zwx — " P(=3,7,0)

Sustituyendo r en 1 = 2(—3—2A\)+ (7+3\) - A -5=0= A= -2= (C(1,1,-2)

a) AB = (1,1,-1) - (3,2,-1) = (~2,-1,0)
AC = (1,1,-2) — (3,2, ~1) = (-2,~1,-1)
A, By C estan alineados si 3k # 0 que cumpla: AB — ]{JE = (-2,-1,0) =k(-2,-1,-1) =
2=2k= k=1
“l=-k= k=1 :ﬂkER—{O}talque/@:km:
0=-k=>= k=0
A, By C no estdn alineados.

A

1 1 1

b) 5t=§\ﬁxﬁ|=§| 2 S1 0 |1= 5l -2,0) =
-2 -1 -1

SES
ot
(V)

Problema 16.2.4 (2,5 puntos) El punto P(4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado.

El lado paralelo al anterior esta contenido en la recta de ecuacion r = { 2e42y+2=0 . Calcula

20 —2—-2=0
los dos vértices que determinan este segundo lado.

Solucion:
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| r
H: ‘ P’ H.
20 +2y+2=0 z=A u = (1,-2,2)
’”{ dr—z—2—0 Ty Y=1I=2A :”:{PT(O,L—?)

z= =242\

Calculamos un plano 7 1 r que contenga a P:

Per

=1 =(1,-2,2) = m:2—2y+2:4k=0—4—-1040+k=0= k=6

mix—2y+224+6=0

@« Calculamos el punto P’ de corte de 7 con 7:
A=21=20)+2(-2+2\)+6=0= A=0= P'(0,1,-2)

@ Calculamos la distancia de P a r. Tenemos P—PZ = (0,1,-2) — (4,5,0) = (—4,—4,-2),

e

SN i 7k

PP, xup| =||-4 —4 —2/|=16(=2,1,2)| =18y |uy| = V9 =3
1 -2 2

_|P—P:><QTT>|_18

d(P,r) = =6
(P,7) @ 3

6
@ La distancia de un punto H (X, 1 — 2), —2 + 2)) de la recta r a P’ tiene que ser 5= 3:

—
d(H,P') = |P'H| = |(A\,1—2X\, —242)\) — (0,1, -2)] = |(\, —2,2))| = 3|A| =3 =
{ A=1= H(1,-1,0)
A= —1=> Hy(—1,3,—4)

Problema 16.2.5 (2,5 puntos) Calcula los siguientes limites:

1 2
a) (1,25 puntos) lim (Inz)
—

T— 400 ﬁ

b) (1,25 puntos) lim 271
r—1

Solucion:
a) lim (nz)* _ [OO] LH i . = lim Ay lim Az [oo] =
r—+00 \/5 00 T—+o00 2\1/5 T—+o00 T T—+00 €T 00
4
, > . 8y , 8
lim % = lim —f = lim —=0
T—+00 —— r—+o00 I T—+00 /T

2V
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b)il_}mlxl 1] =e

A= lim —22 (2 —1) = lim 2z = 2
z—1x —1 z—1
2x
lim x7-1 = [1°] = €2
z—1

Problema 16.2.6 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(z) = cos(mz) + sin(nz)
a) (0,5 puntos) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 1].

b) (2 puntos) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los
resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) Se trata de composicién de funciones continuas Vz € R y, por tanto, la funcién es continua

en [0, 1]
b) f(z) = —msin(rx) + 7 cos(nmz) = 0 = —n(sin(nx) — cos(rx)) = 0 = sin(rx) — cos(rz) =
T = Z = = i
0 = tan(mz) =1 = o U5 5
Tr=r4+ - =—=z=—¢[0,1]
4 4 4 ’
1 1
(02) (5:1)
f'(z) + -
f(x) | creciente | decreciente

1 1
La funcién es creciente en el intervalo (O, Z) y decreciente en el (Z’ 1>, con un maximo

1 1
relativo en el punto de abscisa x = 1 == (Z’ \/5)

Por otro lado tenemos f(0) = 1y f(1) = —1, luego el maximo calculado es absoluto y el
minimo absoluto estarfa en (1, —1)

Por el teorema de Weierstrass si una funcién es continua en un intervalo existen puntos
dentro de éste donde la funcién alcanza méximos y minimos absolutos.

y
x=0 MixAbs(1/4,\2)
P ™ x=1

AN
- (63/4,0)

0(0,0)

\\\\

MinAbs(1,-1) \

Problema 16.2.7 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(x) = v/ 222 + 2z + 3.

a) (1,25 puntos) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—1,3] y derivable en
(—1,3).
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b) (1,25 puntos) Comprueba que existe un valor « € (—1, 3) tal que f'(a) = g Enuncia el/los

resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) El polinomio 222 42z + 3 no tiene raices reales y 2% +2x+3 > 0 luego f es continua Vz € R
y, por tanto, la funcién es continua en [—1, 3]. También es derivable al tratarse de la raiz de
un polinomio que siempre es positivo. Luego f es continua en [—1, 3] y derivable en (-1, 3).

b) f cumple las condiciones del Teorema del Valor Medio que afirma Ja € (—1,3) tal que:
3—(-1) 4 2

Problema 16.2.8 (2,5 puntos) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas

dos funciones: )
T —
f@)=Ina y gx)= 21

Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas gréficas.
Solucién:
Calculamos los puntos de corte de la funcién f con g:

-1
f(z) = g(r) = lnzx = xil = (e—1)lne =2z—1= z =1y z = e Tenemos un recinto
e —

Sy :[1,€], en el que f estd por encima de g y la integral serd positiva. El drea total serd S = |S1].

uzlnx:du:d—x

z—1 T
F(a:):/<lnzf l)dx: dv=dr = v=u=x =

e —

/udvzuv—/vdu

(-1 (- 1)°

F(z)=xlnx — - =zlhe—o— ——
() =xlnzx /da: e 1) =zlnz —=z 2(6_1)—|—C’

&_[ummw F(e)— (1) = 22 ~ 0, 14086 o

3_
= 18| = 76 ~ 0,14086 u?

%
\

Aé"g
00,0 / (.0
A
7
.
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Capitulo 17

Pais Vasco

17.1. Ordinaria

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder a CUATRO de ellas.
En cada parte debes responder a una tnica pregunta.
En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirdn en orden
hasta llegar al niimero necesario.
No olvides incluir el cédigo en cada una de las hojas de examen.
No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

@ pantalla gréfica, posibilidad de transmitir datos, programable,
@ resolucién de ecuaciones, operaciones con matrices,

@& célculo de determinantes,

@ calculo de derivadas e integrales,

@ almacenamiento de datos alfanuméricos.
PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.1 (A1) (2,5 puntos)

a) (2 puntos) Discute la existencia de solucién del siguiente sistema en funcién del pardmetro
a:
ar+y+z=2
z+2y+ (a—1)z=—1
2r+y+(a—2)z=1

b) (0,5 puntos) Resuelve el sistema, si es posible, en el caso o = 1.
Solucién:

a)

& SiaeR-{-1,3} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

215



& Sioa=-—1:

11 1] 2 3 11 12 3
A= 1 2 =2|-1 =| I+ F | = 0 3 —-1|1 = Fy
2 1 -3 1 F3+4+2F 0 3 —-1|5 F3 — Fy
-1 1 1] -1
0 3 —-1|-2 — Sistema incompatible
00 O0f 4
& Siag=3:
3 1 1 2 Fy 3 1 1]-1 F
A= 1 2 2|-1 |=| 3K -F |=( 0 5 5|-5 | = 2 =
2 1 1 1 3F; — 2F) 01 1|-1 5F3 — Fy
31 1|-1
0 5 5|-2 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0| O
b) Cuando a =1
T =2
T+y+z=2 3
x+2y=-—1 - Y= D)
20 +y—2z=1 3
z==
2
Problema 17.1.2 (B1) (2,5 puntos) Se sabe que
a b ¢
p q r| =2
T Yy z
Calcula explicando las propiedades aplicadas,
3a 3b 3c a x 2p
a) (1,5 puntos) |la—p b—q c—r1]. b) (1 punto) |b y 2¢|.
2r—a 2y—b 2z—c c z 2r
Solucion:
3a 3b 3c a b c
a) la—p b—q c—r|=3|la—-p b—q c—1r|=
2 —a 2y—b 2z-—c 2c—a 2y—b 2z-—c
(la primera fila estaba multiplicada por 3)
[ a b c a b c
3 a b c |—| p q r =

| 22 —a 2y—b 2z-c 2c—a 2y—b 2z-—c

(la segunda fila del detreminante se separa como suma de dos y el primer determinante es
cero por tener dos filas iguales)

a b ¢ a b ¢

3|—|p gq¢ r|+|p g r||=

2¢ 2y 2z a b ¢
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(la tercera fila del determinante se separa como suma de dos, el segundo determinante es cero
por tener dos filas iguales y el primero tiene la tercera fila multiplicada por 2)

a b ¢
—6|p q r|=-12
Ty z
a x 2p
b) |b y 2q| =(el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta)=
c z 2r
a b ¢
x y z|=(la tercera fila estd multiplicada por dos)=
2p 2q 2r
a b c a b c
2|z y z|=(se permutan las fila 2 yla3)=-2|p ¢ r|=-4
p g r Ty oz

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.3 (A2) (2,5 puntos) Se consideran las siguientes rectas

T =2\ 9% —y — 1
r= y=—1+4X\ SE{ _3y_
2=2-A “>

a) (1 punto) Calcula la posicién relativa de las rectas r y s.
b) (0,75 puntos) Calcula la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.

¢) (0,75 puntos) Dado el punto P(—8,—8,0), calcula el punto @ de la recta r de modo que el
vector ]@ sea perpendicular a la recta r

Solucién:
r:q y=—-1+4A :>r{ig(6(_2’14’2) 1)
z2=2-X neew
x=A —
. 2],‘—@/:1 . — {ub:(15270)
S'{Zzg = s:¢ y=—-14+2\ = s: P.(0,—1,3)
z=3
a) PP, =(0,-1,3) — (0,—1,2) = (0,0,1)
0 0 1
[PTPS,”LTZ,LTT)]: 2 4 -1 :OyRango<2 4 _1):2:> Ty s se cortan.
1 2 0
1 2 0
17r>=(2,4,—1) x y+1 z-2
b) m:{ up=(1,2,00 = 7w:]2 4 1 |=20—y—-1=0
P.(0,-1,2) 12 0

) QA —1+402 — A\) = PO = (84 2\, 7 +4X2— \)
PO La — PO-w =0 —
(842X, T+H4X,2—A)-(2,4, —1) = 16+ 4+ 28+ 16A—2+ X = 0 = A = —2 => Q(—4,—9,4)
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Problema 17.1.4 (B2) (2,5 puntos) Dados los puntos P;(1,4,5), Py(1,2,—1), P5(0,—2,3) y
P4(—2,0,1), calcula:

a) (1 punto) La ecuacién del plano 7 que contiene los puntos Ps, P3 y Pj.
b) (1,5 puntos) El punto simétrico del P; respecto del plano 7.
Solucion:

a) PPy =(0,-2,3) — (1,2,—1) = (—1,-4,4) y PsP; = (0,-2,3) — (—=2,0,1) = (2,-2,2)

=
PPy = (—1,—-4,4) r—1 y—2 z+1

Tiq P3Py=(2,-2,2) = m:| —1 —4 4 |[=10(y+2-1)=0=
Py(1,2,-1) 2 -2 2

Tmiy+2—1=0
b) Seguimos el siguiente método:

@ (Calculamos una recta t L 7 tal que P € t:

= = _ r=1
EsEe — el
t — 1L z=54+ X

@ Calculamos el punto Pjde corte de ¢ con 7:
44A+54+A-1=0= \=—-4= P{(1,0,1)

@ P/ es el punto medio entre Py y el que buscamos Py’:

P+ P/

5 = Pll — Pll/ = 2P1/ - P =(2,0,2) —(1,4,5) = (1,—4,-3)
TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde s6lo a uno de los dos ejercicios.

X

Problema 17.1.5 (A3) (2,5 puntos) Sea f(z) = P il

a) (0,5 puntos) Encuentra las asintotas de f.

b) (1 punto) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

¢) (0,5 puntos) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa
z=0.

d) (0,5 puntos) Haz una representacién aproximada de la grafica de la funcién f.
Solucién:

a) 22 —22+1=0= r=1=Dom(f) =R — {1}
Asintotas:

@ Verticales: z =1

” T { 1 } n i T 1
m ——— = |— | = +4o0; im —— = |—
e—1- 22 =2 +1 0+ oasit a2 —2x+1 0+

:+OO
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@ Horizontales: y = 0

lim

r——00 I

— 1, ——
2 9z +1 eoteon? 2211

I 0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

(-1,1) (1,00)

_|_

b) f’(x)z—%zOﬁ r=-1
(_007 _1)
f(z) -
f(z) | decreciente

creciente | decreciente “\

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —1) U (1,00) y creciente en el (—1,1) con un

minimo relativo en el punto (—1, —=

1

)

4

c)a=0=b=f(0)=0ym=f(0)=1

d) Representacién gréfica:

y—b=m(z—a)
————

Min(-1,-1/4)

Problema 17.1.6 (B3) (2,5 puntos) Se sabe que la funcién f(z) = Az* + Bz? + C tiene un
extremo relativo cuando x = 1/2 y la ecuacién de la recta tangente a su grafica en el punto de

abscisa x =1 es y = 6z — 2.

a) (1,5 puntos) Encuentra los valores de los pardmetros A, By C.

b) (1 punto) Encuentra todos los extremos relativos de la funcién f y razona si son méximos o

minimos.

Solucion:

f(x) = Az + B2 + C = f'(z) = 4A2® + 2Bz — f"(x) = 1242% + 2B

a) Por el enunciado:

. ) 1 ,
@ f tiene un extremo relativo en z = 3 = f

1

2

)

@ La pendiente de la recta tangente a fen z=1esm = f'(1) =6

w f1)=6-1-2=4
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r(D)=o=tavn=0  (a=
1 _ — { B=-1 = f(a)=22"—2?+3
ff1)=6= 4A+2B =6 O3

f)=4=— A4+ B+C=4
1 .
Se comprueba que x = 3 es un extremo en el siguiente apartado.

b) f(z) =22 —2? +3 = f'(z) =82° — 20 = f"(x) = 242® — 2

fl(x) =82° — 22 = 2z(42® — 1) =0 = szyxz:I:i

Tenemos:
& f7(0)=-2< 0= (0,3) es un maximo relativo.
1 1 23
-« [ <§) =4>0= (57 g) es un minimo relativo.

1 1 2
- [ <_§) —4>0= <_§, ;) es un minimo relativo.

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.7 (A4) (2,5 puntos) Calcula las dos integrales siguientes:

2 — 3z + 28 / 2 —3x
-7 b) (1,25 puntos ——dx
a) (1,25 puntos)/x2+2m+ld:r ) ( p ) 22+ 22+ 1
Solucion:
a)
4
( 2° —3z42): (2*+22+1)=0-2+ 5———
3 b 2 +2r+1
—x° —2z° —=x
—22% —dx 42
_ % e 2
4
2 — 3z 4 2° 2 z? 4
——dr = — 244 1 de = — —2x — C
/ (x+1)2 ! /(x T+ 1)) do S T
2-3z A B A4+ B(x+1) ]
(x+1)2 (z+1)2 24+1  (x4+1)2
9 _ 3y 2-3z=A+B(x+1)
¢+ 2x + r=—-1=— A=5—=— B=-3
2-3c 5 3
I (x+1)2  (z+1)? z+1 1
3 5
/(5(x—|—1)72—7> dr =——— —=3ln|z+1]+C
z+1 r+1

2
Problema 17.1.8 (B4) (2,5 puntos) Se consideran las curvas de ecuaciones y = 2% e y = % y la

recta de ecuacion y = x
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a) (1,25 puntos) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres curvas
b) (1,25 puntos) Calcula el drea de ese recinto.
Solucién:

a) Se trata de dos pardbolas verticales con vértice en el origen de coordenadas y la recta bisectriz

del primer cuadrante. Con una simple tabla de valores se dibujan estas curvas y la recta.
x

Llamamos f(z) = 2? y g(z) = 3
El punto de corte de f con larecta: 22 =z = z =0y z=1= (0,0) y (1,1)

2
El punto de corte de g con la recta: % =r=2x=0yz=3= (0,0)y (3,3)

R N v / S ™

b) Hay dos dreas:
S1:[0,1] entre f y g con f por encima.
Sy : [1,3] entre la recta y = x y g con la recta por encima.

1

1 2 1 3
2 2
S1:/ (:czfx—)dm:f/ xde:i} =
0 3 3 Jo 9 1o

3 2 3 2 3713
1 1 1
52:/ (mf—x)dx:f/ (3x7:£2)d:£:7<3i7£)} 3T
1 3 3 3\ 2 3/1, 2 18 9

2 10 4
S=8,+8==+"==-r~13333 u?
1to2=gt+g=g=L b

O N

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.9 (A5) (2,5 puntos) Tenemos dos urnas con bolas de colores. La urna A contiene
3 bolas verdes 5 bolas rojas y 4 bolas azules. La urna B contiene 2 bolas verdes 2 bolas rojas y 3
bolas azules. Se saca, al azar, una bola de la urna A y se mete en la urna B. Posteriormente se
saca una bola de la urna B.

a) (0,5 puntos) Realiza el correspondiente diagrama de &rbol.
b) (0,75 puntos) calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea verde.

¢) (0,5 puntos) calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea verde sabiendo
que la bola extraida de la urna A ha sido roja.

d) (0,75 puntos) Sabiendo que la bola extraida de la urna B es verde, calcula la probabilidad
de que la bola extraida de la urna A haya sido roja.
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Solucion:
Sean V, verde en la urna A, R, roja en la urna A, A, azul en la urna A, V} verde en la urna B,
Ry roja en la urna B y Ay azul en la urna B.

a) El diagrama se encuentra a la derecha. i
3/8
Ry
b) P(Vy) = P(V|Va)P(V,) 4+ P(Va|Ra)P(R,) + P(Viy|Ay) P(Ay) = = 7 s
5.2 + 2.0 + 2 J 0,28125 312 ‘ ‘b
8’1278 128 12 32 28 b
8§ 12 8 12 8 12 2 < Ra%m
1 e y
C) P(%lRa) = Z =0,25 41 o 4‘1;1:
Aq 5
PAIRIP(R) 2% 10 S
d P a = = = — ~ 4 Ap
) P(Rq|V) PV ) 57 = 0,370

Problema 17.1.10 (B5) (2,5 puntos) Tras la realizacién de un estudio, se ha llegado a la conclu-
sién de que el tiempo medio que un adulto aguanta bajo el agua sin respirar es de 45 segundos,
con una desviacion tipica de 7,3 segundos, ajustandose los datos a una distribuciéon normal.

a) (1 puntos) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta mds de 57 segundos.
b) (1,5 puntos) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta entre 39 y 57 segundos.

Solucion:
N(45;7,3)

57 — 45

a) P(X > 57) = P<Z2 ) — P(Z > 1,64) = 1—P(Z < 1,64) = 1 —0,9495

0,0505 = 5,05 % de los adultos aguantaran més de 57 segundos sin respirar.

39 — 45 o7 — 45

b) P(39§X§57):P( <zZ< ):P(70,82§Z§1,64):

P(Z <1,64)—P(Z < —0,82) = P(Z < 1,64)— (1— P(Z < 0,82)) = 0,9495— (10, 7939) =
0,7434 = 74,34 % de los adultos aguantarédn entre 39 de 57 segundos sin respirar.

17.2. Extraordinaria

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder a CUATRO de ellas.
En cada parte debes responder a una tnica pregunta.
En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en orden
hasta llegar al ntimero necesario.
No olvides incluir el c6digo en cada una de las hojas de examen.
No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

@ pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, programable,
@ resolucién de ecuaciones, operaciones con matrices,

@ cdlculo de determinantes,

@ cilculo de derivadas e integrales,

@ almacenamiento de datos alfanuméricos.
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PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.1 (A1)
(1 punto) Discute la existencia de solucién del siguiente sistema en funcién de los valores del
parametro a:

ar+4y+z=3

ar — 5y + 2z = -2

20 —y+3z2=1

Resuelve el sistema, si es posible,
a) (0,75 puntos) cuando o = 0.
b) (0,75 puntos) cuando o = 1.

Solucion:
« 4 11| 3
A= a =5 2|2 i JAl=26—260=0—= a=1
2 -1 3|1

& SiacR— {1} = |A]| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

® Sia=1:

1 4 1] 3 £ 1 4 1] 3
A= 1 5 2|2 |=| B-F |=(0 -9 1|-5 |=
2 —1 3| 1 Fs —2F, 0 -9 1|-5
F 1 4 1|3
5 — 0o -9 1|5 |=
Fs — F 0 000

Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)

a) Cuando a = 0:

=0
dy+2=3 8
Sy +2=-2 = Y= 13
20 —y+3z=1 7
T3
b) Cuando a = 1:
m:z—Ez\
r+4dy+2z=3 g 19
{—9y+z=—5 — ) y=gtgr VACR
z=A

Problema 17.2.2 (B1) Calcula el rango de la matriz A dependiendo de los valores del pardmetro

1 3 4 1
A=|m 2—-m 2 1],
m -2 m—2 1
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Solucion:

1 3 4 1 4 1
|[A1]=|m 2—m 2 | =0;]4z=|m 2 ll=m?-5m+4=0= m=1ym=4
m -2 m-=2 m m—2 1
1 3 1
Azl =|m 2-m 1|=m?-5m+4=0= m=1ym=4,
m —2 1
3 4 1
|Ayl = |2 —m 2 ll=—m?’+5m—-4=0= m=1ym=4
-2 m-2 1

@ SimeR—{1,4} = Rango(A4) = 3.

e Sim=1= H i) = —2 # 0 = Rango(4) = 2.

3

e Sim=4= ‘le _2' = —14 # 0 = Rango(4) = 2.

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.3 (A2) Se consideran las siguientes rectas:

=A
-1 1 *
rExl :y—;— = 21 s=Q y=-2+3A
o z=—14+ )\

a) (1 punto) Determina su posicién relativa.

b) (1,5 puntos) Si dichas rectas se cortan, calcula el dngulo minimo formado entre ambas. En
caso de que no se corten, calcula la distancia entre ambas rectas.

Solucidn:
=1l+p —
-1 y+1 2 )T _{uT:(l,Q,—l)
T =5 —j:>r. y:—1—|—2,u == r: P.(1,—1,0)
z=—p
S A r _ y+2 z+1 ul = (1,3,1)
s:¢ y=-—2+4+3X\ :>SIT: 5 = 1 :S:{J;(O—éy—l)
z=—-14+A e
—
a) P;P.=(1,-1,0) — (0,—-2,—1) = (1,1,1)

1
- = =
it j k
b) Jar xal =1 2 —1||=](5-2,1)] =30
1 3 1
i, 5) = PPy iy ]| 4] 2v30
U Jmxull V300 15



Problema 17.2.4 (B2) Se consideran la recta y el plano siguientes:

r5{2m_y+'z:0 T=2z—3y+ Az =10

r—y+4z=1
a) (0,75 puntos) Calcula el valor del pardmetro A para que la recta r y el plano 7 sean paralelos.
b) (0,75 puntos) Si A = 21, calcula la interseccién del plano 7 y la recta r.

c¢) (1 punto) Si A =1, calcula el punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano

.
Solucion:
r=—14 3\ —
f2r—y+2=0 . _ .{ur:(?),?,l) — o
'{x—y+4z:1 == r: Z:)\2+7)\ = r: Po(=1,-2,0) v ur =(2,-3,A)

) r|r= u Luy = -ty =0= (3,7,1)-(2,-3,A) =6—21+ A=0=—= A =15
Luego 7 : 2z — 3y + 15z = 10, para que r || 7 tiene que cumplir r ¢ 7 = P, & 7, es decir
2:(-1)—3-(-2)+15-0=-2464+0=4#10=1r |«

b) Sustituimos r en 7 : 2z — 3y + 21z = 10:
2(—1+3\) —3(—2+7A) + 21N =10 = A\ =1 = H(2,5,1)

¢) SiA=1= 7:2x— 3y + 2z =10 y seguimos el siguiente método:

@ (Calculamos una recta t 1« tal que O €t

— —3 JUZZ/\
Ui =ur=1(2,-3,1) ] _
t'{Pt:O(0,0,0) = t: Z;)\S)\

@ Calculamos el punto O’ de corte de ¢ con 7

5 10 -15 5
(20) =3(=3N) FA=10= A=2 = O' (=, — 7

@ El punto simétrico O” de O respecto del plano 7 cumple:

oro" . ) (10 ~15 5) (20 -30 10)
5 0 = 0 0 -0 = =) = (0,0,0) =

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.5 (A43) Sea f(x) = 2® + Az* + Bx + C. Las rectas tangentes a la grafica de la
funcién f en los puntos de abscisa x = —1 y = = 2 son paralelas. Ademds, f tiene un extremo
e —1

relativo cuando z = 1y f(0) = h’r%
z—

a) (1,5 puntos) Encuentra los valores de los pardmetros 4, By C.

b) (1 punto) Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la grifica de f en el punto de abscisa
x = —1 para los valores de los pardmetros A = -3, B=0y C = 4.

Solucién:
flx)=2%+ A2 + Bx + C = f'(z) =32° + 242+ B = f"(z) = 62+ 24
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) {f’(—l):f’(2):>3—2A+B:12+4A+B:>—2A:3 A=
F()=0= 3+244+B=0= B= 324 B_0
f'(x)=6x—3= f"(1)=3# 0= z =1 es un extremo.
e2r —1 0] 'l -, 22
110)= 0= iy, == = [g] W1 5 ~2— 0=

3
f(x) =x3—§x2+2

b) f(x) =2% 32> +4 = f'(z) = 32% — 62
a=-1= b= f(a) = f(—].) =0 y—b=m(z—a)
{ m=f'(a) = f'(-1)=9

y—0=9(z+1) = y=92+9
Problema 17.2.6 (B3) Sea f(z) = 2ze 2"

a) (1 punto) Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Encuentra los extremos relativos de f y razona si son méximos o minimos.

c¢) (0,5 puntos) Calcula las asintotas de f.

Solucion:

a) fl(z) =2 (1—42%) =0= z = :I:1

2
(~-3) | (53) | (5)
—00, =5 T 59 50X
2 2°2 2
F@ - T -
f(x) | decreciente N\ | creciente ' | decreciente

11 1 1
La funcién es creciente en el intervalo (—5, 5) y decreciente en el <—<><>7 —5) U (5, oo).

1
b) La funcién tiene un méximo relativo en el punto (576_1/ 2) y un minimo relativo en el

1
(~3—")

c) Asintotas:

@& Verticales: No tiene,

@ Horizontales: y = 0 ya que

; 0.2 3 2z —o01 L'H ., 2
Iim 2ze™2* = lim T = {—} = lim —==0
T——00 T——o00 2% 00 z——o00 4dre®
, o2 ) 2x o071 L'H .,
lim 2xe = lim =|—| = lim —= =0
212 2x2
r—00 00 € o0 xz—o00 4xe

@ Oblicuas: no hay por haber horizontales.
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Representacion grafica:

Miix(0,5;0,6065)
—_

y=0 \

= . / 000,00

\\—/ P

Min(-0,5;-0,6065)

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.7 (A4) Calcula la siguiente integral, y explica el método empleado:

/ xIn® xdx
Solucion:

Integracién por partes: ( / udv = uv — / vdu)

21
uw=In’r = du= nxdz
/xln2xdx: r, =
T
dv =z dr = ’UZ?
1
2212 u=Inr = du= —dx
5 —/xlnxdm: mxg =
dv =z dr = v:?
22In 2 {xQInx 1/ p } _x21n2a: x21nx+£2+c_
2 2 2 ) T T T 2 4 -

222z — 2lnx +1)

1 +C

2

Problema 17.2.8 (B4) Se consideran las curvas de ecuaciones y = %, y=a>+2zrey=3.

a) (1,25 puntos) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por dichas curvas.
b) (1,25 puntos) Calcula el drea de ese recinto.
Solucién:

a) Tenemos:

2
x
& f(x)= 3 pardbola vertical con vértice en (0,0) donde tiene un minimo y pasa por los

1
puntos <i1, §> y (£3,3). Los de abscisa negativa estdn fuera del primer cuadrante.
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& g(z) = 2% + 2z corta al eje de abscisas en los puntos (0,0) y (—2,0) fuera del primer
cuadrante. ¢'(z) =2x+2=0= z=—1ycomo ¢’ (z) =2 = ¢'(-1)=2> 0=
(=1, —1) es un minimo relativo, fuera del primer cuadrante.

@ y = 3 es una recta horizontal que pasa por el punto (0, 3)

@ Los puntos de corte de estas funciones:
2

flz) =9g(z) = % =2 422 = 222+ 60 =0= 2 =0y x = —3 fuera del primer
cuadrante.

flx)=3= % =3 = (43, 3) la negativa estd fuera del cuadrante.

g(x) =3 = 2>+ 22 =3 = (1,3) y (=3, 3) fuera del cuadrante.

@ Con estos datos dibujamos el recinto:

/

Min(1-1)

b) Hay dos recintos Sy : [0, 1] con g(x) — f(z) (la funcién g estd por encima de la f) y Sz : [1, 3]
con 3 — f(x) (la recta y = 3 estd por encima de la f)

1 2 1 2 3 1
x 2z 2x 11
Sy = (2 2——)d:/ <7 2>d:— 2| 2=
1 /o xr° + 2x 3 T ; 3+:c T 9+x0 9

3 2 313
x x 28
52 /1 (3 3) T=3r - L9

11 28 13
S:‘Sl|+‘s2|:§+§=§%4,3333u2

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.9 (B5) Los resultados publicados en diciembre de 2019 sobre la aplicacién de
la vacuna M72 en Sudafrica, Kenia y Zambia revelaron que la probabilidad de quedar protegido
contra la tuberculosis pulmonar activa es de 0,54. Se aplica la vacuna a un grupo de 3289 adultos.

a) (0,5 puntos) Identifica la distribucién correspondiente al ntmero de adultos que quedan
protegidos, y determina sus parametros.

b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva en 1800 adultos.

¢) (1 punto) Calcula la probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva en menos de 1700
adultos.

Solucion:

a) B(3289;0,54)
Como n > 10, np = 1776,06 > 5 y nqg = 1512,94 > 5 —

N (np,\/npq)
B(3280;0,54) """ N(1776,06; 28, 583)
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1799,5 — 1776, 06 1800,5 — 1776, 06
P(X=1 =P : — < Z< : :
b) P( 800) < 28,583 - 28,583

P(Z <0,86) — P(Z < 0,82) = 0,8051 — 0,7939 = 0,0112

1699,5 — 1776, 06
28,583

>:P(O,82§Z§O,86):

c) P(X <1700) =P <Z <
1—-0,9963 = 0,0037

):P(Z§—2,68):1—P(Z§2,68):

Problema 17.2.10 (A5) Sean A y B sucesos aleatorios independientes, siendo sus probabilidades
P(A)=0,7, P(B) = 0,1, y sean A y B los sucesos complementarios de A y B respectivamente.
Calcula las siguientes probabilidades razonadamente, e indica claramente el proceso o ley aplicada:

a) (0,5 puntos AUB),

b) (0,5 puntos

)

d) (0,5 puntos

) ( ) P(
) ( ) P(AUB)
¢) (0,5 puntos) P(AN B),
) ( ) P(ANB),
) (0,5 puntos) P(A

|B),

Solucién:
Por ser A'y B sucesos aleatorios independientes: P(AN B) = P(A)P(B) =0,7-0,1=0,07
P(A)=0,7= P(A)=0,3y P(B)=0,1 = P(B)=0,9

B) = P(A)+ P(B)— P(ANB) =0,7+0,1—0,07 = 0,73

(
=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,07=0,93
= P( )

(

AUB)=1-P(AUB)=1-0,73=0,27
A)— P(ANB)=0,7—0,07 =0,63

229



230



Capitulo 18

Resumenes teoricos

18.1. Algebra

Matrices
matriz A dimension Transpuesta AT dimensién
air - Qin air -0 Aim
mxn nxm

Am1 " Amn apl " Gnm

matriz cuadrada orden identidad matriz triangular
a1 - ain 1 --- 0 a1 - ain

n
ani -+ A 0 --- 1 0 - ann

@ Suma: Tienen que tener la misma dimensién y se suman término a término.

@ Producto de una matriz por un nimero real: Se multiplican todos los términos de la
matriz por ese nimero.

@ Producto de dos matrices: Se desarrolla multiplicando matriz fila por matriz columna de
la siguiente manera:

b1
(ann a2+ am )- : =anbn +aizbar + -+ + a1nbm
bnl
El ntimero de columnas de la primera matriz tiene que ser igual al niimero de filas de la
segunda.
Determinante de una matriz

@ La matriz tiene que ser cuadrada

aip  ai2

a) De orden dos:
az;  G22

= 11G22 — G120G21
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b) De orden tres: (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
a1 @22 Q23 | = Q11022033 + A21032013 + A31G12023—
az1 asz ass

—(a13a22a31 + a23az2a11 + a33a12021)

@ Propiedades:

a+m b+n c+p a b c m n p
a) d e f =|d e f|+| d e f
g h i g h i g h 1
b) |AT] = |A]
¢) |[A-B| = |A|-|B|
d) Si cambiamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo.
e) Si una fila o una columna tiene todos sus elementos igual a cero el determinante vale

cero.
f) Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante vale cero.
g) Si dos filas o dos columnas son proporcionales el determinante vale cero.

h) Si una fila o columna es combinacién lineal de las otras el determinante vale cero.

a b ¢ a b ¢ a b c a b c
)|d e fl=|d e fl+|d e f|= d e f |, es decir, si a una
g h i g h i a b c g+a h+bdb i+c
fila (o0 a una columna) le sumamos otra fila (u otra columna) el determinante no varfa.
a b c a b c a b ¢ a b c
Hld e fl=|d e fl+]| d e f|= d e f , es decir,
g h i g h i ra xb xc g+zxa h+zb i+ zxc

si a una fila multiplicada por un ntimero (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra
columna) el determinante no varfa.

Matriz Adjunta:

@ Adjunto del elemento a;; de una matriz es el valor del determinante resultante de eliminar
la fila 7 y la columna j multiplicado por (—1)**7 y se le denomina Aij.

@ Matriz adjunta. Adj(A) = (4i;)

Calculo del determinate de una matriz por adjuntos:
Se elige una fila o una columna (cualquiera es vélida, siempre serd mejor aquella que tenga més
ceros), escojo la primera fila para el ejemplo:

|A] = a11 411 + a2+ - + a1, A1y
Inversa de una matriz: ‘ "
(Adj(A))
Al
Una matriz tiene inversa si, y sélo si, |A| # 0.

A las matrices que tienen inversa se la llama Regulares y a las que no la tienen se las llama
Singulares.

AT =
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Rango de una matriz

Es el numero de filas linealmente independientes.

De forma practica se calcula por determinantes. Si tenemos una matriz de dimensién 3 X 4 cogemos
matrices cuadradas que tengan el mayor orden posible, tendremos cuatro de orden 3, si el determi-
nante de alguna de ellas es distinto de cero el rango es 3 y habremos terminado, si por el contrario
todas son cero el rango ya no puede ser 3 y buscaremos menores de orden 2. Si alguno de estos
menores es distinto de cero ya habremos terminado, y el rango sera 2, si por el contrario todos son
cero tendremos que buscar menores de orden 1, y en el momento que encontremos alguno distinto
de cero el rango serd 1.

Sistema de Ecuaciones lineales

anrit+ - FamTp = by
am1T1+ - +amnTy = bm
ail N A1n
Matriz del sistema: A =
Am1 Amn
ail N A1n bl
Matriz ampliada: A =
Gmi  ***  Gmn | bm
1
Matriz de variables: X = : ,
Tm
by

Matriz de términos independientes: B = :
bm,
Se trata de una ecuacién matricial: AX = B.
Si |A] #0 = 3A~! y en este caso el sistema se podra resolver de la siguiente manera X = A~'B

Antes de resolver un sistema estudiar si hay ecuaciones nulas, iguales o proporcionales, para el
estudio del rango.

Teorema de Rouché

@ Si Rango(A) =Rango(A4) = n° de incdgnitas se trata de un Sistema Compatible Determinado
(SCD). Y tiene solucién unica.

@ Si Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas se trata de un Sistema Compatible Indetermi-
nado (SCI). Y tiene infinitas soluciones.

@ Si Rango(A) #Rango(A) se trata de un Sistema Incompatible. Y no tiene solucién.

Sistema homogéneos Son aquellos en los que b; = 0, estos siempre tienen solucién z; = zo =
- = &, = 0 solucién trivial, pero en el caso de que de que Rango(4) < m (n° de incdégnitas)
estarfamos ante infinitas soluciones, es decir:
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-

Si Rango(A) = m (n® de incégnitas) = SCD = xy = x5 = - -+ = x,,, = 0 solucién trivial.

Si Rango(A) < m (n° de incdgnitas) = SCI = infinitas soluciones.

Regla de Cramer B
Sea A = (C1,C4,Cs,---,C,, B), entoces sustituimos la columna B en la matriz A por cada una
de las columnas y tendremos:

oy = BiC2Cs Gl €L B Gy Gl [C1 G B
|A| ’ Al D IA]

18.2. Geometria

Vectores
Sean 7 = (U17u27us), 7 = (U17027U3) y W = (w17w2,w3)

-

Uy Uz Uz

7, o y W son linealmente independientes si | v;  we w3 | # 0. En caso contrario uno de
wy w2 w3

los vectores es combinacion lineal de los otros.

7 . 7 = U1V1 + U2V + U3V3

Producto escalar: { 7T = |7||ﬁ| cos o

i j k
Producto vectorial: ? = U XV = u1 uz ug |; el vector 7 es perpendicular a los
(%1 Vo Vs
vectores U y ¥. Se cumple |7 x U| = ||| V| sin .
|7 X 7| = S donde S es el drea del paralelogramo que describen los vectores 0 y o por

paralelelismo. (El drea de un tridngulo serd 55)

Uy Uz U3
Producto mixto: [7,7,?] = | v1 wy w3 | =1V, donde V es el volumen del parale-
w; w2 w3
lepipedo que determinan los tres vectores por paralelismo. El volumen de un paralelepipedo
es también V' = Sy, Altura. Para calcular el volumen de un tetraedro tenemos dos férmulas:

1
Vietraedro = évparalelepfpedo y Vietraedro = ngase - Altura

Ecuaciones

o
Sea la recta r : { uy = (u1, uz, u3)
P.(a,b,¢)
Vectorial Paramétrica Continua General

T =a+ Ay r—a y—-b z-—c
7 =P +\u, y=Db+ uy = =
2 =c+ \us bt Uz us

No hay
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ﬁ = (u1, UQ,Ug)

Sea el plano 7: { U = (v1,va,v3)
P(a,b,c)
Vectorial Paramétrica Continua General

U, vV T —a
us vy y—>b | =0
us Us zZ—C

T =a-+ duy + pug
?:P+/\7+u7 y =0b+ Aug + pvs No hay

z = c+ Aug + pvs Az + By+Cz+D =0
Ideas:
a1 b o
@ Tres puntos Py (ay,by,c1), Po(ag, ba,ca) y Ps(as, bs, c3) no estdn alineados si | az by co | #
az bz c3
0

® El vector u, y la recta r tienen la misma direccion.
& El vector u, = (A,B,C) y el plano 7 : Ax + By + Cz + D = 0 son perpendiculares.

Posiciones de rectas y planos:

_>
— — Uy
—
@ Dos rectas: r : { qj; ;S { 1;35 y P.P;. Construimos la matriz A = u_;
s S
P.P,

Si Rango(A) = 3 = Se cruzan.

S

w
Rango ( u_>r ) = 2 = Se cortan

Si Rango(A) = 2: e .
Rango ( — | =1 = Son paralelas
Si Rango(A) = 1 = Coinciden.
u
@ De una recta r : { Pr y un plano 7 : Ax+ By+Cz+ D = 0: Se pasa la recta a paramétricas

y se sustituye en el plano: A(a + Auy) + B(b + Aug) + C(c + Aug) + D = 0 Al resolver esta
ecuacién pueden ocurrir tres casos:

a) Encuentro un valor de A\ = kK = se cortan. El punto de corte se encuentra sustituyendo
el valor de A en la ecuacion paramétrica de la recta.

b) Encuentro infinitos valores de A = la recta se encuentra contenida en el plano. (La
solucién de la ecuacién queda de la forma 0 = 0)

¢) No existen valores de A = la recta es paralela al plano. (La solucién de la ecuacién
queda de la forma 7 = 0)

@ De dos planos 7 : Alo: + Bly 4+ Ciz+ Dy y 7o : Asx + Boy + Coz + Ds. Puede ocurrir:

A B B Ch
a) R 75 e # — en cualquiera de ellos los dos planos se cortan en
Asy Bg Co
una recta
A B
b) A—; = B; = g; # —— en este caso son paralelos.

c) A = 5 = G _ & en este caso coinciden.
Ag BQ Cg D2
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@ De tres planos my : Ajx+By+Crz+Dq, g : Asx+Boy+Coz+Ds y wg 1 Asx+Bsy+Csz+Ds.
Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y se discute por el teorema de
Roché. Si el sistema tiene solucién unica los tres planos se cortan en un punto. En el caso de
que tenga infinitas soluciones se analizan los planos dos a dos. En el caso de que no tenga
soluciones se analizan los planos dos a dos.

Férmulas:
@ Distancia entre dos puntos: d(A, B) = |@|

H %

) : |PP,. x uy|

@ Distancia de un punto a una recta: d(P,r) = T
u;.

_ |Aa+ Bb+ Cc+ D|
JAZ L B4 C?
PP, a}, )|

@ Distancia entre dos rectas que se cruzan: d(r, s) = ?ﬁr
Uy X Usg

@ Distancia de un punto a un plano: d(P, )

@ Angulo entre dos vectores: cosa = kilki

— =
. Uy * Ug

@ Angulo entre dos rectas: cosa = ]
Up||Us

. u U
@ Angulo entre dos planos: cos @ = —%—"=2-
|t ||t |

— —
. . Uy * Ug
@ Angulo entre una recta y un plano: sina = ———-
ur|[url
P+Q
2

@ Punto mediode Py Q es A=

@ Punto simétrico de P respecto de Q es A =2Q — P
& Esfera: (r —a)? + (y — b)? + (2 — ¢)® = r* es una esfera de centro C(a, b, c) y radio= r.
Ideas métricas:

@ Punto simétrico de P respecto al plano 7:

e Calculo r que pasa por P perpendicular a m, u = ..

e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P -P

@ Punto simétrico de P respecto a la recta 7:
- —
e Calculo 7 perpendicular a r que contenga a P, u; = u,..
e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P"-P
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Recta perpendicular a otras dos que se cruzan (y las corta): Se calcula como interseccién de

u; u
los dos planos 7 : 1T,«> , To: 172
P, P

dondeﬂ:zﬁxﬁg

Recta que pasa por un punto P y corta a dos rectas que se cruzan: Se calcula como interseccién
de los dos planos

PP PP

. — . —
T - Uy 5 T . Ug

P.oP P;oP

Recta paralela a un plano 7 y que corta a otra recta t que a su vez corta a ™ y que pasa por
el punto P:

e Calculo un plano 7’ paralelo a 7 que contenga a P.

e Calculo P’ punto de corte de 7’ y t.

e La recta buscada es la que une los puntos Py P’.
Ecuacién de la circunferencia resultante de cortar una esfera con un plano (vertical u hori-

zontal). Si el plano es z = k, se sustituye en la ecuacién y resulta una circunferencia. Tened
cuidado, el centro de esta circunferencia es (a, b, k).

@ = CP

Plano tangente a una esfera de centro C' en el punto de tangencia P: 7 : .
Contiene a P

Encontrar los puntos de una recta r que estdan a una distancia A de un punto P: Se calcula
la ecuacién de una esfera de centro P y radio A. Se buscan los puntos de corte de esta esfera
y la recta r.

Plano Mediador 7 entre dos puntos P; y P»: Es el lugar geométrico de los puntos P(z,y, z)
que cumplen d(P, P1) = d(P, Ps).

Plano Bisector 7 entre dos planos 71 y mo:Es el lugar geométrico de los puntos P(z,y, z) que
cumplen d(P,m) = d(P, m2).
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18.3. Analisis
Tabla de Derivadas
funcién derivada funcién derivada
y=k y = y=1 y =1
y=azx" y = naz™ ! y = au” y' = nau™ T/
y=utv y =u £ Y = uv Yy =u'v+uw
u’ u u'v —uv’
y= Vu Y =— y=— y=—75—
nvunr—1 v v
u’ o’
y=1Inu y = — y =log, u y =
U wln a
Yy =u’ y =’ (v Inu) +vu’ Tu y = a“ y =va"lna
y=-c" y =u'e” y =sinu y = u cosu
Y = CoSU y = —u'sinu Yy = tanu y = u'sec’u
y = cotu y = —u'csc?u Yy = cscu = —u' cscucotu
7
/ ’ . ' U
=secu = u secutanu = arcsinu = —
y y y V=
/ ul ! u’
e e — = t _
Y = arccosu Y N y = arctan u V=1
Regla de la Cadena y=f(g9(x)) | v =d @) f (g(x))
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Representacion grafica de funciones
Hay que seguir los siguientes pasos:

1 Dominio Buscar Puntos Singulares 2 Signo f()>00 f(x) <0

Corte con OX : f(x) =0
Corte con OY : =0

Par: f(—z) = f(z) con OY

4 Simetria : Impar : f(—z) = —f(z) con O

3 Ptos. Corte

5 Asintotas :

Verticales : x = p
lim f(z) = o0

[L’*}p

Horizontales : y = p
If =

(i @) =p

Si 3y = p = No Oblicuas
Oblicuas : y = mx +n

6 Monotonia :

Creciente : f'(x) >0 ~

Decreciente : f/(z) <0 N\

Si f'(p) = 0 Punto Critico :
Miéximo si f”(p) <0
Minimo si f”(p) > 0

. flx) Pto. Inflexién si
i Ny /") =0y f"(p) #0
n=im_(f{z) - ma)
Céncava : f(x) >0 U
Méximo : 7\ Convexa : f"(z) <0 N
Méximos y de creciente a decreciente | Si f”(p) = 0 Punto Critico :
Minimos Minimo : \, 8 Curvatgag Pto. Inflexién si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9 Periodo : fla+T) = f(x)
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Tabla de Integrales Inmediatas

Tipo Simple Compuesta
et fa+1
Potencial a # —1 / xdr = / fo- fldx
a+1
f . 1 f'
Logaritmica —dz =In|x| dx =1n |f|
x
Exponencial / e dr = e” / f'dx = e’
z : bi
Exponencial / iy = 2 / al - f'dx = @
" Ina Ina
Seno /c srdr =sinx /f’-cosfda::sinf
Coseno / sinz dx = —cosx / f'-sin fdx = —cos f
Tangente sec? dz = tanx / f'-sec? fdr =tan f
/(1+tan2x)d:v:tanx - (1+tan? f) de = tan f
1 Fil
/ p—m dr = tanx cos? ] dx = tan f
Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdr = —cot f
/(1+cot2x)dx:—cotx - (1 +cot? f)dr = —cot f
1 7
/ —— dz = —cotw .f2 dx = —cot f
sin” x sin” f
1 . I .
Arco seno dx = arcsin x \/ﬁ dx = arcsin f

.
dxr = arcsin —
2 a

7
/ fi dx = arcsin i
a2 — f2 a

Arco coseno

dx = arccosx

/ idmzarccosf
iE

x
dxr = arccos —
a2 _ IQ a

dxr = arccos =
a

Arco tangente

dxr = arctan x

1
14 22

e =
/ 1+f2d17arctanf
7

1 T
——— dr = arctan —
a? 4 x2 a

g !
/a2+f2 dx—arctana

Neperiano — Arcotangente

ax? +bx +c

M N
T dr = In+arctanx

: M #0
az? 4 bz + ¢ irreducible
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Definicion de Derivada

f(x) = lim fe+h) - f@) f'(a) = lim flat+h) ~ f(a)

h—0 h h—0 h

Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

lm_ f(z) = lm f(z) = f(a)

r—>a~ r—> a™t

@ Si lim f(z)# lim f(r) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
z—>a~ r—> a™t

punto)

@ Si lim f(z)= lim f(x)# f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
T—>a~ z—>at

en ese punto)
Derivabilidad

Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a”) = f/(a

o flath) = f@) o g flath) = fla)
i G, ) = S

+).

flla™) =

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un méximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a, ], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (a < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abscisas, es decir, 3¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

c € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Célculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /I f(t)dt donde ¢ € [a,b]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, ] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)
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Teorema de integraciéon por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b
/ f'(@)g(w) da = [f(x)g(x)], — / f(x)g'(z) dx
/ wdv = uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)

Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. ST hacemos el cambio de variable ¢ = g(x) se cumple que

b g(b)
/ Fg(2))d (@) dz = / F(t)dt
a g(a)

Limites cuando © — +o
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

m 2@
x— oo Q(gj)

L=

@& lim P(x)= +oo el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
r—>00

mio.

A
& Sin>m=— L :Sign0<§) - 00

& Sin<m— L=

0

A
& Si = — |, = —
[ 1n m B

Si lim P(z)%® =[1°] = ¢*, donde

xTr—>00

A= lim Q(z)(P(z)—1)

r—>00

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

i S [0] o [20] SO L)

Aproximaciones cuando z — 0

sinz ~ x tanz ~ x e ~1l+x log(l+z)~x
x ™
2

a*~1+zlna | arcsinz ~x | cosr ~1— — |arccos~ — — =
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18.4. Probabilidad

Frecuencia absoluta de un suceso A es el numero de veces que se repite dicho suceso

= f(4)

Frecuencia relativa de un suceso A es la proporciéon de veces que ha sucedido A de N ex-
A
periencias = f,.(A) = S
N
Ley de los grandes nimeros: Nh’m fr(A) = P(A)
— 00

Ley de Laplace: P(A) = Numero de casos favorables

Ntmero de casos posibles

) = Espacio muestral es el de todos los sucesos, seria el suceso seguro: P(2) = 1.
() = Espacio vacio es el de ningin suceso, serfa el suceso imposible: P(()) = 0.

Diagramas de Venn: (esquemas usados en la teorfa de conjuntos)

Union de dos conjuntos: Es el total de
todos los elementos del conjunto A con to-

dos los de B: AU B

Interseccion de dos conjuntos: Es el to-
tal de todos los elementos comunes entre los
conjuntos A v B: An B

(i

Sucesos Incompatibles: Dos sucesos son
incompatibles si su interseccion es vacia.

AnNB=0= P(ANB)=10

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

En el caso de que los dos sucesos sean incompatibles la formula quedaria:
P(AuB)=P(A)+ P(B)
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Sucesos independientes: Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).

A es el suceso contrario o complementario

de A:

A=Q—-A— P(A)=1-P(A)

P(ANB)=P(B)— P(AN B)

P(ANTD) = P(A) — P(AN D)

Leyes de Morgan: AUB=ANBy ANB=AUB

Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que ocurra un suceso A sabiendo que ha

P(ANB
ocurrido el suceso B: P(A|B) = (P(:ﬂ)
Teorema de Bayes: P(A|B) = P(B;Lf(l)BJ)D(A)

Teorema de la probabilidad total: Si A; U As U A3 U A4 U A5 = Q y los sucesos A; con
i =1,...,5 son incompatibles dos a dos (interseccién vacia), entonces:

P(A) = P(A1)P(A|A1) + P(A2) P(A|A2) + P(A3) P(A|A3) + P(A4) P(A|Aq) + P(A5) P(A|A5)
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Probabilidad condicionada:
P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

probabilidad total

P(A) = P(A1)P(A|A1)+P(A2) P(A|Ay)+P(A3) P(A)As)+P(A4) P(A|Ag)+P(As) P(A|As)

Organizacién por arboles:

Py A —POH

P{a|B) _ «
P(B) . /
w

Pc) b

PlaC) - @
Cﬁ
P
\b

;

Organizacion por tablas de contingencia:

Renault | Seat | Mercedes | Totales
Blanco 15 20 10 45
Negro 300 455 200 955
315 475 210 1000
20 200 45 210
P(BIS) = 2L, P(N|M)= 20, P(B) = o=, P(M) = 0

475’
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18.5. Estadistica

Graficos:

@ Varable discreta: con diagrama de barras.
zi, p(xi) = pi, Z pi=1
Media = p = Z x;p;, Varianza = o2 = Z pix; — u)2 = Z pixi — 12
Desviacién tfpica = V/Varianza
@ Variable continua: histogramas (intervalos)
Ti, [is

Media = X = szxf Varianza — o2 — 2= f(£f X)? _ sz}f? P

Desviacién tipica = v/ Varianza

Histograma

Habitantes segtin edad media de una poblacién (en miles)

5

™

IS

75

habitantes

- N W

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 £0-70 70-90 90-110
edad media

Distribucién Binomial B(n,p):
n a _n—a
P(X=a)=( u )pq

p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de fracaso. Por ejemplo, si B(7,0,4) =
n="7p=0,4y q=0,6:
P(X=2)= ( ; )0,420,65 =0,261
PX<3)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3),6
P(X<3)=1-PX>3)=1-(P(X=4)+PX=5+PX=6+PX=7)

Su Media= p = np, su Varianza= o2 = npq y su Desviacién Tipica= v/ Varianza.
Distribucién Normal N(u, 0):




N(1.2)

N{p,0) = => N(0,1)

k—
Tipificacién Paso de una normal N(u, o) a otra N(0,1): k — M, si queremos calcular P(a <

g
X < b) y X es de una normal N(u, o) entoces Z seguird una normal N(0, 1)

P(a<X<b)=P(u<Z<a_”)
g (o)

Cuando una distribucién binmial B(n,p) cumple np > 3 y ng > 3, se aproxima a una normal
N (np,/npq), si son mayores de 5 la aproximacién es perfecta.

\
N N©.1

P(Z<a)

P(Z>a)=1-P(Z<a), P(Z<—-a)=1—-P(Z<a)
Pla< Z <b)=P(Z<b)—P(Z<a)

La correccion por continuidad de Yate seguird las siguientes reglas:
Plx=a)=P(a—0,5< X <a+0,5)

P(X <a)=P(X <a+0,5)
P(X <a)=P(X <a-0,5)
P(X >a)=P(X >a+0,5)

P(X>a)=P(X>a—0,5)
Célculo de z,/5 con un Nivel de confianza del 95%: NC = 0,95 = 1 — a (o =Nivel de signifi-

cacién)= «a = 0, 05. Para una distribucién bilateral tendremos % =0,025 = P(Z < z4)2) =

1— % =1-10,025 = 0,975 se busca en la tabla N(0,1) y obtenemos z,/, = 1,96
Para muestras aleatorias de tamaiio n con media X de una N(u, o) la media X se distribuye como

una normal N (,u, L)

vn

g

o

Error: F = 2,2
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Intervalo de Confianza: (X — E,X + E) = <Y - za/z%,y + Za/g\;;> zona de aceptacién
n n

de hipétesis de igualdad de medias.

1—
Proporciones: Sea p proporcién de la muestra de tamano n, se distribuye como una N <p, p(p))
n

p(1 —p)

1-— 1-—
Intervalo de Confianza: (p — E,p+ E) = (ﬁ — Za)2 u,ﬁ + 2a/2 M) zona de
V n V n

aceptacion de hipétesis de igualdad de proporciones.

Error: £ = 2,2
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TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

P(Z<2)=F(z)=

1
N2

; x
je 2 dx

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 05714 05753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 06517
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 06772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
06 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
07 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
09 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
151 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
= 0.8849 0.8669 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.6980 0.6997 0.9015
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 09162 09177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
15 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 09418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
17 0.9554 0.9564 09573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 09625 09633
L 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
19 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
20 09772 09778 09783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 09812 09817
21 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 09878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 09913 09916
24 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 09934 0.9936
2 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
26 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
20 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 09973 09974
28 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
219 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
30 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
al] 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 09993
i 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
2L 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
34 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 09998
3L 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.99938
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