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Capitulo 1

Algebra

1.1. Resumenes teoricos

Matrices
matriz A dimensién Transpuesta AT dimension
air - Qin air -0 Aim
mxn nxm

Am1 " Amn apl " Gnm

matriz cuadrada orden identidad matriz triangular
a1 - am 1 --- 0 a1 - am

n
ani -+ A 0 --- 1 0 - ann

= Suma: Tienen que tener la misma dimensién y se suman término a término.

= Producto de una matriz por un niimero real: Se multiplican todos los términos de la
matriz por ese ntmero.

= Producto de dos matrices: Se desarrolla multiplicando matriz fila por matriz columna de
la siguiente manera:

b1
(a1 a2+ am )- : =anbn +azbar + - + ainbm
bnl
El ntimero de columnas de la primera matriz tiene que ser igual al niimero de filas de la
segunda.
Determinante de una matriz

= La matriz tiene que ser cuadrada

aip  ai2

a) De orden dos:
az;  G22

= 11G22 — G120G21

13



b) De orden tres: (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
a1 @22 Q23 | = Q11022033 + A21032013 + A31G12023—
az1 asz ass

—(a13a22a31 + a23az2a11 + a33a12021)

= Propiedades:

a+m b+n c+p a b c m n p
a) d e f =|d e f|+| d e f
g h i g h i g h 1
b) |AT] = |A]
¢) |A-B| = |A|-|B|
d) Si cambiamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo.
e) Si una fila o una columna tiene todos sus elementos igual a cero el determinante vale

cero.
f) Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante vale cero.
g) Si dos filas o dos columnas son proporcionales el determinante vale cero.

h) Si una fila o columna es combinacién lineal de las otras el determinante vale cero.

a b ¢ a b ¢ a b c a b c
)|d e fl=|d e fl+|d e f|= d e f |, es decir, si a una
g h i g h i a b c g+a h+bdb i+c
fila (o0 a una columna) le sumamos otra fila (u otra columna) el determinante no varfa.
a b c a b c a b ¢ a b c
Hld e fl=|d e fl+]| d e f|= d e f , es decir,
g h i g h i ra xb xc g+zxa h+zb i+ zxc

si a una fila multiplicada por un ntimero (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra
columna) el determinante no varfa.

Matriz Adjunta:

» Adjunto del elemento a;; de una matriz es el valor del determinante resultante de eliminar
la fila 7 y la columna j multiplicado por (—1)**7 y se le denomina Ajj.

» Matriz adjunta. Adj(A) = (4i)

Calculo del determinate de una matriz por adjuntos:
Se elige una fila o una columna (cualquiera es vélida, siempre serd mejor aquella que tenga més
ceros), escojo la primera fila para el ejemplo:

|A] = a11411 + a2+ - + a1, A1y
Inversa de una matriz: ‘ "
(Adj(A))
Al
Una matriz tiene inversa si, y sélo si, |A| # 0.

A las matrices que tienen inversa se la llama Regulares y a las que no la tienen se las llama
Singulares.

AT =

14



Rango de una matriz

Es el numero de filas linealmente independientes.

De forma practica se calcula por determinantes. Si tenemos una matriz de dimensién 3 X 4 cogemos
matrices cuadradas que tengan el mayor orden posible, tendremos cuatro de orden 3, si el determi-
nante de alguna de ellas es distinto de cero el rango es 3 y habremos terminado, si por el contrario
todas son cero el rango ya no puede ser 3 y buscaremos menores de orden 2. Si alguno de estos
menores es distinto de cero ya habremos terminado, y el rango sera 2, si por el contrario todos son
cero tendremos que buscar menores de orden 1, y en el momento que encontremos alguno distinto
de cero el rango serd 1.

Sistema de Ecuaciones lineales

anrit+ - FamTp = by
am1T1+ - +amnTy = bm
ail N A1n
Matriz del sistema: A =
Am1 Amn
ail N A1n bl
Matriz ampliada: A =
Gmi  ***  Gmn | bm
1
Matriz de variables: X = : ,
Tm
by

Matriz de términos independientes: B = :
bm,
Se trata de una ecuacién matricial: AX = B.
Si |A] #0 = 3A~! y en este caso el sistema se podra resolver de la siguiente manera X = A~'B

Antes de resolver un sistema estudiar si hay ecuaciones nulas, iguales o proporcionales, para el
estudio del rango.

Teorema de Rouché

» Si Rango(A) =Rango(A4) = n° de incdgnitas se trata de un Sistema Compatible Determinado
(SCD). Y tiene solucién unica.

» Si Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas se trata de un Sistema Compatible Indetermi-
nado (SCI). Y tiene infinitas soluciones.

= Si Rango(A) #Rango(A) se trata de un Sistema Incompatible. Y no tiene solucién.

Sistema homogéneos Son aquellos en los que b; = 0, estos siempre tienen solucién z; = zo =
- = &, = 0 solucién trivial, pero en el caso de que de que Rango(4) < m (n° de incdégnitas)
estarfamos ante infinitas soluciones, es decir:

15



= Si Rango(A) = m (n° de incdgnitas) = SCD = 1 = x93 = - - = x,,, = 0 solucién trivial.
» Si Rango(4) < m (n° de incégnitas) = SCI = infinitas soluciones.

Regla de Cramer
Sea A = (C1,C4,Cs,---,C,,, B), entoces sustituimos la columna B en la matriz A por cada una
de las columnas y tendremos:

o IBC Gy Gl [CLB G Gl |GG B
A 7

16



1.2. Andalucia

1.2.1. Modelo
Problema 1.2.1 Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
me+2y—z=1
or —4dy+22=0

2
x+3my=m+g

a) Discute el sistema segin los valores de m.

b) Resuelve el sistema para m = 0. {Hay alguna solucién en la que x = 07 En caso afirmativo,

calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Solucion:

a)
m 2 -1 1

A= 5 —4 2 0
1 3m  0|m+2/5

Al = =3m(2m +5) =0 =

Sim#0ym# 3 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema

compatible determinado.

Sim =0:
0o 2 —-1]1 1 0 0]2/5
A= 5 —4 0 :{?:?}: 0 2 -1 1 |=
1 0 0]2/5 3 ! 5 —4
ha) 1 0 0|25 o
5 =l o 2 —-1]1 |= b —
Fs —5F, 0 —4 2| -2 Fy+2F, |
10 0]2/5
0 2 —-1] 1 — Sistema Compatible Indeterminado
00 0O
b)
Sim=—=:
im 5
B —5/2 2 1| 1 Il
A= 5 -4 2 0 =| h+2F | =
1 -15/2 0 | —21/10 F3
—5/2 2 1] 1
0 0 O 2 —> Sistema Incompatible

1 —15/2 0 | —21/10

17



b) Sim =0:

2

=

20 —2z=1 5

5 —4y+22=0 1
75

z=A

2
El valor de z es de R no puede ser nunca x = 0.

Problema 1.2.2 En una empresa se fabrican tres tipos de productos plasticos: botellas, garrafas
y bidones. Se utiliza como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar
cada botella se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidén. El
gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por 1dltimo, se
sabe que por motivos de capacidad de trabajo, en las maquinas se producen en total 52 productos
cada hora.

(Cuantas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora?

Solucién:

Sean x el numero de botellas, y el nimero de garrafas y z el nimero de bidones.

50z 4+ 100y + 1000z = 10000 x + 2y + 20z = 200 =30
r =2y —<{ z-2y=0 y=15
r4+y+z=2>52 r+y+z=>52 z2="7

Produce 30 botellas, 15 garrafas y 7 bidones.

1.2.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.2.3 Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales

r—y+mz=-3
—-mx+3y—z=1
z—4y+mz=—6

a) Discute el sistema segin los valores de m.
b) Para m = 2 resuelve el sistema, si es posible.
Solucién:

a)
1 -1 m| -3

-m 3 —-1]1 Al =3m? -3=0—=
1 -4 m| -6

|
Il

m=-1, m=1

Sim# —1ym # 1 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sim=—1:
1 -1 —-1|-3 Fi 1 -1 —-1|-3
A= 1 3 —-1] 1 =| Ih—-F | = 0 4 0| 4 =
1 -4 —-1|-6 F; — F; 0 -3 0] -3
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Fi 1 -1 -1|-3
F = 0 4 0| 4 =
4F5 + 3F5 0 0 0| 0

Sistema Compatible Indeterminado

Sim=1:
1 -1 1|3 I3
A= -1 3 -1]| 1 =| Kh+F | =
1 -4 1 |-6 F3;— Fy
1 -1 1|-3 Fy
0 2 0] -2 = F =
0 -3 0|-3 2F3 + 3F;
1 1 1| -3
0 2 0| =2 — Sistema Incompatible
0 0 0|-12
b) Sim = 2:
r—y+2z=-3 =2
—2x+3y—z2=1 = y=1
r—4y+2z=—6 z=-2
Problema 1.2.4 Considera la matriz A= +vm m 1 |, donde m > 0.
vm 1 m

a) ¢{Para qué valores de m tiene inversa la matriz A?

b) Para m = 4 resuelve, si es posible, la ecuacién matricial AX = 127, donde I es la matriz
identidad de orden 3.

Solucién:
a) [Al=m(m—-1)?=0= m=0ym=1= A ' Ym e R - {0,1}
5/12 —-1/6 —-1/6
b) Sim=4=— 34"'=( -1/6 1/3 0
1/6 0 1/3
5/12 —-1/6 —-1/6

AX =121 = X =124"' =12 -1/6 1/3 0 | =
1/6 0 1/3

5 -2 =2
X = -2 4 0
-2 0 4



1.2.3. Convocatoria Extraordinaria
. . 1 0
Problema 1.2.5 Considera las matrices A = < >, B=

2 1
1 0 -2
yC—(2 ~1 —1)

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa.

b) Para a = 1 calcula X tal que AXB = C, si es posible.

N N =
N Q=
o~ Q

Solucién:

a) |B|=2a(2—a)=0= a=0ya=2.
Sia=0o0a=2= |B|=0= AB"*

b) Sia=1= A 'AXBB '=A"'CB!'= X=A"'CB™"!

X =A1 ¢C.p!
2%3 2x2 2x3 3x3

1oy taoo — (b
X:(—z 1) (2 -1 —1) 2\ I I
2 20
(1 0) (1 0 —2) _11 _11 1(/)2 :<—3 1 1)
2 1/\2 -1 -1 1 0 —1/2 -10 5 2
a b c
Problema 1.2.6 Sesabeque | p ¢ r |=—-2.
T Yy =z
a c b
a) Calcula: 2x 2z 2y
—3p —3r —3q
z a—3p —2a
b) Calcula: | y b—3¢g —2b
z c¢c—3r —2c
Solucién:
a c b a b a b c
a) 2 2z 2y |=-6|lx z y|=6lx y z|=
—-3p —-3r —3q progq p q T
a b c
—6|p q 7 |=12
T Yy z
r a—3p —2a T Y z
b) |y b—3¢ —-2b|=|a—3p b—3¢ c—3r |=
z c¢c—3r —2c —2a —2b —2c
x Y z a b c
—2la—3p b—3q ¢c—3r |=2|a—3p b—3q c—3r |=
a b c x Y z
a b ¢ a b ¢
2 a b c¢c|-3|p q r =2-(04+6)=12
T Yy z x Yy z
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1.3. Aragén

1.3.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.3.1 Dada la siguiente matriz: A =

—_ O =
o O =
— = O

a) Resuelve la ecuacién matricial AX — 21 = A% donde I es la matriz identidad de orden 3.

b) Analiza el rango de la matriz A — mB | segin los valores de m € R, siendo A la matriz del

0 -1 0
apartado anterior y B = 1 0 1
0 -1 0

Solucion:

a) AX —2l = A? = AX = A 4+ 2] = A'AX = A1 (A% +2]) = X = A1 (A% +20)

1 —1 O 0 -1 1
A= 0 = A~! -1 -1 1
1 0 1 0
X:A1A2+21 =
0 -1 1 -1 0 1 -1 0 1 0 O 1 -3
-1 —1 1 0 1 0 0 1 +2 01 0 = —2 2
0 0 1 1 0 0 0 1 1 2
-1 0 0 -1 0 1 m-—1 0
b) A—mB = 0 01 |J-m{1 o1 ])=-m o0 1- |A—mB|
1 0 1 0 -1 0 1 m 1
m?—1=0= m=+1
& Sim#lym#—-1= |A| # 0= Rango(A) =3
@& Sim=1:
100 o
A-mB=| -1 0 0 ,A|:O’ 1 1‘:—17&0:>Rango(A—B):2
1 1 1
& Sim=-1:
1 -2 0 1 0
A-mB=[ 1 0 -2 ,|A:O‘1 1’:—17&0:>Rango(A+B):2
1 -1 1

Problema 1.3.2 Se pide:

1 1 1
T Yy =z
a b ¢
| —a+2 —c+2 —-b+2

a) Sabiendo que = —2, calcule justificadamente

x/2 z/2 y/2
3 3 3
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b) Comprueba que la matriz B es invertible y calcula su inversa, siendo

3 2 0
B= 01 -1
5 3 -1
Solucién:
—-a+2 —c+2 —-b+2 —-a+2 —c+2 —-b+2
a) x/2 z/2 y/2 | = 3 x z y =
3 3 3 1 1 1
3 1 1 1 3 1 1 1
—-a+2 —c+2 —-b+2 —-a+2 —-b+2 —c+2
1 1 1 1 11 1 11
3 3
B T oy z |+|lx y z =—3|* Y 2 :—5(—2):3
—a —-b —c 2 2 2 a b c
b) |B|=-4#0= 3B7!
3.2 0 ~1/2 —1/2  1)2
B=| 01 -1 |= B'= 5/4  3/4 —3/4
5 3 -1 5/4 —-1/4 -3/4
Problema 1.3.3 Dado el siguiente sistema:
—x+3y+z2=5
2+ az = —4

der—3z=a+1

a) Discute segiin los valores de a € R que tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve el sistema para a = 1.

Solucién:

a)

\ -13 1| 5 5
A= 2.0 a| 4 )i [A=120+18=0=a=—]
40 -3|a+1

» Sia# fg = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema

es compatible determinado. (Solucién tinica)

. 3
= Sia= 5
-1 3 1 5 Fy
A= 2 0 -3/2 —4 = | Fh4+2F | =
4 0 -3 |-1/2 Fs+4F;
-1 3 1 5 Fi
0 6 1/2 6 = Fy =
0 12 1139/2 F5; — 2F



0 6 1/2] 6 = Sistema Incompatible

b) Sia=1:
—x+3y+z2=5 r=-1
20+ 2z =—4 = y=2
dr —3z2=2 z=-2

1.3.2. Convocatoria Extraordinaria

o . 1 k
Problema 1.3.4 Dada la siguiente matriz: A = ( 1 ka1 )

a) Determina el valor de k € R para que se verifique A% = 3], donde I es la matriz identidad
de orden 2.

b) Calcula, para k = 0, la matriz B" con B = 2A — I, siendo I la matriz identidad de orden 2,
yneN.

Solucion:

2
) 1k > _(3 o>
”*4‘3I:$(44 k+1) Vo 3

1-k=3
1-k  k(k+2) )_(3 0) k(k+2)=0
(—k—2 Rak+1) - \o0o 3)77 ) =k—2=0
K +k+1=3
k=—2

| 10 10 10
ysik=0=n=2( 1 9)-(29)=(37)
0
1

() el )= 1)
B “( a1 )Pl 1) ey

Problema 1.3.5 Dadas las siguientes matrices:

l-m 1 10 11 1
A= 2 2m |, B=|01]),c=[011
m—1 1 1 0 00 1

a) Estudia, segin los valores de m € R, el rango de la matriz P = ABT 4+ C, donde BT es la
matriz traspuesta de B.

b) Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.

Solucion:
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1-m —1 L o1 111
a) P=ABT +C = 2 2m (0 ) 0)+ 011 |=
m-1 1 00 1
2—m 0 2—m
P = 2 2m+1 3
m—1 1 m

[Pl=2m(2-m)=0= m=0ym=2

e SimeR—{0,2} = |P|# 0=-Rango(P) =3

2 0 2
& Sim=0=— |P|l=0yP=| 2 1 3 |,
1 1 0
2 0
el menor 9 1 =2 # 0 = Rango(P) =2
0 0 0
& Sim=2=— |P|l=0yP=| 2 5 3 |,
1 1 2
2 5
el menor 5 1 ‘——37&0:>Rango(P)—2
101 0 1/2 —3/2
by Sim=1=P=| 2 3 3 |=P'=| -1 1/2 —-1/2
0 1 1 1 -1/2  3/2
Problema 1.3.6 Dado el siguiente sistema:
z4+ay+z2z=0

z4+y+a®z=0
rz+y+2az=0

a) Discute segin los valores de a € R que tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve el sistema para a = 0.

Solucién:
Se trata de un sistema homogéneo y no puede ser incompatible.
a)
1 a 1
A= 1 1 a i JAl=a*—-3a*+20=0= a=0,a=1,a=2
1 1 2a

@& SiageR-{0,1,2} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = n°® de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado.
(Solucién trivial z =y = z = 0)

& Sig=0:

F

A=

—
= O

3 — Fy
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O~ =
o~ O

1
0 — Sistema compatible indeterminado
0

& Sig=1:

11
A= 1 11 — Sistema compatible indeterminado
1 1

@& Sig=2:

121 2}
A= 1 1 4 |= Py -
11 4 Py — I

1 2 1
1 1 4 — Sistema compatible indeterminado
0 0 O

b) Sia=0:
{x—i—Z—O £ xii
r+y= Z;i

1.4. Asturias

1.4.1. Convocatoria Ordinaria

-1 -1 2
Problema 1.4.1 Seaa € Ry P = 0 1 2
-1 -1 a

a) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
b) Para a = 1 jexiste P~'? En caso afirmativo calcilala.

¢) Calcula, en caso de que exista, los valores de a tal que det(P) = det(P™1).

Solucion:

a) |[Pl=2—a=0= a=2
Sia# 2= |P|# 0= Rango(P) =3

Sia:2:>|P|:0yelmenor‘_(1) _1‘:—17&Oz>Rango(P)=2
b) Sia=1= |P|#0= 3P!
-1 -1 2 3 -1 —4
P= 0 1 2 |=P'!'= -2 1 2
-1 -1 1 1 0 -1
1
c) |P|:\P_1|:m:>|P|2:1:>(2—a)2:1=>a2—4a+3:0:azlya:3
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Problema 1.4.2 Dado a € R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:

—zr+2y=-1
—r+2y+2z=1
ar — 2y +z=2

a) Discute el sistema segin los valores de a.

b) Estudia si es posible encontrar un valor de a para el cual la solucién del sistema verifique que
z=0.

c¢) Sia =0, resuelve el sistema si es posible.

Solucién:
a)
/-1 2 0|1
A= -1 2 2|1 |Al=4a—-4=0=a=1
a —2 1| 2

Sia#1= |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sia=1:
-1 2 0| -1 Py -1 2 0] -1
A= -1 2 211 =| Fb—F | = 00 2| 2 =
1 -2 1] 2 F3+ Fy 00 1|1
13 -1 2 0|-1
Fy = 0 0 2| 2 =
2F3 — Fy 0 0 0] O
Sistema Compatible Indeterminado
b) Six =0:
2y =-1 z=0
y+2z=1 =< y=-1/2
—2y+z=2 z=1

Estos valores cumplen las tres ecuaciones.

c) Sia=0:
—r+2y=-—1 z=0
—z+2y+2z2=1 =< y=-1/2
—2y4+2z=2 z=1

1.4.2. Convocatoria Extraordinaria

-1 -1 =2
Problema 1.4.3 Dado x € R y las matrices A = -1 -1 -3 |,
1 2 1
1
B= -1 yC:(l -1 1).
1
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a) Calcula los valores de = para los cuales la matriz A no posee inversa.
b) Calcula el rango de A segun los valores de x.

¢) Para x = 1, calcula en caso de que sea posible A- By A-C o indica por qué no se puede
realizar.

Solucién:
a) [Al=2—1=0= z=1,luegosi x =1 = BA™!

b) [Al=z-1=0= 2=1
Siz# 1= |A| # 0 = Rango(A) =3

Siz=1= |A| =0y el menor :i _é’:—l#OzRango(A):2
-1 -1 -2
¢) Siz=1= A= -1 0 -3
1 2 1
A .- B =AB
3x3 3x1 3x1
-1 -1 =2 1 —2
-1 0o -3 |- -1 = —4
1 2 1 1 0
3x3 3x1 3x1
31;13 . 1€3 no se pueden multiplicar, el nimero de columnas de A no coincide con el nimero de
filas de C

Problema 1.4.4 Dado m € R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:

20 +y+z2=1
T+2y+z=-1
3x+3y+2z=m

a) Discute el sistema segin los valores de m y resuélvelo en los casos en los que sea posible.

b) Estudia si es posible encontrar una solucién en la que z = 3.

Solucién:
2 1 1] 1 Fi 2 1 1 1 Fy
a) A = 1 2 1]-1 = 2Fy — Fy = 0 3 1 -3 = Fy =
33 2| m 2F3 4+ 3F 0 3 1|2m-—3 F;— Iy
2 1 1] 1
<O 3 1| -3
0 0 0|2m
Si m = 0 = Sistema compatible indeterminado.
Si m # 0 = Sistema incompatible.
Para m = 0:
20 +y+z=1 z=2+2
{x+2y+z:—1 = y=AX
z=-3—-3\
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z=0
b) Paraz=3=—=3=-3-3\= A=-2=— ( y=-2
z=3

1.5. Cantabria

1.5.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.5.1 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro t.

tr+y—22=0
r+y—tz=-—1
r+y+z=t

a) Determine para qué valores de ¢ el sistema tiene solucién tnica. Resuélvalo para t = 0 si es
posible.

b) Determine para qué valores de ¢ el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c¢) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucién.

Solucion:

a)

t 1 =210
A= 1 1 —t|-1 ); |[Al=*-1=0= t=+=+1
11 1|t

Sit#+1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)
Sit = 0 el sitema tiene solucién unica es SCD:

y—22=0 T =-3
r+y=-1 — y =2
r+y+2=0 z=1
b) Sit=—-1:
-1 1 =2| 0 I3 -1 1 =2] 0
A= 11 1|-1 )= F = 11 1|/-1 |=
11 1] -1 F3—Fy 00 0|0
P -1 1 =20
o+ Fy = 0 2 —-1|-1 —
F3 00 0]0
Sistema Compatible Indeterminado
{—x+y—22=0 ;i;z_g/\
rry+z=-1 =142\

Problema 1.5.2 Sean las matrices A = ( _3 _g )7 B= ( _} _g )



a) Compruebe que las matrices A y B son regulares.
b) Calcule las matrices inversas de A y B.

c¢) Despeje X en la ecuaciéon matricial AXB = A'—3B en donde A’ denota la matriz traspuesta
de A.

d) Calcule X.

Solucién:

a) Una matriz es regular si tiene inversa. Es decir, tiene que ser una matriz cuadrada con
determinante distinto de cero.

|Al = -1 # 0= JA™' = A es regular.
|B| =1# 0= 3B~' = A es regular.

2 3 _1_( P
<f1 f2>:>A 1
1 -3 _1_( P
< 1 2>:>B A

¢) AXB=A'-3B=— A'AXBB'=A"YA"-3B)B"! =
X=A"1A"-3B)B™!

=0 S0 ) B)I0T 3)-
(5 2)0 )03 )-8 35)

1.5.2. Convocatoria Extraordinaria

b) A

B

— w N W

)
)

Problema 1.5.3 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro t.

tr+y+z2=4
r—ty+z=1
TH+y+z=1t+2

a) Determine para qué valores de ¢ el sistema tiene solucién unica.
b) Determine para qué valores de ¢ el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
¢) Determine para qué valores de ¢ el sistema no tiene solucién.

Solucién:

a)

B t 1 1| 4
A= 1 —t 1] 1 ;s JAl=1-=0= t==1
11 1|t+2

Sit#+1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incdégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)
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b) Sit=—1:

1 114 3 -1 1 1|4
A= 1 1 1|1 |=| Fbo+F | = 0 2 2|5 | =
1 1 111 Fs+ Fy 0 2 2|5
Fi -1 1 114
5 = 0 2 2|5 —
Fy—Fy 0 0 0|0
Sistema Compatible Indeterminado
3
r=—=
2
{—x+y+z:4 b 5
20+22z=5 yzif)\
z=A
c) Sit=1:
1 1 114 F 1 1 1] 4
A= 1 -1 111 =| Fa—F | = 0 -2 0] -3 ==
1 1 113 F;— Fy 0 0 0]-1

Sistema Incompatible

Problema 1.5.4 Sean las matrices A = ( _} (2) ), B= ( 3 (1) ), C

a) Calcule A? y comprueba que es regular.

b) Calcule la matriz inversa de A%

c¢) Despeje X en la ecuacién matricial A’ X +B=C.

d) Calcule la matriz X de orden 2 x 2, que verifica A2X + B = C.

Solucion:

a) Una matriz es regular si tiene inversa. Es decir, tiene que ser una matriz cuadrada con
determinante distinto de cero.

|A?| = |A]? =4 # 0= 3(A%) 7! = A? es regular.

b) AQ:( I 2):‘“‘2)71:(3/}1 1/2)
c) A’°X+B=C= A’X=C-B= X =(A*)"YC - B)
0 x=(yn )10 1) 1))

(3/411 1/2)(—2 (2)>:<—1/g 3/3)
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1.6. Castilla La Mancha

1.6.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.6.1 Se pide:

a) Encuentra todas las matrices X que conmutan con la matriz
2 0
a=(1 1)

b) {Existe alguna matriz simétrica que conmute con A y cuyo determinante valga 47

Solucion:

b

a
a)SeaXf(c d

)yAX:XA:>

(2 0)(a b>_<a b)(2 0):>
1 -1 c d/) \c d 1 -1
2a =2a+b
( 2a 2b)_<2a+b —b>:> 2b = —b N
a—c b—d /) \ 2c+d —-d a—c=2c+d
—d=—d
b=0 _( 3c+d O
{a:30+d :X_( c d)

b) Para que sea simétrica c =0y |X|=dB3c+d) =4 = d* =4 = d = +2

x=(532) 0 x=(7 )

Problema 1.6.2 Estudia el rango de la matriz M en funcién del parametro m € R, siendo

2 m 0 1
M = 2 1 0 m
4 1 m 2

Solucién:
Se trata de una matriz 3 x 4 = Rango(M) < 3

2 m 0
[Mi|=12 1 0|=2m(l-m)=0= m=0, m=1
4 1 m
2 m 1 1
IMal=1]2 1 m|[=22m*-3m+1)=0= m=_, m=1
401 2 2
2 0 1
[Mzl=12 0 m |=2m(1-m)=0= m=0, m=1
4 m 2



m 0 1
IMyl=| 1 0 m|=m(l-m?)=0= m=-1, m=0, m=1
1 m 2
El tnico valor que anula los cuatro determinantes es m = 1 y el menor i 1 ‘ = -2 #0.

Concluimos:
Sim # 1 =-Rango(M) =3y si m =1 = Rango(M) = 2.

Problema 1.6.3 Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos
cuadernos y una agenda. ; Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en cénti-
mos todos son miltiplos de 507

Solucién:
Sean x el precio de un lapiz, y el precio de un cuaderno y z el precio de una agenda.
r=A
(reream {370
yre= 2 =500 — 6A
500 ).
Comoz>0,y>0yz>0= 0< A< — y A es multiplo de 50 = A =50

Luego los lapices cuestan 0,50 €, los cuadernos 1,5 € y la agenda 2 €.

1.6.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.6.4 Se pide:

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R

r+2y+3z=a+1
ar+2z=0
r+y+2z=1

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 1, si es posible.

Solucion:
a)
1

a+
0 ; |4=1-a=0=a=1
1

B 1 2 3
A=| a 0 1
1 1 2

® Sia#1=— |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

@& Sig=1:
1 2 3|2 F 1 2 3| 2
A= 1 0 110 =| FKh-F | = 0 -2 —-21|-2 =
1 1 211 Fs— Fy 0 -1 —-1]-1
F 1 2 3| 2
£ -0 —2 2|2 |=
2F3 — Fy 0 0 0| 0

Sistema Compatible Indeterminado
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b) Sia=1:

{a:+2y—|—3z:2 x_l—i/\
r+2z=0 y=
z=A

Problema 1.6.5 Sea el determinante

— 2 8

[\CRES NG

W o
Il
N

donde z,y, z,a,b, c € R Calcula razonadamente (e indicando las propiedades de los determinantes
que utilizas) el determinante
1 2 3
a—2 b—4 c—6
2x 2y 2z

Solucién:
1 2 3 T Y z
a—2 b—4 c—6|= }T;;r];?’}:—Q a—2 b—4 c—6|=
2 2y 2 S 1 2 3
oy z| |l oy 2 B
[desdoble de Fr] = -2 ||la b ¢|—1|2 4 6 :{FdQe;_ﬂgg}:
1 2 3 1 2 3 o
Ty z
—2la b ¢|=-2-2=—-4
1 2 3

Problema 1.6.6 Despeja la matriz X de la ecuaciéon matricial AX + B = X, siendo X, Ay B
matrices cuadradas cualesquiera. Calcula X para las matrices

4= 3): 8= %)
A B ok AX X = B (A D)X= B X = (A— DB
== ) G- e -7 )
1.7. Castilla Leon

1.7.1. Modelo
Problema 1.7.1 Se pide:

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segtn los valores del pardmetro A.

A+z=1

r+y+iz=1

r—y+z=1
b) Resolverlo para A =1
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Solucion:

B A0 11
a) A= 1 1 X1 |4 =N +1-2=0= A=-2y)=1
1 -1 1]1

» SiA# -2y \A#1= |A] # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s SiA=-2:
B -2 0 1|1 P -2 0 1]1
A= 1 1 =211 =| 2Fh+F | = 0 2 -31|3 =
1 -1 1]1 2F5 + Fy 0 -2 313
P -2 0 1)1
F = 0 2 =33 = Sistema incompatible
s+ Fy 00 06
s SiA=1:
B 1 0 111 P 1 0 1|1 P
A= 1 1 171 = | IKh-F | = 0 1 0]0 = Fy =
1 -1 11 F3 — Fy 0 -1 010 34+ F
1 0 11
01 00 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0|0
b) A=1
r+z=1 r=1-t
r+y+z=1 = y=20
r—y+z=1 z=1

Problema 1.7.2 Dadas las matrices A = < ; § )7 B= ( 1 (1) > vy M= ( Cll 11) )7 calcilense

a 'y b para que se verifiquen |[MA| =2y |M + B| = 3, donde se esta usando la notacién habitual
(con barras verticales) para denotar al determinante de una matriz.

Solucién:
1 1Y (1 2 3 7
MA|_‘<a b><2 5)’_ a+2b 2a+5b‘_b_a_2
11 10 21
M+B|—‘(a b)—i—(l 1> =l a1 b+1'——a+2b+1—3:>—a+2b_2

{—a—l—b:Q N { a=—2
—a+2b=2 b=0

1.7.2. Convocatoria Ordinaria

20+ 2my — 2z =0
Problema 1.7.3 Dado el sistema: T+2y+mz=0
r—my+mz=0
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a) Discute el sistema segin los distintos valores de m.
b) Resuelva el sistema si m = —2.

Solucién:
Se trata de un sistema homogéneo.

2 2m -1 1
a) A= 1 2 m ,|A\=2m2+5m+2=0=>m:—2ym=—§.

1 —m m
1
= Sim#£-2ym# -5 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = n? de incdgnitas y el sistema

es compatible determinado. (Solucién dnica, la trivial: z =y = 2 = 0)

1
n S' = ——
im 5
2 -1 -1 F 2 -1 -1
A= 1 2 —1/2 =| 2, - F | = 0 5 0 =
1 1/2 -1/2 2F; — Fy 0 2 0
Fy 2 -1 -1
Fy = 0 5 0 =
5F3 — 2Fy 0 0 0
Sistema compatible indeterminado
» Sim=-2:
2 -4 -1 o) 2 4 -1
A= 1 2 -2 = Fy = 1 2 =2 =
1 2 =2 F; — Fy 0 0 0

Sistema compatible indeterminado

Un sistema homogéneo no puede ser incompatible.

b) m=-2:

5

=-A

T

2r —4y—2z=0 3
{x+2y—2z:0 e yzg)\
z=A

Problema 1.7.4 Dada la matriz A = ( g Lll ), calcule el valor de a que hace que:

2 _ 41 03)
A=A +(0 0
Solucién:
Ag_(a a>(a a)_(a2 a2+a)
N0 1 01/ \o0 1
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A_1:< léa —11 )

2 a-1 03) (a2 a2+a)_(1/a —1) (0 3)
A’AJF(00:>01*01+00:>

a?+a=2

1.7.3. Convocatoria Extraordinaria
Problema 1.7.5 Se pide:

a) Discuta segin los valores del pardmetro m el sistema de ecuaciones lineales:

r+y+mz=4
2 —y+22z=3
rT—2y+2=0
b) Resuélvalo para m = 2.
Solucion:
B 1 1 m|4
a) A= 2 -1 2|3 |, |A|=3-3m=0= m=1.
1 -2 110

» Sim# 1= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

= Sim=1:
1 1 114 P 1 1 1| 4
A= 2 -1 23 =| Fh—-2F | = 0 -3 0|-5 =

1 -2 110 F3;— Fy 0 -3 0|4
R 1 1 1] 4
Fy = 0 -3 0|5 ==
F;—F, 0 0 0|1

Sistema Incompatible
b) m =2

r+y+2z2=4 r=1
2t —y+2z2=3 = y=1
r—2y+2=0 z=1

Problema 1.7.6 Se pide:

N W

a) Dadas las matrices A = ( Lo ), B = ( (1) g ), C = ( ; ), héllese la matriz X tal

1 1
que AX+B=C
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-1 1 0 3 4

cuales de los productos M N, M P, NP pueden calcularse, y calcilense cuando se pueda.

1 0 1 1 2 L0
b) Dadas las matrices M = ( ), N = < ) y P = 1 1 |],, expliquese

Solucion:

a) AX+B=C=—= AX=C-B=— X=A"Y(C-B)=
(F9) 716G 3)-(03)
(4 DG2)-61)

b) @ M - N = No se pueden multiplicar.
2x3 2x2

&« M- P =MP—
2x3 3x2 2x2

<101)
-1 1 0

@ N . P — No se pueden multiplicar.
2x2 3%x2

—
[a—
Il
/N
O =
— O
N~~~

1.8. Cataluna

1.8.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.8.1 Considere €l siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardametro
real a:

ar +2y+3z2=2
20 +ay+z=a
r+y+4z=1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso a = 2.

Solucion:

a 2
a) A= 2 a
1 1

= =W

2
a | = |A|=4d>-4a-8=0=a=—-1lya=2
1

® SiageR—{-1,2} = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién unica)

& Sig=—1:
1 2 3| 2 3 1 2 3|2 )
A= 2 -1 1|-1 |=| FBR+2F | = 0 3 713 |J=|kF =
1 1 4 1 Fs+F 0 3 7|3 Fs — Iy
-1 2 3|2
0 3 713 > = sistema compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones)
0 0 0]0
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/2 2 32 P 2 2 32 R
A= 2 2 1|2 = | Fb—F = 0 0 =210 = | F =
11 4|1 oOF; — F 00 50 OF, + 5F,
2 2 3|2
0 0 —2|0 | = sistema compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones)
00 O0}o0
@« Sig=2
2 1 1|2 I3 2 11 2
A= 2 2 4]1 =| Fh—F, |=| 0 1 3|-1 | = sistema compatible
2 1 1|2 F;—F 0 0 0| O
indeterminado (infinitas soluciones)
b) Sia=2:
20 +2y+3z2=2 %42+ oz =2 r=1—-X\
2042y + 2z =2 i, SO — y=A
a 1 0
Problema 1.8.2 Sea la matriz X = 0 b 1 |, que depende de los parametros a, by c.
0 0 ¢
1 0 1
a) Calcular las matrices X tales que X?>={ 0 1 0
0 0 1
Lo
2 2 2
b) Determine los valores de a, by ¢ para que la matriz inversa de X sea X 1=
0 1 1
0o 0 -1
Solucioén:
a)
a 1 0 a 1 0 a> a+b 1
X?=(0 b 1 0 b1 |=( 0 v b+te
00 ¢ 00 c 0 0 c?
a? =
a® a+b 1 1 0 1 a+b=0
0 vV btc |= 10 )|=( =1 =
0 0 c 0 0 1 b+c=
=1



b) X! =

De otra manera seria: X -

1.8.2.

Problema 1.8.3 Considere la matriz A =

—_

o o e

o o =

Convocatoria Extraordinaria

1 1 1
2 2 2
L U R
0 O -1
1 1
a 2
11
ab 2
1 _ 1
abe 2
=
1
- -1
b
1
——=1
be
1
1
c
X1oI—=
1 11
0 2 2 2
1
c 0 1 1
0 0 -1
a a a
212 1=-Z=
2 2 2
0 b b—1
0 0 —c
¢
2
a
1--—=0
2 —
b=1
b—1=0
—c=1
1 a
2a 5
7 4da
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) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del pardmetro a.

) Si X = < , resuelva la siguiente ecuacién matricial
1 2 3
4 5 6|X=
7 8 9 0
Solucién:

a) |[Al=15(a®> —4) =0 = a =42
@& SigeR—-{+2} = |A4| # 0 = Rango(4) = 3.

& Siag=2:
1 2 3 1 92
A=|(4 5 6 :>A|_Oy’4 = —3 # 0 = Rango(4) = 2.
5
7 8 9
& Sig= -2
1 -2 3 1 9
A=|-4 5 —6]= |Al=0y 4 ‘3#0:>Rango(A)2.
— 5
7T -8 9
1 2 3 1 92
b) Se trata de un sistema homogéneo y |A| =4 5 6| =0y ‘4 5‘ —3 # 0 = sistema
7 8 9
compatible indeterminado con un grado de libertad:
{x+2y+3z=0 xiiz/\
Az + 5y +62=0 y_A
a a 0
Problema 1.8.4 Sea la matriz A = 2 a+1 a—1 |,enlaqueaesun pardmetro real.

2a +1 0 —a—3

a) Calcule los valores del pardmetro a para los cuales la matriz A es invertible.

4 0 0
b) Para el caso a = 3, resuelva la ecuacion AX =B -3l donde B=[0 4 0
0 0 4
Solucién:
a) |[Al=a*-3a*+2a=0= a=0,a=1ya=2
JA™! Ya e R —{0,1,2}
)y AX =B-3 = X =A"YB-3I) =
33 0\ ' //400 300
2 4 2 04 0)—-10 3 0 =
7 0 -6 0 0 4 0 0 3
33 0\ /100 33 0\ -4 3 1
2 4 2 01 0|=(24 2 = 13/3 -3 -1
7 0 -6 0 01 7 0 —6 -14/3 7/2 1



1.9. Comunidad Valenciana

1.9.1. Convocatoria Ordinaria

. 1 0 1 1 1 1 1
Problema 1.9.1 Dadaslasmatmces.A-( 1 92 1 ),B— ( 01 0 )yC— ( 0

a) Demostrar que C' — ABT tiene inversa y calcularla.

b) Calcular la matriz X que verifica CX = ABT X + I, donde I es la matriz identidad.

c) Justificar que (ABT)™ = 2" para todo ntimero natural n.

Solucion:

a) C — ABT:<

o 1)-(1s 1)
(o 2)-(332)-(7 5)=

ca-sso— e ari- (3 )

—_ = =

b) CX=AB"X +I1= CX - AB"X == (C-AB")X =1=
X:(C—ABT)—1=< -1 _1/3)

0 —1/3
c) ABT:(2 0)22[

0 2
T T\n n 2" 0
AB® =2] = (AB*)" =2 I:( 0 2“)
m 0 m-—1
Problema 1.9.2 Dada la matriz A = —2m  m? 1 ,
2m 1
Determinar:

a) El rango de la matriz A en funcién del pardmetro real m.
b) La matriz inversa de A en el caso m = 2.
¢) El ndmero real m para el cual el determinante de la matriz 2A es igual a -8.

Solucion:

2
a) |Al =m?(2—3m)=0= szysz

2
- Sim;«éOym;ﬁ§:> |A] = 0 = Rango(A4) = 3.
-1

0 0
&« Sim=0= A= 0 0 1 = Rango(A) = 1.
0 0 1
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2/3 0 —1/3
2 2
o Sim=-= A= —-4/3 1/9 1 y el menor 2/3 O':#Oz
3 0 4/3 1 —4/3 1/9 27
Rango(A4) = 2.

b) La matriz es invertible cuando su rango sea 3, o lo que es lo mismo, cuando su determinante

es distinto de cero: )
JA'VmeR — {0, g}

2 0 1 0 —1/4 1/4
Sim=2= A= -4 4 1 |= A't=| —-1/4 -1/8 3/8
0 4 1 1 1/2 —1/2

c) 24| = 2|A| = 8|A| = 8 = |A| = -1 = m?*(2-3m) = -1 = -3m> +2m* +1 =
0= m=1
1.9.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.9.3 Dado el sistema de ecuaciones:

ar+y=1
r+z=1
z4+ay+(a—1)z=a

a) Discutir el sistema en funcién del pardmetro real a.

b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible.
Solucién:
0
1

1 1
0 1 |,|Al=—a*—-a+2=0=a=1ya=-2.
a a

[}
S~—
|
Il

— = Q

a—1

® Sia#1o0a# 2= |A| # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sig=—-2:

B —2 1 0 1 F
A= 1 0 1 1 =| 2Fh+FH | =
1 -2 -3|-2 2F; +
-2 1 0] 1 R -2 1 0|1
0 1 21 3 = Fy = 01 213 .
0 -3 —6|-3 F3 4+ 3F, 0 0 0|6
Sistema Incompatible
& Sig=1:
o 1 1 011
1 1 011

Sistema compatible indeterminado
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b) @ Sia#loa# -2

1 1 0
1 0 1
a a a-—1 2
T = =
| Al a+2
a 1 0
1 1 1
1 a a-1 1
y = =
|A| a+2
a 1 1
1 0 1
B 1 a a a+1
T4 at2
-« qg=1:
=\
(= {2
o =1-A
Problema 1.9.4 Dada la matriz A = (a—(|)—b aib>:

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que se cumpla At = ((1) _11)

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A% y A*.

¢) Calcular det(A™°°) cuando a® — b? # 0.

Solucién:
o a+b ],)<144>_<1 %
a) Ad==I= " )0 1)=\o 1
{a+b:1 :>{a:1
a—b= b=0

— . (1 1
b) Slaflybe:>A—<0 1)

A_<01’A_01’A_01""’A_01

¢) Tenemos |A| = (a+b)(a —b) =a® —b* #0

1 1
=50 _ =50 _ —
|A | - |A| - |A|_50 - (a2 _ b2)—50
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1.10. Extremadura
1.10.1. Modelo

Problema 1.10.1 Calcule 420?21 — 42022 gjendo A la matriz A = (

w=(y ) =000 Y) =00 0)

DN =
= O
~

Solucion:

2021 _ 42022 _ 10)_( 10)_( OO)
A A _(4042 1 4044 1)\ -2 0

Problema 1.10.2 Afiadir una ecuacion al sistema

{ 20 —y+2z2=1
r+y—2=3

de modo que sea:

a) Un sistema incompatible.

b) Un sistema compatible determinado.
Solucién:

a) Basta con anadir un plano paralelo a uno de los dos que componen el sistema:

2 —y+2z=1
T+y—z2=3
T+y—2=>5

b) Basta con anadir un plano secante a los dos y que no sea combinacién lineal de ellos:

2r—y+2z=1 x=2/3
r+y—2=3 = ({ y=13/3
TH+y+z2="7 z=2

1.10.2. Convocatoria Ordinaria

2 3 1
Problema 1.10.3 Sean las matrices A = 1 |,B= -1 yC = 2
a —4 1

a) Calcular, cuando sea posible, las matrices C' - B', B' - C, B - C , donde B' es la matriz
traspuesta de B.
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b) Hallar a € R para que el sistema z - A+ y - B = C de tres ecuaciones y dos incégnitas x e y,
sea compatible determinado y resolverlo para ese valor de a.

Solucién:
1 3 -1 —4
a)ggl-llz;: 2 (3 -1 —4): 6 —2 -8
1 3 -1 —4
3x3
1
t
13;3'3917(3 -1 -4 ? 7(1_5;)
3@1 . 3€1 No se pueden multiplicar, el niimero de columnas de B es distinto al nimero de filas
de C.
b)
2 3 1
zA+y-B=C==z| 1 |+y| -1 |=| 2 |=
a —4 1
2043y =1
r—y =2 para que sea compatible determinado la tercera ecuacion tiene que ser com-
ar —4dy =1
binacién lineal de las dos primeras:
(2x+ 3y =1)a 20+ =a a=-1
(r—y=2) = 3a—f=-4 = 8=
ar —4y =1 a+26=1 a=2a+p=-1
Para a = —1:
7
2r+3y=1 {2$+3y= r=x
rT—y=2 = ==
—x—4y=1 Ty =2 3
V=75
3 00 0 1 0
Problema 1.10.4 Dadas las matrices M = 2 3 0 y N = 2 0 -2
1 2 3 0 -1 3
Calcular la matriz X cuadrada de orden 3 que cumple M X — N =2X
Solucién:
MX-N=2X=MX-2X=N=(M-2)X=N= X=(M-2I)"'N
3 00 2 00 1 00
M -2 = 230 |- 020 = 2 10
1 2 3 0 0 2 1 2 1
1 0 0
(M-2D'=| -2 1 0
3 -2 1
1 0 0 0 1 0 0 1 0
X=(M-2I)"'N= -2 1 0 2 0 -2 = 2 -2 =2
3 -2 1 0 —1 3 -4 2 7

1.10.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.10.5 Sea la matriz A = < (1) % )
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a) Estudiar el rango de la matriz A — AI segun los valores de A € R, donde I es la matriz
identidad de orden 2 x 2.

b) Para A = 2 solucionar el sistema AX = AX | donde X = ( :“Z )

Solucion:

dp=an=(3 1) (1 )=, 0)

IBl=A - A—-2=0= A=—-1yA=2

& Si\#£—1y\#2= |B|#0=Rango(B) =2

1 2
1 2

7? _% > = Rango(B) =1

e Si=-1= Bz( ):>Rango(B):1

& Si\=2— B:<

b) Si A =2 = Rango(4 — A\I) = 1 =Rango(A) <ntmero de incégnitas y el sistema es compa-
tible indeterminado.

AX =X = AX -2X=]= (A-2D)X =] =

(7 D)= V) == {52

Problema 1.10.6 Discutir en funcién del pardametro a € R, el sistema lineal de ecuaciones:

dr+y—2az=a
arx —y+z2z=0
y—az=—1

Solucion:

4 1 —2a a
A= a -1 1| 0 |,|Al=-a*+4a—-4=0= a=2.
0 1 —al|-1

& Sia# 2= |A # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

@& Sig=2:

4 1 —4 2 " 4 1 -4 2
A= 2 -1 1 0 = | 2F—-F | = 0 -3 6| —2 =
0 1 -2]-1 F3 0 1 -2]-1
" 4 1 -4 2
Fy = 0 -3 6| -2 ==
3Fs + Iy 0 0 0|5

Sistema Incompatible
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1.11. Galicia

1.11.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.11.1 Despeje X de la ecuacién matricial AB(X — I) = C , donde I es la matriz
identidad (asuma que el producto AB tiene inversa). Luego, calcule X si

1 2 3 1 20 2 2 4
A=l o010 |, B=l 010 )|yc=(o001
00 1 10 2 010

Solucién:
AB(X -I)=C= X -1=(AB)"'C = X =(AB)"'C+1

1 2 3 1 20 4 4 6
AB=| 0 1 0 010 ]=({010 |=
001 10 2 10 2
1 —4 -3
(AB)"! = 0 1 0
-1/2 2 2
1 —4 -3 2 2 4 100
X=AB)'C+1I= 0 1 0 001 |+ 010 |=
-1/2 2 2 010 00 1
3 -1 0
X = 0 1 1
-1 11

Problema 1.11.2 Discuta, segin los valores del pardmetro m, el sistema:

r+(m—-3)y+mz=1
(m—3)y+ (m* —m)z=1
r+m?z=0

Solucién:
1 m-3 m 1

A= 0 m=3 m*-m |1 |,|Al=2m(m—-1)(m—-3)=0=—= m=0,m=1ym=3.
10 m* |0

@ Sim e R-{0,1,3} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sim=0:

1 -3 0]1 P 1 -3 0 1
A= 0 -3 01 = Fy = 0 -3 0 1 =
1 0 0|0 F; — Fy 0 3 0| -1
I 1 -3 01
Fy = 0 -3 01 — Sistema compatible indeterminado
3+ Fy 0 0 0|0
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& Sim=1:

- 1 -2 1]1 I 1 -2 1 1
A= 0 -2 0|1 = Fy = 0 -2 0 1 =
1 0 110 F3 — Fy 0 2 0] -1
P 1 -2 1]1
F = 0 -2 011 — Sistema compatible indeterminado
F3+ F 0 0 0/0
& Sim=3:
1 0 3|1 Py 1 0 3 1
A= 00 6|1 = £y = 0 0 6 1 =
10 90 F3;— Fy 0 0 6|-1
Fy 1 0 3 1
Fy = 0 0 6 1 — Sistema incompatible
F5 — Fy 0 0 0|-2

1.11.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.11.3 Se pide:

a) Obtenga la matriz antisimétrica A de orden 2 x 2 tal que a;2 = 1. Luego, calcule su inversa
en caso de que exista. Nota: a;; es el elemento que estd en la fila ¢ y en la columna j de A.

b) Sea A = ( (1) é ) Si B = ( (1) 212 ), halle los valores de b1s y de by sabiendo que B
- 22
no tiene inversa y que det(A™'B + A) = —1.
Solucion:
a) Una matriz A es antisimétrica si A' = —A = A'+ A=0
_( an 1 f,_(an a21) _(0 0>
A_(a21 022):>A_ 1 a2 yO= 00)
()i - ()
1 az agi1 az / \0 0
2a11 as; + 1 0 0 a1 =0 0 1
11 a2 _ - _ =
(a21+1 2a22)*(0 o>:> an=-1 =4 (—1 o)
a9 = 0

(01 _1_(0—1)
A‘(q o)i’A =\1 o
0 by

1 ba
y A es la matriz del apartado anterior.

. (o0 4)(0 0) ( 0 1)_(71 17b22)
AB+A‘<10 1w /)T 1 0/)7021 0

[AT'B4+ Al =1—byy = —1 = byy =2 = B:(? g)

Z—b12=0=>b12=O.LuegOB:<O O>

b) B no tiene inversasi |B| = 0 =
1 by
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Problema 1.11.4 Discuta, segin los valores del pardmetro m, el sistema:

(m+Dx+my+2=0
y+(m—2)z=-2
(m+1Dx+my+(m—1)z=-3

Solucion:
m+1 m 1 0

A= 0 I m=2|-2 |,|A=m*-m-2=0= m=-1ym=2.
m+1 m m-—1]| -3

@& Sim e R—{-1,2} = |A] # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@« Sim=—1:
0 -1 1] 0 F 0 -1 1] 0
0 1 -3|-2 |=|R®”R+FR|=0 0 —2|-2 |=
0 -1 —-2|-3 F;— Fy 0 0 —-3|-3
Fy 0 -1 1 0
F = 0 0 —2| -2 -
2F3 — 3Fy 0 0 0 0

Sistema compatible indeterminado

@& Sim=2:

- 3 2 1 0 Fy 3 2 1 0
A= 01 0f|-2 = Fy = 01 0f|-2 e
3 2 1|-3 F3; — Fy 0 0 0f-3
Sistema incompatible
1.12. Islas Baleares
1.12.1. Convocatoria Ordinaria
Problema 1.12.1 Sean las matrices
0 1 1 6 -3 —4 1 0 0
A= 110 ), B= -3 2 1), 1=(010
1 0 0 —4 1 5 0 0 1

y A un parametro real cualquiera.

a) Calcule la matriz A — \I.
b) Calcule la matriz (A — \I)?.

¢) Halle, si existen, los valores del pardmetro A para los cuales se satisface la relacién (A—\I)? =
B.

Solucion:
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01 1 A0 O -2 1 1
a) A—M = 110 |- 0 X 0 |= 1 1-Xx 0
1 00 0 0 X\ 1 0 =)\
A1 1 -2 1 1
b) (A—\)*= 1 1-x 0 1 1-x 0 |=
1 0 =X 1 0 =)
A2 42 1—2X\ —2\
1—2) AN —2)\+2 1
-2\ 1 A +1
¢) (A-\)?*=B=
A2 +2 1—2)\ —2\ 6 —3 —4
1—22 A2 —2)\42 1 = -3 2 1 |=
—2) 1 A2 41 -4 1 5
A +2=6
1—2\=-3
—2\=—4 = \A=2
AN —22+2=2
AN+1=5

Problema 1.12.2 Considere el sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro a,

Jr—2y=4
ay = —3
ar+32=0

a) Discuta el sistema segiin el pardmetro a.

b) Para el valor del pardmetro a para el cual el sistema tiene solucién, resuélvalo.

Solucién:
a)
@ 3 =2 0| 4
A= 0 a 0]-3 ]; |[Al=9%a=0= a=0
0 310

@ Sia#0= |A| #0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

@ Siag=0:

3 -2 0| 4
A= 0 0 0|-3 — Sistema incompatible
0 0 3|0
b) Si a # 0 resolvemos por Cramer:
4 -2 0
-3 a 0
0 0 3 4a — 6
xTr = =
|A] 3a



3 4 0
0 -3 0
_la 0 3] 3
T e
3 -2 4
0 a —3
a 0 0 6 —4a
z= =
|A] 9
1.12.2. Convocatoria Extraordinaria
Problema 1.12.3 Considere las matrices
1 1 -1
A= A2 -1 7B:()\ 3\ 6)
2 A -1

a) Calcule el determinante de la matriz A.
c¢) Para el valor de A = 1, halle la matriz inversa de A, A~!.

Para el valor de A = 1, resuelva la ecuacién matricial XA = B.

)
b) En funcién del pardmetro A, halle el rango de la matriz A.
)
d)

Solucion:
a) |Al = =A% 4+ 2\
b) AN 4+2 =0= A=0y =2

® Si\eR—-{0,2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3.

11 -1
o Six=0= A=| 0 2 —1 | con|A| =0y el menor
2 0 -1
1 1
‘O Q‘ZQ#O:Rango(A):Z
1 1 -1
e Six=2=—= A=| 2 2 —1 | con|A| =0y el menor
2 2 -1
1 -1
‘2 _1‘:17&O:>Rango(A)=2.
1 1 -1 -1 0 1
A=1l= A= 1 2 -1 |=A4"1'= -1 1 0
2 1 -1 -3 1 1
-1 0 1
d) XA=B= X=BA'=(13 6)| -1 1 0 |=
-3 1 1
(22 9 7)
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Problema 1.12.4 Durante un ano, cierta empresa vende 21000 vehiculos de tres modelos A, B
y C, al precio de 10000, 15000 y 20000 euros, respectivamente. El total de las ventas es de 332
millones de euros. Se ha observado que también se han vendido 21000 vehiculos contando tan solo
los del modelo B y A veces los del modelo A.

a) Plantee un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcién del ntimero
de vehiculos vendidos de cada modelo.

b) Calcule el nimero de vehiculos vendidos de cada modelo, suponiendo A = 3.

c¢) Determine si existe algtin valor del pardmetro A para el cual la anterior situacién no se pueda
dar.

Solucién:
Sean x el nimero de vehiculos A, y el nimero de vehiculos B y z el nimero de vehiculos C,

z+y+ 2 =21000 x+y-+z=21000
a) 10000z + 15000y + 20000z = 332000000 — 2z 4+ 3y + 4z = 66400
Az 4+ y = 21000 Az 4+ y = 21000
b) Si A =3:
T 4y + z = 21000 x = 3400
2z + 3y + 4z = 66400 — y = 10800
3z 4+ y = 21000 z = 6800
Se han vendido 3400 del modelo A, 10800 del B y 6800 del C.
1 1 1121000
c) A= 2 3 466400 = |[Al=A-2=0= A=2
A 1 0121000

& Si )\ # 2= |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién dnica)

* Si\A=2:
1 1 1121000 R
A= 2 3 466400 |=| F,—2F | =
2 1 021000 F; —2F;
1 1 1| 21000 F
0 1 2| 24400 =| K =
0 -1 —2|—-21000 s+ F)
1 1 1121000
0 1 224400 — Sistema incompatible
0 0 0| 3400

Para A = 2 el sistema no tiene solucion.

1.13. Islas Canarias

1.13.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.13.1 Averigua qué dos matrices de dimensiones 3 x 3, X e Y, verifican las siguientes
condiciones:
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» La suma de ambas matrices X e Y da como resultado la matriz I3 (siendo I3 la matriz
identidad 3 x 3)

9 0 -7
s Siendo A = 14 —-12 0 ], la matriz traspuesta de A es el resultado de realizar la
0 -7 =5
resta del doble de la matriz X y cinco veces la matriz Y.
Solucién:
1 0 0 2 2 0
X+Y= 0 1 0 X = 0 -1 -1
0 0 1 . -1 0 O
9 14 0 -1 -2 0
2X —5Y = 0 —-12 -7 Y = 0o 21
-7 0 -5 1 0 1

Problema 1.13.2 Dado el siguiente sistema de ecuaciones con un parametro k:

kx—y—z=1
x4+ ky+2kz=k
r+y+z=-1

a) Discute la resolucion del sistema de ecuaciones, segtin los valores que pueda tomar el pardme-
tro k

b) Resuelve el sistema para k =1

Solucion:
E -1 -1 1

a)Zz 1 kK 2k| k i |Al=—k(k+1)=0= k=0, k=-1
1 1 1] -1

& Sik#0yk#—1= |A| # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

&« Sik=0:
0 -1 -1 1 F
A= 1 0 0 0 = Fy =
1 1 1] -1 s+ Fy
0 -1 —-1]1 I3
1 0 00 34+ F,
0 -1 —-1]1
1 0 010 — Sistema compatible indeterminado
0 0 00
& Sik=-1:
B -1 -1 -1 1 I
A= 1 -1 =2|-1 |=| FK+F | =
1 1 1] -1 Fs+ Py
-1 -1 -1]1
0 -2 =310 — Sistema Compatible Indeterminado
0 0 00
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b) Sik=1:

r—y—z=1 T =
r+y+2z2=1 = y=-3
r+y+z=-1 z=2

1.13.2. Convocatoria Extraordinaria
Problema 1.13.3 Resuelve los siguientes apartados:

a) Dadas las matrices A = (é }) y B= (Bl 1), para k € R sea C} la matriz dada por:

Cr=A"+kB- A
Averigua para qué valores de k, la matriz C tiene rango 2

b) Encuentra la matriz X, de dimensién 3 x 3, que verifica M*- X = I — M, donde M =

0 1 0

1 -1 0

0o 1 -1
Solucion:

o . _10) <—1 1)(1 1)_(1—k 0)
a)C_A+kBA_(1 )Rl 1) 1)U 1 14k

IC|=1-k*=0= k=+1
SikeR—{+l1} = |C| # 0 = Rango(C) = 2.

b) Mt X =1 M= X = (M*)""
01 o\ '[/1 0 0 0
1 -1 1 01 0 0 || =
0 0 -1 00 1 f1
11 1 10
10 0 - 0:1—
00 —1 0—12 01—2

Problema 1.13.4 Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

2+ 6y +kz=0
kx 4+ 4y + 2z =2
kx+6y+2z=k—2

a) Discute la resolucion del sistema segun los valores que puede tomar el pardmetro k.
b) Resuelve el sistema cuando el pardmetro k toma el valor k = 0.

Solucion:

B 2 6 k
a) A= k 4 2| 2 A =2k —4)=0= k=2, k=2
k6 2|k—-2

& Sik#£2yk+#—-2= |A] #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
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& Sik=-2:

2 6 -2 0 F
A= -2 4 2 2 =| Ih+F | =
-2 6 2| —4 s+ Fy
2 6 —-2]0 ¥
0 12 0| —4 5F3 — 6%
2 6 —-2| 0
0 10 0| 2 — Sistema incompatible
0 O 01]—-32
& Sik=2:
2 6 2|0 Fy
A= 2 4 2|2 |=| Rh-F |=
2 6 2|0 F3 —Fy
2 6 20
0 -2 012 — Sistema Compatible Indeterminado
0 0 0|0
b) Sik=0:
2x + 6y =0 r=206
y+22=2 —=(¢ y=-2
6y + 2z = -2 z=25

1.14. La Rioja

1.14.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.14.1 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardametro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

rT+ytaz=a
ar+ay+z=1
rt+ay+z=a
Solucion:
- 1 1 ala
- A= a a 1|1 |,|Al=a*-a*-a+1=(a+1)(a—1)2=0=
1 a 1a

a=1 a=-1

.Sia € R—{+1} = |A4| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n® de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado.

QL = Q
[SEESEN
=



—_Q
Q
[y

@& Sig=-1:
1 1 —-1]-1 F
A= -1 -1 1| 1 |=| FK+F | =
-1 1]|-1 F3—Fy

1
0 0 0 0 — Sistema compatible indeterminado
0

=1
{sc—i—y z N

T—y+z=-1

n ey
I
> > =

@& Sig=1:

1 1 1|1
A= 1 1 1|1 — Sistema compatible indeterminado
11 1|1

Tiene dos grados de libertad:

r=1-A—p
r+y+z=1— Y=L
z=A
Problema 1.14.2 Sean las matrices:
0 a
A:(é “ 3) B=[11
3 2

a) Determina para que valores de a la matriz AB tiene inversa.
b) Resuelve para a = 0 la ecuacién matricial ABX = 31, siendo I la matriz identidad.

Solucion:

1 a 2
a)AB:(O 1 1)
3 2
2

|[AB|=-3a—-2=0= a:f§:> 3(AB)~! VaER—{—g}

0
1

=

<a—|—6 2a—|—4)
2 1
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b) Sia=0= AB:<S 11):>(AB)_1:(_11/2 33)

ABX = 3] = (AB)"Y(AB)X = (AB)™'3] = X = 3(AB)™! = 3<*11/2 _23> =
<—3/2 6 )
3 -9

Problema 1.14.3 Determina los valores de los pardmetros a, by ¢ para los que (z,y, z) = (1,2, 3)
es solucién del sistema
2ax + by + 2z = 3¢
3z —2by —2cz=a
S5ar — 2y + cz = —4b

Solucion:
2a +2b+3 =3¢ 2a+2b—3c= -3 a=1
3—4b—6c=a —— —a—4b—6c= -3 — b=-1
5a —4 + 3c = —4b 5a+4b+3c=4 c=1

1.14.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.14.4 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

r+y+z=2
T+2y+az=38
20 —y—2=1
T—y+z=-2
Solucién:
1 1 1 2
— 1 2 a 8 —
A= 9 1 1 1 , |4l = —6a—18=0= a = -3.
1 -1 1] -2

& Sia# —3 = |A| # 0 =Rango(A4) = 4 # Rango(A) y el sistema es incompatible.

& Sig=-3
1 1 1 2 Fy
S [ 1 2 =3 8 \_| R-A |_

2 -1 -1 1 F3 — 2
1 -1 1] -2 F,—F;

1 1 1 2 [ F

0 1 -4 6 | Py B

0 -3 —-3|-3 | 3435,

0 -2 0|—-4 | Fy+2F

11 1] 2 Fy

01 —4| 6 | _ Fy B

0 0 —15]15 o Iy -

0 0 —-8]| 8 15F, — 8F5
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11 1| 2
01 —-4| 6 . . .
00 —15!15 — sistema compatible determinado
0 0 0] O
r=1
= y=2
z=—1

Problema 1.14.5 Calcula sin desarrollar el valor del siguiente determinante:

2 b c+a
2 a b+c
2 ¢ a+b
Justifica en cada paso la propiedad de determinante que has utilizado.
Solucién:
2 b c+a Fi 2 b c+a a—b b—a
2 a btel=|F—-—F | =0 a-0» b_a_2‘c—b b_cl =
2 ¢ a+b F; — Fy 0 c—b b-c
, 1 -1
[ Factor comtin | = 2(a —b)(b—c) 11 =2(a—b)(b—c)-0=0

Problema 1.14.6 Resuelve la siguiente ecuacién matricial:

5 2 0 0 10
00 1)-X=[1020
3 1 0 0 0 1

Solucion:
5 2 0
SeaA=(0 0 1| = |[A|=1#0= 347"
310
5 20\ /010
AX=B=— X=A"'B=[0 0 1 1 0 0] =
310 0 0 1
-1 0 2 010 0 -1 2
3 0 -5 1 00)]=(0 3 =5
0 1 0 00 1 1 0 0

1.15. Madrid
1.15.1. Modelo

Problema 1.15.1 En una academia de idiomas se imparten clases de inglés, francés y aleméan.
Cada alumno esta matriculado en un tnico idioma. El nimero de alumnos matriculados en inglés
representa el 60 % del total de alumnos de la academia. Si diez alumnos de francés se hubiesen
matriculado en alemén, ambos idiomas tendrian el mismo nimero de alumnos. Ademas, la cuarta
parte de los alumnos de inglés excede en ocho al doble de la diferencia entre los alumnos matricu-
lados en francés y aleman. Calcule el nimero de alumnos matriculados en cada idioma.
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Solucion:

Sean z nimero de alumnos de inglés, y nimero de alumnos de francés y z nimero de alumnos de
alemén.

r=0,6(z+y+2) 20 —3y—32=0 z =192
yx—10:z—|—10 = y—2z=20 = y="T4
Z:8+2(y—z) x— 8y +8z=232 2z =54
0 1 a 3
Problema 1.15.2 Sean las matrices A = 1 0 a y B = —1 ]. Se pide:
a 1 0 -2

a) Calcular los valores de a para los que la matriz A no tiene inversa.

b) Para a = 1, calcular la inversa de la matriz A.

x
c) Para a = 2, resolver el sistema A | y = B.
z
Solucién:
a) |[Al]=a*+a=0= a=0ya= —1, para estos valores A~}
01 1 -1/2  1/2  1/2
b) Sia=1= A= 1 1 | = A"t=( 12 -1/2 1/2
110 1/2 1/2 —-1/2
0 1 2 -1/3  1/3 1/3
¢) Sia=2= A= 1 2 | = A= 2/3 -2/3 1/3
210 1/6 1/3 —-1/6
-1/3  1/3  1/3 3 —2
AX=B= X=A"'B=| 2/3 -2/3 1/3 ~1 2
/6 1/3 —1/6 —2 1/2

1.15.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.15.3 Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
real m:
r—2my+z=1
mx+2y—z=—1
r—y+z=1

a) Discuta el sistema en funcién de los valores de m.

1
b) Resuelva el sistema para m = —.

2
Solucion:
a)
B 1 —2m 1] 1 1
A= m 2 —1|-1 |; JAl=2m*+m—-1=0= m=—1 m=g
1 -1 1] 1
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1 _
» Sim#-1lym# 5= |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y

el sistema es compatible determinado. (Solucién vinica)

s Sim=-1:
B 1 2 1 1 Fo] 1 2 11
A= -1 2 —-1|-1 =| 2+ F | = 0 4 0|0 =
1 -1 1 1 F3—F | 0 3 0|0
F 1 2 111
Iy = 0 4 0|0 =
4F5 — 3Fy 0 0 0|0
Sistema Compatible Indeterminado
. 1
s Sim= 3
1 -1 1] 1 B
A= 1/2 2 —-1|-1 =| FKR—=F | =
1 -1 1 1 Fy—F,
1 -1 1 1
0 5/2 -3/2|-3/2 =
0 0 0 0
Sistema Compatible Indeterminado
1
b) Sim = —:
Fe 2 2 2
r=-—=-A
r—y+z=1 5 5
3 3
1 = y=—=+=-A
§x+2y—z=—1 5 5
z=A

Problema 1.15.4 Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450
euros de forma directamente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejan-
dro excede en tres anos al doble de la edad de Alicia. Ademés, la edad de los tres primos juntos es
de 45 anos. Sabiendo que en el reparto del premio la diferencia entre lo que recibe Pablo y lo que
recibe Alicia es de 420 euros, calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe cada uno
por el premio.

Solucién:
Sean z la edad de Pablo, y la edad de Alejandro y z la edad de Alicia.
El reparto proporcional a la edad serfa:

G T
r+y+z xH+y+z cHyt+z 45 45 45
Tenemos:
xi?ﬁ;:‘lg T+y+z=145 z =16
Ty =2z — — 92 = =
9450 94502 == r+y—22=3 = y=15

=420 r—2z=2 z=14

45 45
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Pablo tiene 15 anos, Alejandro tiene 16 anos y Alicia 14 anos. El reparto sera:

Pablo recibe 164795450 = 3360€

159450
Alejandro recibe 5 - 3150€

14 - 9450

Alici ibe ——— = 2940€
icia recibe 15 940

1.15.3. Convocatoria Ordinaria(coincidente)

Problema 1.15.5 Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del pardmetro
real m:
2r4+y—2=0
mr+(m+1)y—z=m-—1
—z—-2y+(2m—-1)z=1—-m

a) Discuta el sistema en funcién de los valores de m.

b) Resuelva el sistema para el valor m = 1.

Solucion:
a)
- 2 1 -1 0
A= m m+1 ~1|lm—-1 ]; |A|l=2m*+4m —-6=0—=
-1 -2 2m—-1|1—m
m=1 m=-3

» Sim#1ym# -3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(4) = n°® de incégnitas y
el sistema es compatible determinado. (Solucién tinica)

= Sim=-3:
2 1 -1 0 P
A=| -3 -2 —-1|-4 2F, +3F, | =
-1 -2 7| 4 2F3 + Fy
2 1 —-110 P
0 -1 —-5|-8 = F =
0 -3 —15| 8 F3 — 3F,
2 1 —-1] 0
0 -1 —5|-8 — Sistema Incompatible
0 0 0]32
Sim=1:
2 1 -11]0 P
A= 1 2 —-110 2F, —F | =
-1 -2 110 2F5 + Fy
2 1 -11]0 P
0 3 —-110 = F
0 -3 110 3+ F
2 1 110
03 —-1]0 — Sistema Compatible Indeterminado
00 010
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b) Sim = 1:

T=A

IR

y o z =3\
Problema 1.15.6 Sean las at'cesA*<C 8 ) B*(l 2 3) C= a—;’)—2 ;
5. n las matri 71b+c’72a+c4y711
a) Calcular el valor de a para que el sistema de ecuaciones C (2) = | 1 ] sea compatible.

1

b) Calcular los valores de a, b y ¢ para que la multiplicacién de dos de las matrices sea igual a
la restante.

Solucidn:
B a+2 11 B
a) A= 3 2|1 |=|4=a+1=0=a=-1
1 111

Sia# —1= |A] # 0= Rango(A4) = 3 #Rango(4) < 2 = Sistema incompatible.
1 1)1

Sia=-1= A= 3 2|1 :>|Z|:chom0i1)) ;‘17&0:>Rango(A)
1 1|1

2 =Rango(A) = ndmero de incégnitas = Sistema compatible determinado.

b) Para que se cumpla que el producto de dos de las matrices sea igual a la tercera tiene que
ser 2B - C = 2A2, el resto de combinaciones posibles son falsas o imposibles.
X

x3 3x2
(1 2 3>. “ 7(0 8 )
2 a+c 4 “\1 b+e

< a+11 8 >_<c 8 >:>
5a+3c+8 2a+c+3)) \1 b+ec

2

— w +
— N

a+1l=c a=—5
5a+3c+8=1 — { b=
2@+c+3)=b+c c=6

1.15.4. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.15.7 En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de
cada dieciséis libros de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los
ensayos exceden en dos a las novelas. Si retirairamos la mitad de los ensayos y la quinta parte de
las novelas quedarian ciento cinco libros. Calcule el niimero de libros de cada clase que hay en la
estanteria.
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Solucién:
Sean z nimero de ensayos, y nimero de novelas y z nimero de biografias.

3
—(z+y+z2)=x

16
1 —13z+3y+32=0 x =24
z+§x:2—|—y - r—3y+32=26 — y =55
5x + 8y + 10z = 1050 z =49

r 4y
-+ = = 105
2+ 5 +z

La estanteria tiene 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias.

Problema 1.15.8 Se consideran las matrices reales

11
A:(i *} _I;) B=| 1 -1
1 0

a) Calcule para qué valores del pardmetro k tiene inversa la matriz AB. Calcule la matriz inversa
de AB para k = 1.

b) Calcule BA y discuta su rango en funcién del valor del pardmetro real k.

c¢) En el caso k = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres incégni-
tas cuya matriz de coeficientes sea BA.

Solucion:
11
1 -1k ko2
a)AB-(k _1) 1 -1 _(kk—l):
1 0
|AB| =k(k—3)=0= 0y k=3= 3(AB)"'Vk € R —{0,3}

k=
Sik=1= ABz(i g):ﬂAB)*l:( 1/(2) —11/2>

11 N_1 & k+1 0 k—1
b) BA=| 1 -1 <k 1_1): 1-k -2 k+1
1 0 1 -1 k
k+1 0
|BA| = 0 = Rango(BA) < 3, cogemos el menor 1— % —9 ':—2(/€+1):0:> kE=-1
Si k # —1 = Rango(BA) = 2.
Sik=-1
0 0 -2 _—
BA=1| 2 -2 0 | el menor ‘47&0:>Rango(BA)2.
1 -1 -1 2 0
Luego Rango(BA) =2 Vk € R
c) Conk=1
2 00 x a
0 -2 2 y =
1 11 z c
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2 00
BA = 0 -2 2 Es 2F3 = Fy 4+ F5, si ponemos a = 1, b =0y ¢ = 7 la tercera fila
1 -1 1
ya no serfa combinacién lineal de las anteriores, por lo que el Rango(BC') #Rango(BC) =
sistema incompatible.

1.15.5. Convocatoria Extraordinaria (coincidente)

a b 0 -1 0 0
Problema 1.15.9 Sean las matrices A = b a O y B = 0 —1 0 ]. Se pide:
0 0 a 0 0 -2

a) Para b = a?, determinar los valores de a para que la matriz A tenga inversa.
b) Parab=4y a = —2, calcular A~ - (B+2A4) — (A~' + B") - B.

c) Para b =1, discutir el rango de la matriz A + B en funcién del pardmetro a.

Solucién:
a a® 0
a) Sib=a>= A= > a 0 | = |A|=a*1-ad})=0= a=0,a==1
0 0 a
JA ' Va e R - {0,-1,1}
Yy Al (B4+24) - (A" +BY) B=A"'B+24'A-A"'B-B'B=2I-B'B=
2 0 0 -1 0 0 -1 0 0
020 |- 0 -1 0 0 -1 0 |=
00 2 0 0 -2 0 0 -2
2 0 0 1 00 10 0
020 |-{010 =01 0
00 2 0 0 4 00 -2
a 1 0 -1 0 0
¢)Sib=1= A+B=| 1 a 0 |+ 0 -1 0 |=
0 0 a 0 0 -2
a—1 1 0
1 a-1 0 — |A+B|=a(a—2)* =0= a=0ya=2.
0 0 a—2

@& SigeR—-{0,2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3.
-1 1 0

& Sig=0=— A= 1 -1 0 | yelmenor -1 0’227&0:>Rang0(14+
0 -2
0 0 -2
B) =2.
1 1 0
& Sia=2=—= A=| 1 1 0 | =Rango(A+ B)=1.
0 0 O
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Problema 1.15.10 Los precios de las entradas para un musical son 8 euros para los asistentes
menores de 18 anos, 25 euros para los adultos de menos de 60 anos, y 10 euros para aquellos de
al menos 60 anos. Tras el concierto, se sabe que se han vendido tantas entradas de 25 euros como
de las otras dos categorias juntas; y también que ha habido 9 asistentes menores de edad por cada
uno de aquellos de al menos 60 anos. Si la recaudacion final fue de 8300 euros, calcule el niimero
de asistentes de cada rango de edad.

Solucién:
Sean z nimero de asistentes menores, y nimero de asistentes adultos menores de 60 afios y z
nimero de asistentes mayores de 60 anos.

y=x+=2 r—y+2=0 z = 225
r =9z == r—92=0 = y = 250
8z + 25y + 10z = 8300 8z + 25y + 10z = 8300 z=25

Ha habido 225 asistentes menores, 250 asistentes adultos menores de 60 anos y 25 asistentes adultos
mayores de 60 anos.

1.16. Murcia

1.16.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.16.1 La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 anos. La edad
de Carmela es 5 anos més que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas,
dentro de 4 anos la edad de Aurora serd la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las
edades de cada una de ellas.

Solucion:

Sean z la edad de Carmela, y la edad de Esperanza y z la de Aurora.

rrytz=08 z+y+z=68 z =26
x—5:y2 == 2 —y—2=10 = y =23
rtd=y y—z=4 z=19
0o 3 4 100
Problema 1.16.2 Considere las matrices A= 1 -4 -5 |]yB=(1 1 0
-1 3 4 1 1 1
a) Si I denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A = —TI y calcule 42923,

b) Calcule la inversa de A.

¢) Resuelva la ecuacién matricial AX — BT = A? | donde BT denota la matriz traspuesta de B.

Solucion:
0 3 4 0 3 4 -1 0 1
a) A2=A-A=[ 1 -4 -5 1 -4 5)=(1 4 4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A =A% 4= 1 4 4 1 -4 =5)=(0 -1 0 |=-I
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 1



AV = A3 A= A A= A A= A2 AS = A5 A=, ...

0 3 4
A8 = (AP AT A=A=[ 1 -4 -5
-1 3 4
0 3 4 1 0 -1
by | 1 -4 5= A"'=[-1 -4 —4
-1 3 4 1 3 3

¢) AX -BT=A>—= AX =4+ BT —= X =A4"1A?+B")

-1 0 1 111 0o 1 2

A2+BT'=(1 4 4 |+|0 1 1)=[1 5 5

-1 -3 -3 0 0 1 -1 -3 -2
1 0 -1 0o 1 2 1 4 4
X=A1A+BN)=-1 -4 —4 1 5 5 )=(0 -9 —14
1 3 3 -1 -3 -2 0 7 11

1.16.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.16.3 Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres pa-
raisos fiscales, las Islas Caiman, Panamd y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de
euros. Si perdiera la cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caimén, seguiria teniendo alli el
triple del dinero que tiene en Panamd. Ademas, el dinero que tiene en Panamd sumado a las dos
quintas partes del dinero que tiene en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene en las Islas
Caimén. Calcule cuanto dinero tiene en cada uno de los paraisos fiscales.

Solucién:

Sean x dinero en Islas Caiman, y dinero en Panama y z dinero en Fiji.

Tz +y+z=150

3 z+y+2z=150 =280

T =3y = x—4y=0 = y =20 En las Islas Caiman hay 80
22 _x 50— 10y —4z =0 z =50

YTF T3

millones de euros, en Panama hay 20 millones de euros y en Fiji hay 50 millones de euros.

Problema 1.16.4 Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A2 = A

a) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente A2022

b) Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su determi-
nante.

c) Determine para que valores de a y b la siguiente matriz es idempotente

a 0 0
2 1—a O
0 0 b

Solucion:
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a) Al= A A=A A= A2A=AA=A’=A A" = ABBA=AA=A2=A,.. A" = A=

A2022:A
_ _ 1 | Al A|
b) 1=|I| =|AAT = |Al|A7Y = [A?|— = —— = 4]
|A] |A|
Al =1
a 0 0\’ a 0 0
c)l2 1—-a 0) =(2 1-a 0] =
0 0 b 0 0 b
a? 0 0 a 0 0
2 (a-1)% 0)]=(2 1-a 0|=
0 0 b? 0 0 b

Hay cuatro soluciones posibles:

& g=1yb=1
& qg=1yb=0
& g=0yb=1
& o=0yb=0

1.17. Navarra

1.17.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.17.1 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

r+ (a® —2a)y — 2 = —a?

2
r+(a*> —4)y+ (20 —3)z = —a® — 2a
z+(a®>—4a+4)y+ (a®> —2a)z = —a’*+a—1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Solucion:
B 1 a’® — 2a -1 —a?
A= 1 a*—4 203 | —a*—2a |,|A|=2(*-2a*-a+2)=0= a=2y
1 a®>—4a+4 a®>—-2a|-ad*>+a—-1
a==+1.

» Sia € R-{-1,1,2} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n? de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado.

—a? a® - 2a -1
—a?—2a a®—4 2a — 3
—a>+a—-1 a®>—4a+4 a®>—2a a?—a-+1
T |A| T a—-1

1 —a? —1
1 —a>-2a 2a-3
1 —a’+a-1 a®>-2a a—1

v= IA] -
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1 a’? —2a —a?
1 a?—4 —a% —2a
B 1 a>—4a+4 —a*+a-1 B 1
o= IA] T Ta—1
s Sia=2:
- 1 0 —-1|-4 I 1 0 —-1|-4
A= 10 1] -8 =| Fb—F | = 0 0 2|4 =
1 0 0]-3 F;— Fy 0 0 1 1
P 1 0 —-1|-4
Fy = 0 0 214 — Sistema incompatible
F3 —2F, 00 0] 9
= Sia=1:
B 1 -1 —-1|-1 P 1 -1 —-1|-1
A= 1 -3 —-1|-3 =| Fb—F | = 0 -2 0| -2 =
1 1 -1]-1 F;—F 0 2 0] O
R 1 -1 —-1|-1
= F = 0 -2 0] -2 — Sistema incompatible
3+ F, 0o 0 0]-2
s Sia=—1:
B 1 3 —1|-1 P 1 3 —-1|-1
A= 1 -3 =5 1 =| IhLh—F | = 0 -6 —4| 2 =
1 9 3|-3 F;— Fy 0 6 4]-2
Fy 1 3 —1|-1
Fy = 0 -6 —4 2 — Sistema compatible indeterminado
F3+ Fy 0O 0 0] O
=3\
r+3y—z=-1 12
{—6y—4z:2 =y y=-3- 3}
=
Problema 1.17.2 Calcula los valores de t para los que la matriz A%% + A% es matriz singular,
siendo
0o -1
a=(7 )
Solucién:

Una matriz es singular si no tiene inversa, es decir, su determinante es nulo.

B=A 4+ A® = AB(A+1) = |B| = |A®(A+1)| = |A%||[A+ 1| = |AP|A+ 1T
Al =1= AP =1* =1

1 -1
1 ¢

IBl=1-(t+1)=0= t=—1

|A+I|‘ ‘t+1
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1.17.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.17.3 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

(> =)z +ay+a’z=1
(> =Dz + (a+1Dy+ (a®>+a)z =2
y+(a®>+2a)z=a+2

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Solucion:
a® -1 a a? 1
A= a*-1 a+1 d*+a 2 JJAl=a*+ad® —d?—a=0= a=0,a=-1y
0 1 a®*+2|a+2
a=1.

» Sia e R—-{0,-1,1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado.

1 a a®
2 a+1 d’>+a
a+2 1 a’® + 2a B 1
T IA] a+1
a® -1 1 a®
a®—1 2 a’+a
0 a+2 a®+2a B
o ] -
a’?—1 a 1
a?—1 a+1 2
N 0 1 a+2 _
= A T
= Sia=0:
-1 0 0|1 Fy -1 0 0|1
A= -1 1 0|2 |=| BKh-F | = 01 01 |=
01 0|2 F3 01 0|2
F -1 0 0|1
Fy = 01 0|1 —
F3 — Fy 0 0 0|1
Sistema incompatible
m Sia=1:
0 1 1|1 F 0 1 1|1
A= 0 2 212 = | Fy —2F; | = 0 0 0]0 —
01 3|3 Fs+ Fy 0 0 2|2

Sistema compatible indeterminado
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= Sia=-1:

1 111
0 02 — Sistema incompatible
1 1|1

Problema 1.17.4 Demuestra que se cumple |A - B| = 0 para toda matriz A de dimensién 3 x 2,
siendo B la siguiente matriz:

1 0 1
B‘(o 1 2)
Solucién:
Ty
La matriz A - B tiene que ser cuadrada, luego dim(A) = 3 x 2, sea A = | z t | y tenemos
h m
Ty 10 1 r Yy T+2y
A-B=|[2z t (0 1 2)— z t z+2t
h h m h+2m
T Yy x+2y Ch x 0
|A-Bl=|z t =z+4+2t|= Cy =|z t 0/=0
h m h+2m C3—C1—20Cy h m 0

1.18. Pais Vasco

1.18.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 1.18.1 Discute la existencia de soluciones del sistema de ecuaciones lineales que sigue
en funcién de los valores del parametro a:

rT+y+oz=«w
20+ ay+az=1

c+ay+z=1
Resolver el sistema para o = —1 y a = 1, si es posible.
Solucién:
1 1 ala«
A= 2 a a|l |; |[A=20-2=0= a=1
1 a 11

@ SiaeR— {1} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

& Sia=1:

- 1 1 11 Fy 1 1 1] 1
A= 2 1 1)1 =| Fh-2F | = 0 -1 —-1]-1 =
1 1 111 - 0 0 0 0

Sistema compatible indeterminado
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@ Cuando o =1

r+y+z=1 z=0
{2x+y+221 = y=1—X VYAeR
z=A
@ Cuando o = —1
r+y—z=-1 z=0
2—y+-—2=1 = y=-—1
r—y+z=1 z=0
m m 2
Problema 1.18.2 Sea la matriz A = 1 m—2 0
0 2 2

a) Determinar para qué valores del parametro m la matriz A no tiene inversa.
b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de A para m = 0.
Solucién:

a) |A|=2(m*-3m+2)=0= m=1ym=3= A" param =1y m =2 porser |[A| =0

0 0 2 -1 1 1
by Sim=0= A= 1 -2 0 |= At=| —-1/2 0 1/2
0 2 2 /2 0 0

1.18.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 1.18.3 Discute la existencia de soluciones del sistema de ecuaciones lineales que sigue
en funcién de los valores del pardmetro a:

ar+2y — 2z =2
2x4+2y -2z =«
ar+2y—z=1

Resolver el sistema para o = 1, si es posible.

Solucién:
a 2 =212
A= 2 2 2|a |; |Al=2a—4=0= a=2
a 2 —-1]|1

@ SiacR— {2} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién vinica)

& Sia=2:

2 2 —2|2 ja 2 2 -2 2
A= 2 2 —2|2 =|FKR-F |=| 00 0|0 =
2 2 —-11/1 F—-F 00 1|-1

Sistema compatible indeterminado
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@ Cuando =1

r+2y—22=2 1
2 +2y—22=1 = Y=
r+2y—z=1 2

Problema 1.18.4 Calcula de manera razonada, aplicando las propiedades adecuadas, el valor del
determinante

c
r
z

8T
NS SIS

sabiendo que
p+a qg+b r+c
2z 2y 2z | =6
p+xr q+y r+=z

Solucion:
p+a q+b r+c P q r a b c

2z 2y 2z | =| 2x 2y 2z |+ | 22 2y 2z | =
p+xr q+y r+=z ptr qgq+y r+=z ptr qgq+y r+=z

p q T p q T a b ¢ a b ¢
20 2y 2z|4+|2x 2y 22|+ |2z 2y 2z|+|2x 2y 2z|=
p q T T Yy =z r Yy oz p q T

a b ¢ a b c a b ¢
2¢ 2y 2z|=2|x y 2z =-2|p q r|=6—=
p q T p q r Ty =z

a b c

p g r|=-3

T Yy z
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Capitulo 2

Geometria

2.1.

Restimenes tedricos

Vectores
Sean 7 = (Ul,UQ,U3), 7 = (Ul,’l)g,l}g) y E? = (”U.)l,’wg,w;g)

Up Uz U3

7, o y W son linealmente independientes si | v; vy w3z | # 0. En caso contrario uno de
w; Wy wWs

los vectores es combinacién lineal de los otros.

7 = U1V] + UV3 + U3V3

Producto escalar: { g 7 = |7H7‘ cos o

i j k

Producto vectorial: ? = U XV =] w us us ; el vector _t> es perpendicular a los
(%1 (%) V3
vectores @ y ¥. Se cumple |7 x | = | ||| sina.

|7 X 7| = S donde S es el area del paralelogramo que describen los vectores U y o por

paralelelismo. (El drea de un tridngulo serd 55’ )

U u us
Producto mixto: [7,7,3] = | vy vy w3 | =V, donde V es el volumen del parale-
w1, W2 wWs
lepipedo que determinan los tres vectores por paralelismo. El volumen de un paralelepipedo
es también V = S} ,se - Altura. Para calcular el volumen de un tetraedro tenemos dos férmulas:

1
Vietraedro = évparalelep{pedo Y Vietraedro = ngase - Altura

Ecuaciones

Sea la recta r :

1,

Uy = (u1, ug, us)

P.(a,b,¢)
Vectorial Paramétrica Continua General
T=a+ A
_ —b _
Z =P+ \up Yy =b+ Aug roe_y i No hay
z=c+ A\us u1 U2 u3
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7 = (ul,uQ,ug)

Sea el plano 7 : { U = (v, va, v3)
P(a,b,c)
Vectorial Paramétrica Continua General

uy vy Tr —a
uy vo y—>b | =0
us U3 zZ—C

T =a+ Auy + pvy
7:P+)\7+u7 y = b+ Aug + pve No hay

z=c+ Aug + s Ar+By+Cz+D =0
Ideas:
aq b1 C1
» Tres puntos Py (a1,b1,c1), Pa(ag, ba, co) v P3(as,bs, c3) no estdn alineados si | az by co | #
as b3 C3
0

= El vector u, y la recta r tienen la misma direccién.
= El vector 4, = (A,B,C) y el plano 7 : Az + By + Cz + D = 0 son perpendiculares.

Posiciones de rectas y planos:

— — uy
—> T
= Dos rectas: r : { Ur s { Us y P.P;. Construimos la matriz A = u
P, P P—>P
T+ s

Si Rango(A) = 3 = Se cruzan.

S

u,
Rango < 177;

s

Si Rango(A) = 2:

w
Rango ( 77; ) = 2 = Se cortan
) = 1 = Son paralelas

Si Rango(A) = 1 = Coinciden.

%

uy.
= De unarecta r : { P,
y se sustituye en el plano: A(a + Auy) + B(b + Auz) + C(c + Auz) + D = 0 Al resolver esta
ecuacién pueden ocurrir tres casos:

y un plano 7 : Ax+ By+Cz+ D = 0: Se pasa la recta a paramétricas

a) Encuentro un valor de A = kK = se cortan. El punto de corte se encuentra sustituyendo
el valor de A en la ecuaciéon paramétrica de la recta.

b) Encuentro infinitos valores de A = la recta se encuentra contenida en el plano. (La
solucién de la ecuacién queda de la forma 0 = 0)

c¢) No existen valores de A = la recta es paralela al plano. (La solucién de la ecuacién
queda de la forma 7 = 0)
s De dos planos my : Ayx + B1y + Ciz + Dy y 7o : Asx + Boy + Coz + Ds. Puede ocurrir:

A B A C B Ch
! ! ! L —1 # —— en cualquiera de ellos los dos planos se cortan en

VLTER LT R G
una recta.
A B
b) /T; = B; = g; # —— en este caso son paralelos.

c) A = =1} = G _ & en este caso coinciden.
A2 Bg CQ Dg
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s Detres planos 7y : Ajx+B1y+Ciz+D1, mo : Asx+Boy+Coz+ Doy w3 : Azx+Bsy+Csz+Ds.
Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y se discute por el teorema de
Roché. Si el sistema tiene solucién unica los tres planos se cortan en un punto. En el caso de
que tenga infinitas soluciones se analizan los planos dos a dos. En el caso de que no tenga
soluciones se analizan los planos dos a dos.

Férmulas:

» Distancia entre dos puntos: d(A, B) = |1ﬁ|

H %
PP, x

» Distancia de un punto a una recta: d(P,r) = %%A
Uy

_ |Aa+ Bb+ Cc+ D|
VAL B+ 02
PP, al, )|

» Distancia entre dos rectas que se cruzan: d(r, s) = ﬁ‘ﬁ‘—
Up X Usg

» Distancia de un punto a un plano: d(P, )

) °-T
= Angulo entre dos vectores: cosa = kilki

— =
4 Uy * Us

» Angulo entre dos rectas: cosa = ]
Uy || Uy

—r

, Uy * Upy

L Angulo entre dos plaHOS: COStx = T— 77—
|ty |||

—
, . Uy - Upy
» Angulo entre una recta y un plano: sina = ———-
|| |tr ]
P+Q
2

s Punto mediode Py Q es A =

= Punto simétrico de P respecto de QQ es A =2Q — P

» Esfera: (z —a)? + (y — b)*> 4 (2 — ¢)? = r? es una esfera de centro C(a, b, c) y radio= r.
Ideas métricas:

= Punto simétrico de P respecto al plano 7:

e Calculo r que pasa por P perpendicular a m, u = ..
e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P P

= Punto simétrico de P respecto a la recta r:
- — =
e Calculo 7 perpendicular a r que contenga a P, u; = u,..
e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P"-P
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Recta perpendicular a otras dos que se cruzan (y las corta): Se calcula como interseccién de

uj uf
los dos planos 7 : w , T ul
P, Py

dondeﬁ:m}xﬁg

Recta que pasa por un punto P y corta a dos rectas que se cruzan: Se calcula como interseccién

de los dos planos
PP PP

BN ’ITZ y T2t 17;
P.oP P;o P

Recta paralela a un plano 7 y que corta a otra recta t que a su vez corta a m y que pasa por
el punto P:

e Calculo un plano 7’ paralelo a 7™ que contenga a P.

e Calculo P’ punto de corte de 7’ y ¢.

e La recta buscada es la que une los puntos Py P’.
Ecuacién de la circunferencia resultante de cortar una esfera con un plano (vertical u hori-

zontal). Si el plano es z = k, se sustituye en la ecuacién y resulta una circunferencia. Tened
cuidado, el centro de esta circunferencia es (a, b, k).

@ = CP

Plano tangente a una esfera de centro C' en el punto de tangencia P: 7 : )
Contiene a P

Encontrar los puntos de una recta r que estan a una distancia A de un punto P: Se calcula
la ecuacién de una esfera de centro P y radio A. Se buscan los puntos de corte de esta esfera
y la recta r.

Plano Mediador 7 entre dos puntos P; y P»: Es el lugar geométrico de los puntos P(zx,y, z)
que cumplen d(P, P;) = d(P, P,).

Plano Bisector 7 entre dos planos m; y ma:Es el lugar geométrico de los puntos P(z,y, z) que
cumplen d(P, 1) = d(P, m3).
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2.2. Andalucia

2.2.1. Modelo

Problema 2.2.1 Considera las rectas

{ 20-3y+x-2=0 ;fi;iﬁ
—3r+2y+224+1=0 L — 9249\

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1,0,—5).

b) Calcula el seno del dngulo que forma la recta r con el plano 7 : —2z +y + 2z = 0.

Solucién:
T =3-—2\ —
a) s:q y=-14+X = s: { 7;35(5 <_12’_1’2)2> sl = U =Uy = 7 20 +y+22+
z=—242)\ S\
A=0,como Pen’ = —2:14042-(-5)+A=0= A=12= 7' : —22+y+22+12=0
%
7T
b)ur=| 2 -3 1|=-(875)
-3 2 2
= =
- Ur 8,7,5)-(—2,1,2 —164+7+10
cos(90° — ) =sina = |ﬁ> u—>| = I( ) ( )| :| i |:
1 V138
3v138 414
4 _
Problema 2.2.2 La recta r : x—2|—3 = y-;— -z 3 3 y la recta s, que pasa por los puntos

P(1,0,2) y A(a,1,0), se cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

Solucion:
r43 y+d 23 r=-34+2A\

z=3+ 3\

=1 -1
Ps:P(17072) 2’22—2/1
Hacemos:

r=-3+2A=14+(a—1)p A=1
y=—4+2\A=p — w=-2
z2=3+3x=2-2u a=2

Sustituyendo en cualquiera de las rectas tenemos el punto de corte de ambas rectas P'(—1,—2,6)

2.2.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.2.3 Se consideran los vectores 7 = (-1,2,3), v = (2,0,—1), asi como el punto
A(—4,4,7).

a) Calcula a y b para que el vector W = (1,a,b) sea ortogonal a 1y .
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b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los
vectores U y 7, y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen de

coordenadas.
Solucién:
1
7R T
a) W=uUxv=| -1 2 3|=(-25-4)=k(1,a,b) = 5
2 0 -1 =3
b=2
b) Hacemos dibujo de la situacién:
OB = AU = (—\,2),3)) = B(—\,2),3))
OC = @ = (21,0, —p) = C (2,0, —py) :
g A
Tenemos CA 0B — (—4,4,7) — (2p,0,—p) =
(=X, 2),3)\) =
(=4 =20, 4,7+ p) = (=A,20,3)\) = A =2 = @
(—4—2u,4,74+p) = (=2,4,6) = p = —1. En conclusién: A =2 o= =%
yp=—1L
Los vértices son 0(0,0,0), A(—4,4,7), B(—2,4, 6)_}; C(-2,0,1)
(A la misma conclusién se llega haciendo OC' = BA)
Y z—1

Problema 2.2.4 Considera larectar =x—2 = =
el punto P(1,2,3) y el vector director v = (1+a,—a,3a).

asi como la recta s determinada por

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten.

b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares.

Solucién:
y  z-1 T=212 = (1,-1,2)
r:m—szlz 5 = r:{ y=-A = 7r: P.(2,0,1)
z2=1+2\ T
{”Igz(l—i-a,—a,?)a) x:1+(1+a)u
S: == y=2—ay
a) Hacemos:
r=24+A=1+1+a)u A=-8
y=-A=2—-au = pw=-1
z=142\=3+3au a=26

Luego si a = 6 las dos rectas se cortan y, sustituyendo en cualquiera de las rectas, tenemos
el punto de corte de ambas rectas P’'(—6,8, —15)

b) rls= w Lu,= u,-us=0

1
ur-up=(1,-1,2)- (1+a,—a,3a) =1+a+a+6a=0=— a=-3
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2.2.3. Convocatoria Extraordinaria

x=5+2\
Problema 2.2.5 Considera lasrectasr=x+1=y—a=—2ys=<{ y= -3
z=2—-A

a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte.

b) Halla la ecuacién del plano que pasa por P(8,—7,2) y que contiene a la recta s.

Solucién:
x4 l=y—a=—2=— r: zi;—l’_JF,u — ,{ur:(Lla*l)
rix =y—a=—=z rig oY= 1 T Po(~1,a,0)
z=—u
Ps(5,-3,2) 9
a) Hacemos:
r=-14+p=>5+2X\ A=-8
y=a+pu=-3 - pn=-—10
z=—pu=2-X a="17

Luego si a = 7 las dos rectas se cortan y, sustituyendo en cualquiera de las rectas, tenemos
el punto de corte de ambas rectas P'(—11,—3,10)

P—ﬁ (3,-4,0) r—5 y+3 z-2
b) m: ¢ u (2,07 1) = -3 4 0 =0=
Ps(57_3’2) 2 0 -1
m:—4dr —3y—82+4+27T=0= 7:40+3y+82—-27=0

Problema 2.2.6 SeaelplanowEx+y—z:2y1arectar5x:%:z—l.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccién de 7 y 7.

b) Dado el punto Q(2, 6, 3), halla su simétrico respecto del plano 7.

Solucion:
T =M\ _)_
g R Yy
z=1+A

a) Sustituimosrenm = A+3A—1—-A=2= A =1= P(1,3,2) La recta r corta al plano
7 en el punto P(1,3,2).

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta t L 7w tal que @ € t:

w =y =(1,1,-1)
t'{ = t:¢ y=6+2A
P =Q(2,6,3) z2=3—A

@ Calculamos el punto de corte Q' de ¢ con 7
2+N)+6+N)-B-N)=2= A=—-1= Q'(1,5,4)

@ () es el punto medio entre @ y el punto Q" que buscamos:

QJ;Q// O — Q”:QQlfQ:(2,10,8)*(27&3):(074’5)
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2.3. Aragén
2.3.1. Convocatoria Ordinaria
Problema 2.3.1 Se pide:

a) Escribe la ecuacién del plano que contiene a las rectas 11 y r2, y ademds pasa por el punto
(—1,2,1), siendo

x y+2 =z x:_;t—’—&
m=-=2""==2 5= = —
1 3 1 17 2 yi
z=t

b) Dado el vector v = (2, k,2k), calcula el valor k € R para que o y los vectores directores de
las rectas 71 y ro sean linealmente dependientes.

Solucién:
— xr =3t
L) U = (3,1,1) _ A
SR P (0.-2,0) — = YT A
z=1
r {@:(67_251) — o = xi:;t—’—(ﬂt
> PT2(_17070) 2T Z:t
—
P., P, =(0,-2,0) — (—1,0,0) = (1,—-2,0) y estudiamos la posicién relativa de r1 y ra:
1 -2 0
I
[PrzPTl,u_Tf,u_T;] =13 1 1| =-3%#0= r;yrysecruzan y, por tanto, no existe
6 —2 1
un plano que contenga a las dos. (Para que ese plano existiese tendrian que cortarse o ser
paralelas)

Parece ser un error de diseno del problema. Si que se podria calcular la ecuaciéon de un plano
7 paralelo a estas rectas que c_o)ntenga al punto P(—1,2,1)

— -
? J
Ug = Ur) X Ut =| 3 1 1(=31,1,-4)=m:z+y—42+X1=0,como P e =
6 -2 1
14244+ A=0= A \=3=7m:24+y—42+3=0
2 k 2k 9
b) [V, um] =3 1 1 =6-2lk=0= k=7
6 -2 1
Problema 2.3.2 Sea pide:
a) Dados los vectores v_f = a171>—2172>+3173>, Vg = —171>+au_>2+173>, determina el valor del

pardmetro a € R para que los vectores e y 71 sean ortogonales, sabiendo que los vectores
{17{ U3, 175} son ortogonales y de médulo igual a 1.

b) Calcula el volumen del tetraedro formado por los vectores v_f, 11—2> y v_§ = v—1> + v_2> siendo

U—1> = (1,0, _2)? @ = (37 1a0)

Solucién:
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=1 ya que tienen médulo 1.

Wb = wuh = whus =0 ya que son ortogonales.
ot - 03 = (auq — 2ub + 3u3) - (—ut + aub + up) =
—auiu; + a*uius + auius + 2uul — 2aubus — 2aubug — 3uful+
3au_3>172>—|—3173>17§:—a 20+3=0= a=1
1 1 U—1> 1 v—>1
b) V ==|[o1,05, 93] = =|| us ||==| v | = = -0 =0 la tercera fila del determinante
0 0| % v+ 03 0

es combinacion lineal de la primera y la segunda y, por tanto, el determinante vale cero.

2.3.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.3.3 El volumen de un tetraedro es de 10 unidades cibicas. Si tres de sus vértices
se encuentran en los puntos A(1,1,1), B(—2,1,0) y C(0,1,3) , halla las coordenadas del cuarto
vértice D sabiendo que se encuentra en el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

Solucién: D € OY = D(0,q,0)

AB = (-3,0,—1)
AC = (~1,0,2) —
AD = (-1,a—1,-1)
. 3 0 -1 X
—6H132823H 0 2 ||=ZTa-1|=10—
—1 a—1 —1

7 67 (67)
& (a-1)=10=a=—- = D;(0,—=,0
¢ 6(a ) a 7 1 57;

7 53 ( 53 )
6<a ) a 7 2 ’ 7

2.4. Asturias

2.4.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.4.1 Sea r la recta que pasa por los puntos A(1,0,1) y B(2,1,2) v s la recta s :
r—2 y—-2 =z

1 -1 1

a) Indica la posicién relativa de r y s.
b) Calcula un plano paralelo a r y que contiene a s.

c¢) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

Solucion:
—AB=(1,1,1) S,{ $=(1,-1,1)
P, = A(1,0,1) Y P,(2,2,0)
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1 2 -1
—
{PTPS,QTZ«,u_g]Z 1 1 1 |=4#0= ry ssecruzan.
1 -1 1
= (1,1,1) r—2 y—2 2z
b) m:{ w=(1,-1,1) = 7:| 1 1 1]|=0=
P,(2,2,0) 1 -1 1
Tirx—2z—2=
—
‘[PTPS)’sz’/lZ] 4
c) d(r,s) = = =vV2u
R T T
- 27
? J
1 -1 1

Problema 2.4.2 Dados dos planos 7: 2 +y+2=3, 7 :x+y =3y el punto A(2,1,6)
a) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccién de los planos 7 y 7'.

b) Calcula el punto P de 7 tal que el segmento AP es perpendicular al plano .

c¢) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano 7.

Solucién:
T+y+z=3 g=2 ur = (1,-1,0)
a)r'{x+y:3 = y=3—-A :>{Pr(073;0)
z=0
b) Calculamos la recta t L 7 que pase por A:
= = r=2+A
c{R e e o)
= T z=06+A

Calculamos el punto P de corte de ¢ con 7:

C+N+A+N)+6+N)=3=3\= 6= A=

Sustituyendo en t = P(0,—1,4)
c) P es el punto medio entre Ay A’
A+ A
T P A =2P - A=(0,-2,8) — (2,1,6) = (~2,-3,2)

2
2.4.2. Convocatoria Extraordinaria
r=14+«
Problema 2.4.3 Dadaslasrectasr=<{ y=1 , s perpendicular a r y el vector ¥ = (1,1,1).
z2=—«
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a) Calcula oy un vector director de 7.
b) Calcula un vector U director de s tal que U x vy es proporcional a .
c¢) Calcula la ecuacién del plano que contiene a las rectas r y s’, siendo ' =2 —1=>— =z

Solucion:

a) oy = (1,0,-1)

77 %
b) W=v=v,x¥=|1 0 —1]|=(1,-21)
1 1 1
— _ _ — —
C)r:{vr_(Lo, 1)’5,:{ (1,-2,1)
P,(1,1,0) Py (1,1,0)

% j—
Como P,(1,1,0) = Py (1,1,0) las dos rectas tienen un punto en comin y como Rango( Z_7> ((11 072 11)) )

2 = ry s se cortan.
Calculamos el plano 7 que las contiene:

oy = (1,0,-1) r—1 y—1 =z
m:d v =(1,-21) = 1 0 -—1|=0=
P,(1,1,0) 1 —2 1

T 20 —-2y—224+44=0=m:z+y+2—-2=0

Problema 2.4.4 Dados los puntos A = (1,0,1), B=(1,6,1), C = (-2,-1,5) y E = (-1,1,1)
a) Calcula ecuacién del plano que contiene a los puntos A, By C. D

b) Calcula las coordenadas del punto D para que el poligono ABC'D sea un \\
paralelogramo y el area de ABCD. >

¢) Halla ecuacién de la recta perpendicular al plano que pasa por E.
Solucién:

a)

= (0,6,0) r—1 'y z2-—1
=(-3,-1,4) = 0 6 0 =0=
1,0,1) -3 -1 4
(

quml

6(4dz+32—7)=0= 7m:40+32—-7=0

) D=A+AD = A+ BC = (1,0,1) + (=3,7,4) = (~2,7,5)

7%
S:’ﬁxﬁ’:| 0 6 0]l=16(40,3)=6v25=30u?
3 -1 4
o {BoE=03 o
P, = E(-1,1,1) R
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2.5. Cantabria

2.5.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.5.1 Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un
vértice del tridngulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el tridngulo
de vértices A = (—1,2,3), B=(3,-4,1), C = (1,—4,5).

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del tridngulo ABC.

b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho

punto.
Solucion:
B A A+ B
2) A = ;C:(z,_4,3), B = ;O:(o,_1,4),0': = =(1,-12)
po )= AA=(2,-4.3) - (-1,2,3) =3(1,-2,0) ) 9 oy
P = A(~1,2,3) S
— :3_
) {LT;BB’(O, L4)— (B —41)=3-1,1,1) . ). _" "
: Y +p
Ps = B(3,-4,1) z=14+p
— A =1
. {ut:CC:(17—1,2)—(1,—475)—3(01 DI R
t_C<17_4a5) 2—5—ﬁ

b) Corte de r con s:

r=—14+A=3—pu =9

y=2-22=—-4+u =>{ o = M(1,-2,3)
=2

z=3=1+p

r=—14+A=1

Corte de r con t:

y=2-2A=—-4+4p :{gi; = M(1,-2,3)
2=3=5-0 -

Corte de s con t:
r=3—-pu=1 =2

z=14+p=5-p4

Las tres rectas se cortan en el punto M (1, -2, 3).
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Problema 2.5.2 Los puntos A = (2,0,0), B = (—1,12,4) son dos vértices de un tridngulo. El

Lo 4r + 32 = 33
tercer vértice se encuentra en la recta r : y=0

a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es perpendicular a la
recta que pasa por los puntos Ay C.

b) Determine el dngulo que forman los vectores E y A‘CY>

c¢) Calcule el drea del tridngulo ABC.

Solucion:
T=A
ri{4x+32233 = r:{ ¥=0 —
y=20 4
z=11— =X
’ A
— . =3
Ur ( > <3’0’ 4 = r:< y=0
P.( z=11—4X

a) Calculamos el plano 7 L r tal que A € r:
T30 — Azt A=02L 64 \=0= A=—6=>7:30—42—6=0
El punto C es el punto de corte de 7 con r:

TOA—4(11—4)\) —6=0=> A =2 => C(6,0,3)

b) AB = (—1,12,4) — (2,0,0) = (~3,12,4) y

AC = (6,0.3) —%2,0,0) — (4,0,3)
AB- A —-12+ 0412 0

m
cosa = = =—=0= a=—-=90°
‘A’B)’ ’ﬁ‘ V169v25 65 2
- = =
ik 1 65
c) S==]| -3 12 4 |=§|(36,25,—48)|:?u
4 0 3

2.5.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.5.3 Los puntos A = (0,—1,1), B = (1,1,1) son dos vértices de un tridngulo. El
tercer vértice esta contenido en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano
T=2r—y+z=1.

a) Calcule la ecuacién de la recta 7.

b) Calcule las coordenadas del vértice C' sabiendo que el drea del tridngulo es 3v/30.

Solucion:

o BB =@ o1) o
P.=B=(1,1,1) A
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b) Cer— C+201—A\1+A)
AB = (1,2,0) y AC = (14 20,2 — A\, \)
S S

L J K 1 1 y
Se=3ll 1 2 0]l=5l@A A5 = AR -1 -5) = SAV30 = 3V30 =
142X 2—-X A

_ A=6= C1(13,-5,7)
N =6= { A= 6= Ci(~11,7,-5)
. r+1 y+3 =z
Problema 2.5.4 Considera la recta r : — =g =17 elplanom:z — 2y — z = —1.

a) Estudie la posicién relativa de recta y plano.

b) Sir corta a 7 calcule el punto de corte y el dngulo que forman. Si la recta no corta al plano,
calcule la distancia entre ambos.

Solucién:
=—1-X N
r+1 y+3 =z v {u = (~1,2,1)
: = — = — : :_3 2)\ . i 9~y
A 2 1 "YU + 7T P(=1,-3,0)

a) Sustituimos r en
(F1=XA)—2(-3+42\) —A=—-1= A=1

La recta r y el plano 7 se cortan en un punto.

b) El punto de corte de r con 7 es H(—2,—1,1). Y el dngulo

. @y )(-1,2,1)-(1,-2,~1)] 6 ™ o
sin ¢ = = =—-=1l= a=—-—=90
@] - |an] V6 -6 6 2

2.6. Castilla La Mancha

2.6.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.6.1 Sean las rectas:

T =2\ r=-—1
r=<¢ y=-—-\A, S§= = ,
z=a = —du

donde A y pu son los pardmetros y a € R.
a) Estudia su posicién relativa en funcién de los valores que toma a.

b) Encuentra razonadamente un plano que contenga a s y que sea paralelo a r.

Solucién:
r.xiﬂzéw{m=@4m
1Y "1 P.(0,0,0)
zZ=a
$:8 y=u T P.(~1,0,0)
z ==l
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a) PP = (1.0,a) [P )

)

5
- Sia#—§:> |A| #0 = r y s se cruzan.
)
- S. = ——
ia 5
1 0 —5/2 .
Al =12 -1 0 | = 0 (las dos rectas estdn en el mismo plano) y ’ 01 ' =
0 1 )

2 = la matriz formada por los dos vectores u y u, tiene rango 2 y, por tanto, las
rectas r y s se cortan.

= (2,—1,0) e+l oy oz
b) m:{ up=(0,1,—-5) = 7: 2 -1 0|=0=
Py(~1,0,0) 0 1 -5

m:dr+10y+22+5=0

Problema 2.6.2 Sean los vectores U = (1,1,1) y v = (1,0,1). Calcula el plano que pasa por el
punto A = (0,0, 1) y con vector normal el producto vectorial de uy .
Solucién:

Ur=U XV = =(1,0,-1)

)—IH“\L
o ==

%
k
1
1
ﬂ:x—z—l—)\:OA:e;O—l—i—)\:Oz A =1 luego el plano buscadoes m:xz —2z+1=0.

Problema 2.6.3 Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta intersec-
cionde los planos my =rx=y+ 1y m =y + 22 =5.

Solucion:
r—y=1 r=06—2\
7‘:{ . = r:g y=5-2A
y+2z=95 =\

Problema 2.6.4 Sean los planos my =2z +my =1, m=2r+y=my n3 =4doc+y+mz = 2.
Estudia su posicién relativa segin los valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el
apartado anterior.

Solucién:
Para estudiar la posicién relativa de los tres planos estudiamos el sistema:

20 +my =1 2 m 01
2z +y=m = A= 2 1 0|m
dr+y+mz=2 4 1 m| 2

[Al=|M|=2m(l—m)=0= m=0, m=1
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& Sim#0ym#1= |A| # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas. Se trata
de un sistema compatible determinado. Como la solucién es tnica los tres planos se cortan
en un punto.

& Sim=0
B 2 0 01 I 2 00 R
A= 2 1 010 =| KhLh—-F = 01 0|-1 — F, =
4 1 0|2 F3 —2F 01 0| O Fs— Fy
2 00 1
0 1 0]-1 — Sistema Incompatible
0 0 0 1
Los tres plano s no tienen puntos comunes, los estudiamos dos a dos:
0
T1 con To: 5 1 = T Yy T2 Se cortan.
0
1 con mg: o #* 1 = m; y w3 se cortan.
2 1
o CON T3: 3 #* 1 = Ty y T3 se cortan.
- Rango(A) = 2 #Rango(4) = 3
m | e
T3
T
- =1
2 1 01
2 1 01 = [ Fy = Fy } — Sistema Compatible Indeterminado
4 1 1|2
Los tres planos tienen infinitos puntos comunes, los estudiamos dos a dos:
2 1 1
T Con a: 311 = m y g coinciden.
2 1
1 con mg: o #* 1 = m; y w3 se cortan.
2 1
Mo CON T3: 1 #* 1 = Ty y T3 se cortan.

Rango(A) =Rango(4) = 2
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2.6.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.6.5 Sea el punto A = (1,0,1) yel planor =z +y + z = 8.

a) Calcula la recta perpendicular a 7 y que pasa por A. jEn que punto se cortan la recta y el
plano?

b) Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de 7 igual que A, es decir, el
punto simétrico de A con respecto a .

Solucion:

a) sea r L mtal que A € r:

r'{m}:u—;:(l’l’l) T x—}\Jr)\
P = A(1,0,1) RN

b) Para calcular A’ punto de corte de 7 con 7 sustituimos r en 7:
1I+N+A+(1+N)=8= A=2= A'(3,2,3)
El punto A’ es el punto medio entre A y el A” que buscamos:

A A//
*‘2 A — A =24 — A= (6,4,6)— (1,0,1) = (5,4,5)

Problema 2.6.6 Sea el plano 7 = z — 3y + 2z = 0 y los puntos A = (0,0,—-1) y B = (1,1,1).
Obtén el plano perpendicular a 7 y que contiene a A y B.

Sohgién:
uy = (1,-3,1) r y z+1
#:{ AB=(1,1,2) = |1 -3 1 |=0=
A=(0,0,-1) 11 2

7 —Te—y+4z+4=0= 7' Tx+y—4z=4

Problema 2.6.7 Sea el tetraedro cuyos vértices son los puntos A = (a,0,1), B = (1,3,0),
C = (0,1,0) y D = (1,1,1), con a € R Halla los valores de a para que el volumen de dicho
tetraedro sea 1.

Solucion:
Sean AB = (1—a,3, 1), AC = (—a,1,~1) y AD = (1 —a,1,0)

1-a 3 -1
VT:EH/@,Q,EH:Q A )= tpa—1j=1—
6 6y a1 o] O

% —1=6=— a:g
|20 — 1| =6 =
2a71:76:>a:—g
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2.7. Castilla Leon

2.7.1. Modelo
Problema 2.7.1 Dadalarectar:z+2=y=z—2yelplanon:x— 2+ 2 =0, se pide:
a) Determinar la posicién relativa de r y 7.

b) Calcular el punto simétrico respecto de 7 del punto de r (—2,0,2) y hallar la recta que es
simétrica de r respecto del plano 7.

Solucion:
. {17;:(1,1,1) . ij;wm
Pr(72aoa2) Z:2+)\

a) Sustituyendo r en m = (—2+X)+0(A) —(24+A)+2=0= —2 =0 lo que es imposible y,
por tanto, la recta r y el plano 7 no tienen ningin punto en comuin y son paralelos. (r || 7)

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

= Calculamos una recta t L 7/P(—2,0,2) €t

. { w =uy = (1,0,-1) L 5:0—2+/\
Pt:P(72a072) =92\

» Calculamos el punto P’ de corte de t y 7
24 A—(2-N)+2=0= A=1= P'(~1,0,1)

» El punto P’ es el punto medio entre P y el simétrico P” buscado

P_,_P// A

. P = P"=2P — P =(-2,0,2) — (-2,0,2) = (0,0,0)

Como la recta r || m la recta simétrica h de r respecto de 7 tiene que ser paralela a r =
up = u, y tenemos

1

h:{TL_}i:?T;:( ’)1) = r:

1,1
P, = P"(0,0,0)

A
A
A

n ey
I

1
Problema 2.7.2 Dadalarectar:z—1= % =z—1yelplano 7 :x —y+ z = 0, se pide:

a) Determinar la posicién relativa de r y 7.

b) Calcular la distancia del plano 7 al punto de la recta r, (1,—1,1) y hallar el plano paralelo
a 7 situado a la misma distancia de r que .

Solucién:
— r=1+A

r-{ﬁ(I(_l’IQ’l)l) = r:{ y=-14+2\ yu,=(1,-11)
T z=1+X

a) Sustituyendo r en m = (1 4+ A) — (=1 +2X) 4+ (1 + A) =0 = 3 =0 lo que es imposible y,
por tanto, la recta r y el plano 7 no tienen ningtn punto en comun y son paralelos. (r || )
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1+1+1 3
dPm)=1——L = = =3
(P, ) VIFi+1 3 "

Sea 7’ : & —y+ z+m = 0 el plano que buscamos. Tenemos d(r,7') = d(m, ') = V/3

L+ 1+14m)  [3+m|

d(r,7’) =d(P,7’) = NiESES 7

3+m=3= m=0= 71:2—y+2=0= 7 no vale
3+m=-3=—=m=-6=—=7:2—y+2-6=0

=V3= [34+m|=3

3+m|=3= {

2.7.2. Convocatoria Ordinaria
Problema 2.7.3 Se pide:
x—1 y+2 241

1
que la recta y el plano sean perpendiculares.

y el plano m = 2z + y + mz = 0 calcule m para

a) Dada la recta r =

b) Calcule el plano perpendicular a los planos t =z +y+z2z=1y 7 =z —y+ 2z = 2, que pasa
por el punto (1,2,3).

Solucién:
— k=1
a) u, = kuy, = (2,1,4) =k(2,1,m) = m— 4
1 1
b) Los dos planos se cortan en una recta ya que 1 #* -
El vector normal al plano 7’ L 7y 7 =
¢ J
Up =y XUmy=| 1 1 1[=2(1,0,-1)=
1 -1 1
i —z+ A= (1’2’:3)577 140-3+2A=0= A=2=

mix—242=0

Problema 2.7.4 Considere el punto P = (2,2,1) y el plano 7 = 2x + 3y — 32+ 6 = 0.
a) Halle la recta que pasa por Py es perpendicular a 7.

b) Calcule la distancia del punto @ = (2,2, —2) al plano 7.

Solucion:
a) r: Po—P=(221 = r:q y=2+3A
4 T z=1-3X

C[4+6+6+6] 22

b) d(@m) = = = = V2
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2.7.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.7.5 Se pide:

a) Calcule el plano que pasa por el punto (1,0,1) y es paralelo a los vectores q = (1,1,1) y

v =(1,2,3).
b) Calcule el plano paralelo a 3z + 2y + 2z + 1 = 0 que pasa por el punto (1,2, 3)
Solucién:
u=(1,1,1) r—1 y z—1
a)m:{ T=(1,23) = 7:| 1 1 1 |=2-2y4+2-2=0
P(1,0,1) 1 2 3
/ (1,2,3)en’
b) ' :3x4+2y+22+4A=0"= 34+446+1=0— A\=-13=

i 3r+2y+22—13=0

Problema 2.7.6 Se pide:
a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta que estd contenida en el plano o =
paralela al plano 8 = 2z — 3y + 2 = 4 y pasa por el punto P = (1,1, 3).
z—1
2

b) Héllese la ecuacién del plano que es paraleloar =2 —1=y+2 =

puntos A =(0,3,1) y B=(-2,1,-1).
Solucién:

a) w, Lugyu, Lup = u =

—(1,1,1)

z—1
2
1

y—3
1
1

—_

)=-2(1,1,1) = m:

Tix—y+3=0

2.8. Cataluna

2.8.1.

Problema 2.8.1 Sea la recta r definida por la siguiente expresion:

Convocatoria Ordinaria

r=24+A
y=—-1+3\
z=34+ A
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a) Determine la posicién relativa de la recta r respecto al plano 7 : x — 2y + 4z — 4 = 0. Si es
paralela, calcula la distancia de r a 7, y si es secante, calcula el punto de corte.

b) Calcule la ecuacién de la recta s perpendicular al plano 7 y que corta la recta r en un punto
P, cuya primera coordenada es 5 veces mayor que la segunda.

Solucion:

a) Sustituyendor en m = (24+A) —2(=1+3\)+4(34+ ) —4=0= A=12= r y 7 son
secantes. Para calcular el punto de corte A sustituimos A en r = A(14, 35, 15).

— =
S ul=uy =(1,-2,4) B 1 (5 1 7)
b)s'{P5(2+)\,—1+3/\,3+/\) y2+A=5(-143\) = )\72 Py 333 luego la
recta s es
5
=4t
T 2—|—
S: _1 2t
. y—2
7
=— 44t
z 2+

2.8.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.8.2 El méstil que sostiene la lona de la carpa de un circo se sittia perpendicularmente
sobre el plano de un suelo cuya ecuacién es 7 : x — z = 6. Se sabe que la cipula de la carpa (el
punto mds elevado por el que pasa el mastil) estd en el punto de coordenadas P = (30, 1,0).

a) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta que contiene el méstil.

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del méstil con el suelo, y la longitud del méstil.

Solucion:

a) Tenemos:

r_{v?rzmiz(l,o,—w

P. = P(30,1,0)

z=30+ A b
r:¢ y=1 B

z=—A |

b) Calculamos P’, punto de corte de r con 7, Sustituyendo 7 en m = (30+X)+0(1)—(=X\)—6 =

0= A= —12 = r y 7 son secantes. Para calcular el punto de corte A sustituimos A en
r= P'(18,1,12).

_3o+0-0-6] 24
VIF0+1 V2
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2.9. Comunidad Valenciana
2.9.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.9.1 Dadas las rectas r : { z=2z-1 s { x=4-5z

a) Indicar justificadamente la posicién relativa de r y s.

b) Hallar la ecuacién de la recta | que pasa por el origen y corta a r y s.

Solucion:
2) T.{ r=z—1 :>T.{1TT>:(1,—3,1)
"ly=2-32 ' P.(-1,2,0)
S.{x:4—5z 28.{@:(—5,4,1)
ly=42-3 ' .(4,-3,0) Y
——
P.Ps = (5,—-5,0) =5(1,—1,0)
1 -1 0
{PTPS,u_z,U)S]: 1 -3 1|=-3#0= ry ssecruzan.
5 —4 1

b) La recta [ la encontramos como corte de dos planos:

_)

Uy = (17 -3, ]-) x Yy z
—

Ty OP.=(-1,2,0) = m: 1 -3 1 |=2z+y+2=0
0(0,0,0) -1 2 0
u_>s_>: (_574a1) X Yy Zz

T2y OP;=(4,-3,0) = m:| -5 4 1 |=3zx+4y—2=0
0(0,0,0) 4 -3 0

l'{ 20 +y+2=0
" 3x+4y—2=0

r=—-14+a«
Problema 2.9.2 Dados los planos 71 : 2z —y—2+4+4 =0y 7y : y=1+a+p ,ylarecta
z=a—pf

r—1 vy z-2
T ==

1 2 —1°

a) Calcular la posicion relativa de 7 y ms.

)
b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0, 0) respecto del plano ;.
c)

Calcular, si existe, el punto de interseccién de 71 y r.

Solucién:
r=—-1+a w=(1,1,1)
e y=1l4+a+ = m: 7:(0,1,—1)
Z:OZ—B P7r2_1717)
z+1 y—1 z
Ty 1 1 l | =-2z+y+2-3=0
0 1 -1



a) Tenemos m : 2z —y—2+4=0ym:—20+y+2—-3=0—
2 == # % = m || m (son paralelos)
Al on par .

- 1 1 —3 m || w2 (son paralelos

b) Seguimos el siguiente método:

@ (Calculamos una recta t 1 m tal que P € t:

‘- {Et)—uvrl (a_]-v_l) — xii;Q)\
P, =P =(1,0,0) Z:_A

@ Calculamos el punto de corte A de ¢ con m1:
20420 — () - () +4=0= A=-1= A(-1,1,1)

@ FEl punto A es el punto medio entre P y el que buscamos P’:

P+ P
J; —A—s P'=2A—P=(-2,2,2)— (1,0,0) = (~3,2,2)
= (1,2,-1) r=1%2
c) r: P.(1,0,2) = 7r:{ y=2A
i o 2=2- )\

Sustituyendo en 7y:
20+ X)) —(2N) - (2-AN)+4=0= = —4
El punto interseccién H de r con m; se calcula sustituyendo el valor de A en r:

H(-3,-8,6)

2.9.2. Convocatoria Extraordinaria

—1 —1
Problema 2.9.3 Dados los puntos A = (2,0,0) y B = (0,1,0), y la recta s : xT Y- _,

a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos A y B.

b) Determinar la ecuacién implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta
.

¢) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

Solucion:

a)r:{ = AB = (-2,1,0) r=o2

= 7r:¢ y=1+A

P, = B(0,1,0)) L —0
b) Tenemoss:xT:yT:zﬁ 5:{”}5(1(,21’73’)1)
= (—2,1,0) t—1 y—1 =z
rd w=(231) =1:|-2 1 0 =z+2—8:-3=0
Py(1,1,0) 2 3 1



¢) AP, = (1,1,0) - (2,0,0) = (~1,1,0), [i| = V14 y
T 7%
=
AP <@ =1]-1 1 o|I=101,-5) =27
2 3 1
~_> %
‘APqus V2T 342

= ~ 1,3887 u
V14 14 ’

Problema 2.9.4 Dados los puntos A = (2,1,—-2) y B = (3,2,3) , y el plano 7 definido por
2x + 2y + z = 3, obtener:

a) El punto de corte C entre el plano 7 y la recta perpendicular ar que pasa por B.
b) El drea del tridngulo cuyos vértices son A, By C.

Solucion:

w:@:(25271)
w=(2,2,1) S A
T P, = (3,2.3) = y=2+2\
r — 9 4y Z:3+>\
Sustituyendo en 7:

10 (7 217)
s — Y9979

23+20) +2(2+20) +(B3+A) =3 = A= ——
b)ﬁ:(3,2,3)—(2,1,—2):(1,1,5)yﬁ:(g, 3’5 _(2,17_2):<_E 1 35)

9° 9’9
7 7%
1 1
Stzi‘/@xﬁ‘:§| 1 1 5 ||=
~11/9 —11/9 35/9
51(10,-10,0)[ =5/(1,=1,0)| = 5v2 u
2.10. Extremadura
2.10.1. Modelo

Problema 2.10.1 Dados los vectores @ = (1,1,0), ¥ = (=3,—2,a) y & = (a + 1,1, —1)

a) {Qué valores puede tomar a para que los tres vectores sean linealmente independientes?

b) Calcule los vectores paralelos al vector W de médulo 7.
Solucién:
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1 1 0

a) -3 2 a|=d"-1=0= a==1
a+1 1 -1
Los tres vectores son linealmente independientes Va € R — {—1,1}
e 707 W2 T 7 7V/2
b) ? = m (\[ \f ) < \QF, \2[ 0) también seria valido el vector (—\2[ —\{70>
_ - 1 -2
Problema 2.10.2 Dadas las rectas: r : { 2 xyi—; 1 ys: a:;L = % — 9 T

a) Calcule el plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

b) Calcule el dngulo que forman las dos rectas.

Solucién:
=2 —
J2e—y+z=1 . _ .{ur:(ovlvl)
r.{ o9 = 7 Z;i+/\ = 7r: P.(2,3,0)
T2 T3 1 "1 Py(-1,0,2)
u = (2,3,-1) r—2 y—3 z
a) m:{ w=(0,1,1) =mw:| 2 3 —1|=22z—y+2—-1)=0
P.(2,3,0) 0 1 1

T2 —y+2—-—1=0

lug-uzl  j04+3—1] 2 V7
b) cosa = — = = = —
|ur [ug] V14y/2 27 7

2.10.2. Convocatoria Ordinaria

= o= 67°47'33"

Problema 2.10.3 Dados el plano 7 de ecuacién = + 2y — z = 0 y la recta de ecuaciones 7 :

{y—2x=1
r—z=0 "~

a) Hallar el punto de interseccién del plano 7 y la recta r.

b) Calcular la distancia del origen a la recta 7.

Solucién:
T=A —
rig o y=1+2A :>r:{;g(_(12) D)
z=A
1
a) Sustituimos r en 1 => A+ 2(1+2)\) — A =0 = A\ = —— y sustituyendo este valor en r

1 1
obtenemos el punto de corte M de r con m: M (75’ 0, 75)

b) OF. = (0,1,0)

]o—Pixm |=1(1,0,-1)| = v2

- o =l
b = S
—_o =
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‘OPTXU—>T ) \/g
WOn="—r—=%"3"

Problema 2.10.4 Dada la recta r definida por
x—1 y+1 2z-2
2 3 1

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene a r.

b) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y es perpendicular a r.

Solucion:
=142\ urf(231)
T y=—-143\ = r: P.(1,-1,2)
z2=24+ A T
OP—(L— 2) r—1 y+1 z-2
a) T wup=(2,3,1) = m:| 1 -1 9 | =0=—
P.(1,-1,2) 2 3 1

m o —Tx+3y+5z2=0
b) My L= i =t = (2,3,1) = m:20+3y+2+A =02 0+0+0+A=0= )=
0= m:22+3y+2=0

2.10.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.10.5 Dados los puntos A = (0,0,2) y B =(1,1,0) y la recta r : { nycii . Calcular

un punto P € r para que el tridngulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

Solucion:
r=1

r:q y=A = P(1,\N)
z=A

AP = (1,A\) — (0,0,2) = (1, A\, A — 2)

AB = (1,1,0) — (0,0,2) = (1,1, -2)

ABLAP=— AB-AP=0= (1,1,-2) (LAA—2)=1+A—2A—2)=0= A=5
Luego P(1,5,5)

r=2-2y x—1 y—3 z+1

Problema 2.10.6 Sean las rectas: r : { 1

a) Estudiar la posicién relativa de las rectas r y s.

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

Solucién:
r=2-—2\ U—>r:(_2,172)

rig oy=2A == r: P.(2,0,—1)
z=—1+4+2\ T

s:¢ y=3+A = s: P.(1,3,—1)
z=—1-—2\ S\

—

PP, =(1,3,-1)—(2,0,—1) = (—1,3,0)
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—_—
a) [PTPS,UT),u_)S]: -2 1 2|=4#0= ry s secruzan.
2 1 =2
-y
b) | [P, al] | = 4
e
T j  k
o xuwl=1]-2 1 2||=]-4(1,0,1)]=4v2
2 1 -2
=
PPl 4 A
d = S
(7",8) ‘ﬂXTTZ' 4\/5 2 u

2.11. Galicia

2.11.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.11.1 Se pide:

a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano 7 que pasa por el punto P(1,—1,0) y es

r=1+A\
perpendicular a larectar: { y=—1
z=0
r=A\
b) Calcule los dos puntos de larectar: ¢ y=A A €R, cuya distancia al plano7: 2 —1=0
z=A
es igual a 2.
Solucién:
P
a)r'{ur—(l,0,0) comoﬁ:u_g:>7r::c+/\:opze>rl+)\:0:> A=—-1=— m:
P.(1,-1,0)
r—1=0
b) Sea QA A, \) € 7:
A—1
d(Q,m) = | - (PN A—1]=2
e \-1=2= A=3= (:1(3,3,3)
&« \—1=-2= A=-1= Q2(—1,-1,-1)

Problema 2.11.2 Se pide:
a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k,3,m), B(2,0,2) y C(k,2,0) estén
alineados.

x—1 y+1 2z-2
2 3 2

x+2 y+3
32

b) Estudie la posicién relativa de las rectas r :
z+1

ys:

. Si se cortan, calcule el punto de corte.

Solucion:
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a) AB = AMC = (2—k,—3,2 —m) = A0, -1, —m) —>

2—k=0 k=2
2—m=—-Am A=3
a —
: UT:(2’3’2> {US:<3’273) —>_
®) .{PT(L_LQ) o Py(—2,-3,-1) y PsPr=(3,2,3)
3 2 3
T
[PsPra’lTr}ﬂT:]: 2 3 2|=0
3 2 3
%
Rango(;ﬁ; >:Rango(§ g 3)22:> ry s se cortan.
y=—-14+3\ , s: y=—3+2u
y=-1+43rA=-3+2u =>{ _, = P(1,-12)

2=2+42\=—1+3p

2.11.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.11.3 Se pide:

x+1
a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano m queque contiene a la recta r : rtl =

3
2 3
% = Z—I y pasa por el punto P(0,1,0).

b) Calcule el punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto al plano 7 : 32 — 8y + 7z + 8 = 0.

Solucién:
_>
— uT:(SaQal)
r=10(3,2,1
a) r:{;(_f T 23) y ﬁ:(O,LO)—(—l,—Q,—S):(1,3,3) =
N ) P(0,1,0)
r y—1 z
m:|3 2 1l=0= 7m:32—-8y+724+8=0
1 3 3

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ (Calculamos una recta t L m tal que P € t:

w =i = (3,-8,7) ol
t: P, = P(11,—14,13) = t:q¢ y=-—14 -8\
k T z=13+17\

@ (Calculamos el punto P’ de corte de t con m:
3(I1+3)) —8(=14 -8\ +7(13+7\) +8=0= A= -2 = P'(5,2,-1)
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@ El punto P’ es el punto medio entre Py el P” buscado:

P P//
+2 — P — P'—2P' — P = (10,4,-2) — (11, ~14,13) —
P"(-1,18, —15)
. L . z+1 y—1 z
Problema 2.11.4 Estudie la posicién relativa de la recta r : —— = =37 el plano

m:azr + 4y 4+ 3az + 2 = 0 en funcién de los pardametros k y a. Luego, si es posible, diga cudndo r
es perpendicular a .

Solucién: \

N r=—-14+

r;{%(_f’lk(’);’) — i oy =14k
P11 =3\

Sustituyendo en 7:
a(—1+A)+4(1+ kX)) +3a(BN) +2=0= 2(5a+2k)A=a—6

@® Siba+2k=0ya=6=<0=0>= r C 7 (larecta estd contenida en el plano)

@& Siba+2k=0ya#6=<0=a—6>= r| «m (larecta es paralela al plano)

@ Siba+ 2k #0= r y 7 se cortan en un punto
rl o= u = mu, = (1,k,3) = m(a,4,3a) = ma =1, k =4m, 3 =3me = m:%:
§:> ka = 4.

2.12. Islas Baleares

2.12.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.12.1 Del paralelogramo (cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD,
se conocen los vértices consecutivos A(1,0,—1), B(2,1,0) y C(4,3,—2).

a) Calcule el coseno del dngulo que forman los vectores ﬁ y m

b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC.

¢) Encuentre las coordenadas del vértice D.
d) Calcule el drea del paralelogramo ABCD.

Solucion:

D C(4,3,-2)

A(1,0,-1) B(2,1,0)
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a) AB = (1,1,1) y AC = (3,3,-1)
wa_ AB-AC _343-1_ 5 5V5
|AB| [ac|  vB-VI9 VBT ST

_A+C  (5,3,-3) _(§ 3 _;)
o2 2 T\2727 2

b) M

¢) D=A+ BC=(1,0,-1) + (2,2, -2) = (3,2,-3)

d) AB=(1,1,1) y AD = BC = (2,2, -2)

T3 F
S:),ﬁxﬁ’:\ 11 1 ||=4(=1,1,0)] = 4V2 ~ 5,65685 u?
2 2 =2
Problema 2.12.2 Dadas las rectas
B r=14+2A
r { gx—’_—yz_—?)l , S:¢ y=-—-\ AeR
"/ z=—4-\

a) Encuentre una ecuacién vectorial para la recta r,
b) Encuentre la posicién relativa de las rectas r y s.

¢) Encuentre la ecuacién general del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,-1)

d) Encuentre la ecuacién general del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Solucién:
T=X ar = (1,-1,2)
a) r:¢ y=3-2X\ = r: P.(0,3, 1) =
z=—142\ T

T (xaywz) = (0737 *1) + A(la 7172)

_>
= -1, — —_—
AT 0oh ) YRR = ,-3,-9)

(1707 _4)
1 -3 -3
[PTPS,QTT)?u_}S] =1 -1 2 |=-6#0= ry s secruzan.
1 -1 -1

Onlr=wr=u=01-1,2) = 1:2-y+2:+A=028240-2+A=0= \=

0= m:iz—y+22=0

/.

w = (1,-1,2) r—1 y z+4
d) ' { w=(1,-1,-1) = ' : 1 -1 2 | =3z+y-1)=0= 7
P,(1,0,—4) 1 -1 -1
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2.12.2. Convocatoria Extraordinaria
Problema 2.12.3 Sea a un parametro real. Considere el plano 7 = 3x — 2y — 2z = 4,el punto
P(1,1,0) y la recta
_Jz—y=0
"= { r—az=1
En cada caso, si existe, obtenga el valor del parametro a para el cual:

a) el punto P pertenece a la recta 7.
b) la recta r y el plano 7 se cortan en un dinico punto.
c¢) la recta r estd contenida en el plano 7.

d) la recta r es perpendicular al plano .

Solucién:
1-1=0 . , .
a) Per—= { l—q-0=1 = P €r Va € R. Es decir, P esta en la recta r para cualquier
valor real de a.
vy =0 r=1+al
b)r:{ b= = r:{ y=1+al
z—az=1 =\

Sustituyendo en m: 3(1 4+ aX) —2(1+aX) —(A\) =4 = (a—1)A =3
Para que se corten en un punto a # 1.

¢) Para que r C 7 tiene que ser ur L an y P. €m:

W Lu, = up g =0= (a,a,1)-(3,-2,—1) =3a—2a—1=0=> a =1, pero para

este valor la recta no tiene puntos de corte con 7, luego r no estara contenida en el plano w
para cualquier valor de a. En este caso r || 7.

a=3m
d) u; =miuy = (a,a,1) =m(3,-2,—-1) = { a=—2m = no hay solucién posible.
1=-m

La recta r y el plano m no pueden ser verticales para cualquier valor de a.
Problema 2.12.4 Dados los puntos A(1,1,1), B(0,0,-2), C(2,-1,0), D(—1,2,-1) y E(0,0,0).
a) Compruebe que los puntos A, B y C determinan un tnico plano, .
b) Averigiie si el tridngulo de vértices A, B y C es rectdngulo en el vértice A.
c¢) Halle el d4ngulo que forma la recta que pasa por los puntos A y D con el plano 7.
d) Calcule el volumen del tetraedro definido por los vectores 1@, ,@ y ﬁ

Solucion:

a) 1@ =(-1,-1,-3)y B = (1,—2,—1) no son proporcionales, el rango de los dos vectores
es 2. Son linealmente independientes y, por tanto, determinan un tnico plano:

AB = (-1,-1,-3) z-1 y—1 2-1
7 AC=(1,-2,-1) =m:|-1 -1 -3|=0=
A(1,1,1) 1 -2 -1

m:—=br—4y+32+6=0
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b) AB L AC — AB-AC =0

(-1,-1,-3)-(1,-2,—-1) = —1+2+43 =4 # 0 = los vectores no son perpendiculares y no
se trata de un triangulo rectangulo con vértice recto en A.

¢ 1 { W= AD = (-2,1,-2)

_>
T — T 1_47
A(1,1,1) ¥ tr = (=543

@ -y [(=2,1,-2)(=5,-4,3)]

cos(90° — a) =sina =

jar] - x| V950
10-4—-6
L el
15v2
-1 -1 -3
1 1
d) VT:EHE’E’@HZQ 1 2 —1||=0
-2 1 =2
Los tres vectores no definen un tetraedro, definen un tnico plano. Los cuatro puntos son

coplanarios.
Este resultado era esperable por el apartado anterior.

2.13. Islas Canarias

2.13.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.13.1 En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes:

r'{3x—2y=—1 _{x+4y—|—12:0
"l dy—3z2=-1 "l 6y+z+13=0

a) Estudia la posicién relativa de las rectas r y s

b) Calcula la ecuacién del plano 7 paralelo a la recta s que contiene a la recta r.

Halla el punto de corte de dicho plano 7 con la recta:
;. 2 +4 y-—38

=2z-2
- 3 -
Solucién: 5 - ?
i
3z —2y=-1 )@= 3 —2  0]=3234)
T'{4y—3z:—1 — 0 4 -3
Pr(flaflafl)
_>
. 77 %
S:{x+4y:712 . Jwm= 1 4 0 |=(4-16)
6y + 2= —13 0 6 1
Ps(_47_27_1)
—
a) P,P. = (—1, —1,—1) — (—4, —2,—1) = (3, 1,0)
3 1 0
[PSPT,E)T,@]: 2 3 4 |=70= ry s secruzan.
4 -1 6
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u, = (4,—1,6) r+1 y+1 z+41
b) m:{ u=(2,3,4 = 7:| 4 -1 6 |=
Po(—1,-1,-1) 2 3 4
—2(1lx+2y—724+6)=0=m:1le+2y —724+6=0
rT=—-4—-A
Sea t : y =8+ 3\ sustituimos en T =
z=2+A

11(—4—=X)+2(8+3X)—7(24+)X)+6 =0 = X = —3 y sustituyendo en t = A(-1,—1,—1)

Problema 2.13.2 En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones siguientes:

e ;3211'24‘45 r zrd _y+s_z-1l T {4x+3y:7
: = ;T = = ;o T2 _
2 —3_9 _5s 5 6 0 y+4z=15

a) Calcula la ecuacién de la recta s, perpendicular al plano 7 y que contiene el punto de inter-
seccion de las rectas r1 y ra.

LEs cierto que el dngulo entre las rectas r1 y 72 es menor de 45°7 Justificalo

)
Sol c10n
10, —2) r—1 y—1 z—-3
1,-5) = =: 1 0 -2 |=2x—-13y+2+4+8=0
P1,1,3 4 1 5
r=—445\ s
y——5+6)\ :}Tl:{url_(57670)
z=1
r=-243u
y=5—4u :>7°2:{ )2
Z=p
) Interseccién P; de r1 y ro

rT=—44+5A=-24+3u

y=-5+6\=5—4u =>{Af} — P,(1,1,1)

z2=1=yp #=
— . r=1+2\

t:{}‘;(jqf’fl()z’ BY ) y=1-13
t\1y, 4y Z:1+)\

T T y Uy ! 77471 o :
b) cosa = :u_1>| |Z_§: 6 6\0/)671(\3% ) = 19586 = o = 76°56'20", claramente superior
T2

a 45°.

2.13.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.13.3 Resuelve los siguientes problemas del espacio tridimensional:

et Ut r4t1=0 r=—142\
a) r: { y . S y=14+ X , estudia la posicién relativa entre r y s
2r—y+32—-2=0 L= _1_3)\
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b) Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7 : 2z —y +

z—5=0
Solucion:
a
) - - =
1 7k
r,{x+y+z+1:0 L wm=l 11 1| =13
"l 22 —-y+32-2=0 ' 2 -1 3
Pr(757074)
e ful=(2,1,-3)
s:¢ y=1+X = s5: Po(—1,1,-1)
z=—1-—3\ s ’ 7
P.P, = (—17 1,-1) — (—5,074) = (47 1, —5)
4 1 -5
[PSPT,QTT),U_)S]: 4 —1 -3 |=0= ry sno se cruzan, estan en el mismo plano. O se
2 1 -3

cortan o son paralelas:

%
U\ 4 -1 =3\ _
Rango<1?> = Rango<2 1 73> =2 = ry s se cortan.

S

= (2,-1,1) T+5 y z—4
b) m:{ up=(4,-1,-3) = 7w: 2 -1 1 =
P,(—5,0,4) 4 -1 -3

22x4+5y+2+6)=0=m:2x+5y+2+6=0
Problema 2.13.4 En el espacio tridimensional se conocen las ecuaciones de la recta y el plano

. ) 3z +2y=5 _ _
s1gu1entes.r:{_4y+3z+7zo yr=5r—6y+724+58=0

a) Sabiendo que la recta r y el plano 7 se cortan en un punto A, dar la ecuacién de la recta s,
perpendicular al plano 7 que pasa por dicho punto A.

b) Calcula el 4ngulo que forman la recta r y el plano 7

Solucién: ? 7 ?
— o= =

T:{—3x—|—2y—5 ., ) wm=-3 2 0]=3(234)

—4dy+32+7=0 0 -4 3

Pr(_1a17_1>

r=—14+2\
. _ %_
T y_1+3/\ yuﬂ'_(57_677)

z=—1+4+4\

a) Interseccién A de r con =

5(—1+42X0) —6(1+3X) +7(—=1+4\) +58 =0 = A = —2 = A(—5,—5,—9)

slm= u,=1u,=(567yAcs:
xr=—-5+5A
s:4 y=-—5—-06A
z=—=9+T7\
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G
r " Ur 27334 i 57 _677 20 o
b) cos(90° — a) = sina = |g‘ r_>|| it ) ( I = o = 20°4420".
ur| - |ty

V29 - /110 V3190

2.14. La Rioja

2.14.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.14.1 Halla la ecuacién de una recta paralela al plano 7t = z+y+ 2z = 0 y que
contenga al punto P(1,0,1). ;Es tnica dicha recta? Razona la respuesta.

Solucién:

Una recta paralela al plano 7 serfa cualquier recta contenida en un plano 7’ || 7. Si imponemos que
P € 7’ este plano es tinico, pero habrd infinitas rectas contenidas en este plano 7’ que se corten en

el punto P. Luego la recta buscada no es tnica.

Obtenemosw’:ac+y+z—|—/\:01g/1—|—0+1+)\:0:> A=2= 7 :124+y+2-2=0

Elegimos un punto cualquiera de este plano Q(1,1,0)
La ecuacién de una recta r C ' tal que Py Q € r seré:

— .CL':].
U :P@:(O 1,-1)
: r 0 = r: = =
T {Pr:P(l,O,l) T Zzl_/\ Gy

Problema 2.14.2 Determina los valores de los parametros a, y b para que el plano 7 contenga a
la recta r, donde:

_ . _Jrxtyt+z=1
T=ar+y+z=0, T_{—;v—2y—|—z:0
Solucion:
r=2-—3\ —
Jrty+z=1 . w3 _{uT:(—3,2,1)
r'{—a:—Qy—i—z:O = r:q y=—-14+2\ = r: Po(2,-1,0)

z= A\

Tiart+y+z=b=—= ﬁz(a,l,l)Lﬁ:ﬁ-zﬁzOﬁ
(a,1,1)-(-3,2,1)=-3a+2+1=0=a=1=7m:ax+y+z2=0
Ademds P.(2,-1,0) er = 2—-140=b= b=1
Luegoa=1yb=1yelplanonm:z+y+2z=1.

2.14.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.14.3 Determina segtin los valores del parametro real a la posicién relativa de la recta

{am+3y—2z:4
2 —y+2=2

y el plano de ecuacién 6z + 5y — 3z = 2
Solucién:

7R
_ . = —(—
T:{ax+3y—2z—4 ., wm=la 3 2= (—1,a+4,a+6)
20 —y+z=2 2 -1 1
P,(0,8,10)
r=-X\

r:¢ y=8+(a+4)A
z2=104 (a+6)A
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6(—A)+58+(a+4H)N) —3(10+ (a+6)\) =2= (a—2)A=—4
Sia=2=<«0=—4>=— larectay el plano no tienen puntos comunes y son paralelos.

Sia#2= A= ;2 = la recta y el plano se cortan en un punto.
a—

Problema 2.14.4 Estudia segtn los valores del parametro real a la posicién relativa de las rectas
siguientes:

{ax+3y—2z:12 $i5ji)\
2w +5y—z2=6 7 y:6+4A
Solucion:
ﬁ
i 7 %
.{a:z:+3yf2z:12 . w=|a 3 —2|=(7,a—4,5a—6)
"l 2z4+5y—2=6 ) 2 5 -1
P',-(0,0, 6)
r =5+ 3\ -
=(3,- —
Z2=06+4\ 3\ 5
5 1 12
—
(PPl ul] =|T a—4 5a—6)=24(a—4)=0=a=4
3 -1 4

Sia;é4:>7“ysse_(>:ruzan

Si a = 4 =-Rango (%) =Rango (; _01 144> =2 = ry s se cortan.

2.15. Madrid

2.15.1. Modelo

Problema 2.15.1 Una sonda planetaria se lanza desde el punto P(1,0,2) y sigue una trayectoria
rectilinea que pasa por el punto Q(3,1,0) antes de impactar en una zona plana de la superficie del
planeta, que tiene por ecuacién 7 = 2x — y + 2z + 5 = 0. Se pide:

a) Calcular las coordenadas del punto de impacto y el coseno del dngulo entre la trayectoria de
la sonda y el vector normal al plano 7.

b) Sabiendo que la alarma de proximidad se dispara antes de llegar a la superficie cuando la
distancia al planeta es 1, determinar en qué punto estard la sonda al sonar la alarma.

Solucion:

a) Tenemos:

=142\
r: = r:< y=2A
PT:P(170a2) =292\

El punto de impacto es el punto de corte de r con m:
20420) = A +2(2-2\)+5=0= A =11
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Sustituyendo en r tenemos el punto H (23,11, —20)

Si a es el dngulo que forma u, = (2,—1,2) con u; = (2,1, —2)

jan -ur] _A-1-4] 1
cosa = = =-
[z [ar] YENCE

b) Un punto genérico de la trayectoria seria A(1 + 2X\, A,2 — 2)) y seria d(A,7) = 1:

dm) = PO X222 45 =N
NG 3
{ 11-A=3= \=8=> A,(17,8,—14)
11— A= —3=> A=14=> A,(29,14, —26)

separados por el plano 7 y pertenecen a la recta. Observamos la segunda coordenada en la que
y = Ay tenemos P(1,0,2), continda con @Q(3,1,0), contintia con A;(17,8, —14) e impacta
en H(23,11,—20). Luego el punto A(29,14, —26) vendria después del impacto y no seria
valido.

Lo légico es que los puntos calculados estén

Problema 2.15.2 Dados los planos m = ¢ —2y+32 =6y ma = 3z — z = 2 y el punto A(1,7,1),
se pide:

a) Comprobar que 71 y mo son perpendiculares.

b) Calcular el volumen de un cubo que tenga una cara en el plano 7y, otra cara en el plano s,
y un vértice en el punto A.

¢) Calcular el punto simétrico de A respecto de .

Solucion:

a) Los vectores normales a los planos tienen que ser perpendiculares Uy, L Uy, <= Uy, - Uny =

(1,-2,3)(3,0,—1) =3+0-3=0

b) Analizamos:
Observamos que el punto A € my luego el lado del cubo es la

distancia de A a my:
1—14+3—-6] 16
d(A,m) = =
(4,m) VIt4+9 V14
16 )3 102414
Vid/ 49

~ 78,193 u3

El volumen del cubo es (

¢) Seguimos el siguiente procedimiento:
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@ Calculamos una recta t L m tal que A € t:

— s _ r=1+M\
e e R
E DD z=1+3\

@ Calculamos el punto de corte A’ de t con m1:

(L4 A) = 2(7—20) 4+ 3(1 3\) = 6 — A:% L

15 33 31)

Sustituyendo en ¢: A’ (7, X

@ A’ es el punto medio entre A y el punto que buscamos A”:

At A" (30 66 62) <23 17 55)
A e A oA A= (2002 gy (2L
2 = R R G el

2.15.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.15.3 Con un dispositivo 14ser situado en el punto P(1,1,1) se ha podido seguir la
2z —y =10

trayectoria de una particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones r = { v %= —90

a) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su trayectoria incide con
el plano z = 0.

b) Calcule la posicién méds préxima de la particula al dispositivo ldser.

¢) Determine el dngulo entre el plano de ecuacién z +y = 2 y la recta r.

Solucion:
=N\ —
20—y =10 ur = (1,2,1)
r:{ e = y=—104 2\ :>{ N
r—2=-90 2= 90+ A P.(0,—10,90)

a) uy = (1,2,1)
Siz=0= 90+A=0= \=—-90 = H(—90,-190,0)

b) Calculamos un plano 7 que contenga a P y sea perpendicular r, el punto buscado serd la
interseccién de 7 con r.
u_,i:@TT):(1,2,1):>7T:x+2y+z+a:0,comoP€7r:> 1+42+14+a=0= a=
A= 7m:x4+2y+2z—-4=0

Sustituyendo la recta en el plano tenemos:

A+2(=104+20) +(90+ X)) —4=0= A =-11

r=-—11
Sustituyendo en la recta: ¢ y=—-32 =— R(—11,-32,79)
z2=179

c¢) Sustituimos 7 en el plano 7’ : x +y = 2:

A4 (10420 4090 +X) =2 = A =4
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Luego el plano 7 y la recta r se cortan.
Tenemos u, = (1,2,1) y v/, = (1,1,0)

%
cos(90° — a) = sina = a7 -] -3 __3 _E:Q_GOO
@) VEv2 2V 2
r=14+A
Problema 2.15.4 Seanel planomr=z+y+2z =1, larectar; = y=1—X ,A€Ryel punto
z=—1

P(0,1,0).

a) Verifique que la recta r1 estd contenida en el plano 7 y que el punto P pertenece al mismo
plano.

b) Halle una ecuacién de la recta contenida en el plano 7 que pase por P y sea perpendicular a
T1.

¢) Calcule una ecuacién de la recta, r9, que pase por P y sea paralela a 1. Halle el drea de un
cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r1 y ro.

Solucién:
=14+ A N
ur = (1,—-1,0
s o y=1—2X :>T12{ ﬁ (1(1_1)) yﬂ:(l,l,l)
Z:_l T1 b}

a) Sustituyendo r; en el plano 7:
(I1+4M)+(1-XN)—-1=1= 1=1= r1 y el plano 7 tienen infinitos puntos comunes, por
lo que r C .
Ahora sustituimos P en m:
0+140=0= Pem.

b) Calculamos un plano ' 1 7y tal que P € 7'
7 :rx—y+A=0sustituyyendo P= 0-14+A=0= A=1= 7' :2—-y+1=0.
La recta que buscamos es la interseccién de 7w y 7'

.{x+y+z:l

r—y+1=0
iy =i = (1,-1,0) z=A
. T2 T WTri T ) ) . o .
c) 1"2.{ P,, = P(0,1,0) = 73 g:é A
Calculamos la distancia entre r1 y ro:
PP X Uy, 3
A(r1,r2) = d(Pry. 1) = d(Pry) = (T O] V; .
o
PP, =(1,1,-1)—(0,1,0) = (1,0,-1)
T 7%
—
PP, xan|=| 1 0 —1]=|-(111)]=v3
1 -1 0

Luego el area del cuadrado seré:



2.15.3. Convocatoria Ordinaria(coincidente)

x=A
Problema 2.15.5 Sealarectar=¢ y=XA , A€ Ry el punto P(1,1,0).
z=0

a) Halle los puntos pertenecientes a la recta r que distan de P una unidad.

b) Halle unas ecuaciones de las rectas que pasan por P, son perpendiculares a r y forman un

i
angulo 3 radianes con la normal al plano z = 0.

Solucion:

<
ISR
I
SRR
<
—N

a) Un punto de 7 es Q(\, A, 0) y tenemos:

d(P,Q) = ‘1@) A1 A-1,0)]=[A-1[vV2=1=—

2
M—llzf
A—1= g A= 2+2‘/§ ~1,7071 = Qy(1,7071;1,7071;0)
A—1= —g — A= 2_2\/5 ~0,2929 = (Q2(0,2929;0,2929;0)
b) Sea uj = (a,b,¢) Lr= u} -y =0= a+b=0= b= —a

t 7%
Sit:2=0= u, =(1,0,0) y tenemos:

6o° = L [l 2 s
cos = - = -
| 2 |l w] Va2 + b2+
- = ¢ = 2024+ 2 =2 = 28>+ =4a® = ? =2® = ¢ =
2 a? 4 (—a)? + ¢?
ia\/i
Luego u; = (a, —a, +av/2) = a(1, -1, £v2) =
=14+
@ = (1,-1,2) =Lt
[ACTIES) Z:\/ﬁ)\
O bien
=14+
W= (1, -1, -/2) reLt
U p,1,0) = v=t2
AT IES) Z:—\/i)\

Problema 2.15.6
a) Calcule el 4ngulo formado por los vectores @ = (0,0,1) y ¥ = (0,1,/3).

b) Sea O el origen de coordenadas, y los puntos A(2,0,0), B(0,3,0) y C(0,2, 2\/5)7.Calcile el
volumen del paralelepipedo determinado por las tres aristas concurrentes OA, OB y OC.
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¢) Calcule una ecuacién de la recta perpendicular comun a las rectas r y s, siendo r la recta
que pasa por O y por C'y s la recta de ecuaciones y —3 =0, z = 0.

Solucion:

J cos 7T 0+0+V3 V3 T g
a) cosa = |ﬁ| |7| 19 = 2 a_6_

b) OA = (2,0,0), OB = (0,3,0) y OC = (0,2,2v/3)

2 0 0
——
:HOA,OT%,O‘&H:\O 30 ||=12v3 4
0 2 2v3
x—O
c) T 72(%: ( 1,V3) == r: =
: Yy=
P. = 0(0,0, zfxf)\
fy=3=0 _ {@:(1,0,0)
S'{zzo Z_g = 5 Py(0,3,0)
Obtenemos la recta ¢ L r, s como intersecciéon de dos planos. Primero obtenemos
- = 2
i j k
U_Z:lﬁx@: 0 1 \/32(07\/§5_1)
1 0 0
ul = (0,v/3,-1) Ty oz
T 17:2(0’1, 3) = m:|0 V3 —ll=42=0=
P,(0,0,0) 0 1 V3
m:x=0
T < u = (1,0,0) = m:0 V3 -1=-y—V3+3=0=
P,(0,3,0) 1 0 0
7r1:y—|—\/§z—3=O
v =0 z=0
t:{y+\/§z—3:() — b ZZi_\/g/\

2.15.4. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.15.7 Sean el plano 7 = z = z y los puntos A(0,—1,0) y B(0,1,0) pertenecientes al
plano .

a) Si los puntos A y B son vértices contiguos del cuadrado con vértices {A, B,C, D} que se
encuentra en el plano m, encuentre los posibles puntos C'y D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado con vértices {A, B,C, D} que se
encuentra en el plano m, encuentre los puntos C'y D.

113



Solucion:
Apartado a) Apartado b)

D C D B(0,1,0)

X
A(0,-1,0) B(0,1,0) A(0,-1,0) c

0,2,0) y |AB| =2
b, a)

BC = (a,b,a) — (0,1,0) = (a,b—1,a)
ﬁLB?:@ B?—O:>

(0,2,0)- (a,b—1,a)=2(b—1)=0=b=1
Luego C(a,1,a) y B? = (a,0,a)

|AB| = [BC| =V2a2 =2 = a = +V2

a) Tenemos@: )
SiCenr = O( a,

*« Sia=V2— C(\/i,l,\/i)yB?z(\/i,O,\/é)
D:A+E:A+B?:
(0,-1,0) + (v2,0,V2) = (V2,-1,V?2)

*« Sia=—V2= C(—V2,1,-V2) yB?z (—v2,0,—V2)

D=A+AD=A+BC =
(0,—1,0) + (—v/2,0, —V2) = (—v/2, -1, —V/2)

b) |AB| =2 = 4 =2? = o = V2 = |BC| = |AC|
SICEW:>OabG,:>% (a,b— la)yﬁ (a,b+1,0a)
|B?|—\/2a2 b—12=v2= 22>+ (b—1)? =

1AC) = /20 + (b+1)2 = V2 = 2>+ (b+1)? =2

Luego (b— 1) —(b+1)*=0= —4b=0= b=0= C(a,0,q)

~— | —

— —

TenemosB? J_A;(j” (a,1,a) =
BC-AC = (a,1,a)_2a =0 — a—ig
- Sia:? C £O \f
- VBV (VI
CA=(0,-1,0) - <2,0,2> - <_2,_1,_2>
D=B+§3=B+C—z>4=(0,1,0)+(—?,—1,_\?>:<_ V2
- Sla_—i C i £

2’
B (v V2
BERRIY A R
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D:B+ﬁ:B+C_f4:(0,LO)+(?,—L?) = (\/é,(),\f)

Problema 2.15.8 Sean las rectas

r=2-—2t
_ r+y+2=0 _ B
T_{y—22+1:0 , S= ZZ/:?Jth teR

a) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.
b) Determine una ecuacién del plano 7 que contiene a las rectas r y s.

¢) Sean Py @ los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estédn contenidos en el plano
de ecuacién z = 0. Calcular una ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y Q.

Solucién:
rz=-—1-—2\ —
_ [ z+y+2=0 _ .{ur=(—272a1)
{y—22’+1=0 T y=—142\ = r: Pr(~1,-1,0)
z=A
. — . U’s:(_27271)
S gzj;t5+2t =>s{ P.(2,5.0)
—
y P.Ps = (3,6,0)
3 6 0 - N
5 = =] | _ _ P.P,=(3,6,0) \ _ (uT:(fZ,Z,l))_
a) |:P7P57u77u5] _; g 1 —0,Rango< @ = (—2,2.1) )—QyRango @ = (—221) )=
1= rysson par.alela.s. ?
N )
PP xuwl=[| 3 6 0|=[32-16)=3V4l
-2 2 1
PP, X Ug 41
d(r, ) = d(Pr.s) = 1 = 2 _ v
|ug] 3
—
PP, = (3,6,0) r+1 y+1 =z
b) m:{ wp=(-2,21) =7 3 6 0|=0=
P,(~1,-1,0) -2 2 1

m:br—3y+182+3=0=7m:2x —y+62+1=0

¢) Sea P corte de r con z =0 = P(—1,—1,0)
Sea @ corte de s con z =0 = Q(2,5,0)

r=—-14+2A

%
] Up :]@:3(1710) . — 142\ R
h.{ Py = P(—1,-1.0) = h: Z:() + AE
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2.15.5. Convocatoria Extraordinaria (coincidente)

Problema 2.15.9 Un tetraedro tiene por vértices los puntos O(0,0,0), A(1,0,0), B(0,2,0) y
C(0,0,3).

a) Calcule el drea de la cara dada por el tridngulo de vértices A, By C.
b) Calcule el volumen del tetraedro.

c¢) Calcule una ecuacién del plano 7 que pasa por los puntos A, B y C. Determine el punto
simétrico respecto de 7 del punto O.

Solucion:

) AB = (~1,2,0) y AC = (~1,0,3)

El érea del tridngulo es:

7 F
1 7
]ﬁxﬁ]_f 1 2 0 |l=21(6,3,2)] = = = 3,5 u?
2 2
-1 0 3
—
b) OA = (1,0,0), OB = (0,2,0) y OC = (0,0,3)
El volumen del tetraedro es:
100
1 1 1
VT:fHO_fl,O?,O?H:ﬂ 02 0||=2/6]=10d
6 6 6
0 0 3
E:(—l,Q,O) z—1 y =z
c) m: m:(—l,(),?)) = 7:| -1 2 0|=0=
A(1,0,0) -1 0 3
m:6rx+3y+22—-6=0
Buscamos el punto simétrico:
@ Calculamos una recta r L 7 tal que O € r
u, = (6,3,2)
7’:{ . == r: y=3t
P =0(0,0,0) 2 =2t

@ Calculamos el punto O’ corte de r con m:
6
m:6(6t)+3(3t)+2(2t) —6=0—= t=—

36 18 12 49
! JE— JE— —
Luego O (49’ 19° 49)
@ Calculamos O” sabiendo que O’ es el punto medio entre O y O”:
O+ 0" 72 36 24
o = :>0":20’—0:(7ff)
2 497497 49
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Problema 2.15.10 Se consideran la recta r y los planos my, w2, de ecuaciones
r=2-A
r= y=2\ ,AER, m=y+z=-1, m=2r—y+2z=-3
z=24+A

Sea s la recta determinada por la interseccién de los planos my y ma.

a) Halle el d4ngulo que forman los planos 7 y ma.
b) Determine la posicién relativa de las rectas r y s.

¢) Encuentre una ecuacién del plano perpendicular a s que corta a la recta r en el punto con
segunda coordenada nula.

Solucion:
r=2-2 = (-1,2,1)
rig oy =2\ = r: P.(2,0,2)
Z2=2+A e
r=-2—1 —
Jyt+z=-1 _ _ 5 .{uS:(—l, 1,1)
5'{2x—y—|—z:—3 = S Z:tl t — s: s(_27_170)

—
v PP, = (4,1,2)
También tenemos i, = (0,1,1) y wr, = (2, —1,1)

a) cosoz—|tﬁl}.u_ﬂ2}|—‘O_I—FH—Oza—z
mi | [umy] V206 2
4 1 2
—
b) [PsPr,iTZ,zT;]: -1 2 1 |=18# 0= ry s se cruzan.
-1 -1 1

¢) La ecuacién de un plano 7 perpedicular a s tiene por vector normal ur =, = (-1,-1,1) =
T:—x—y+z+a=0
El corte de este plano con la recta r tiene segunda coordenada nula 2A =0 = A\ =0 =
P = P,(2,0,2) sustituyendo en el plano =
—2-04+24a=0=—=a=0=nm:—2—y+2=0

mix4+y—z2=0

2.16. Murcia

2.16.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.16.1 Considere las siguientes rectas:

r+2 y-—3 ES.{xfz:O
-1 1 0

T = y:1

a) Estudie la posicién relativa de ambas rectas.
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b) En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacién del plano que las contiene y el dngulo

que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin
a ambas rectas.

Solucion:
— r=-2-X
UTZ(—I,l,O) . _
a) r {Pr(—2,3,0) — r: Z:g+)\
s mii\ S {1?8:(1’0’1)
y:)\ PS( alaO)

-1 1 0

—

(PP ul]=| -1 1 0|=0=
10 1

Las dos rectas o se cortan o son paralelas.

Como Rango< %’; ) =Rango( 1l ) =2 = ry s se cortan.

§ 101
= (—1,1,0) r y—1 =z
b) m:{ up=(1,0,1) = 7w:| -1 1 0|l=x4+y—2—-1=0
P,(0,1,0) 1 0 1
;- wl  |—1+40+0 1 T o
Cos ¥ = = = — = a=— =060
Wl — V22 2 3

Problema 2.16.2 Cousidere los puntos A = (1,—1,2) y B = (3,5,2).

a) Determine la ecuacién del plano 7 perpendicular al segmento AB y que pasa por el punto
medio de dicho segmento.

b) Calcule la distancia del punto A al plano .

Solucion:

A28 —(2,0,9)

AB=(2,6,0)=2(1,3,0) Lal = 7:24+3y + A=0"L A= 8= n:2+3y—8=0

1-3+0-8 10
VIito VIO

a) El punto medio del segmento AB es C =

b) d(A,) =

10 u

2.16.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.16.3 Considere el plano 7 de ecuacién 7 : x +y + 2z = 1 y la recta r dada por

pefo-y=0
ar—z=a—1
a) Estudie la posicién relativa del plano 7 y de la recta r en funcién del pardmetro a.
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b) Si a = —1 la recta r corta al plano 7. Calcule en ese caso el punto de corte y el dngulo que
forma la recta r con el plano 7.

Solucion:
r—y=0 T =X = (1,1,a)
T 0r—z—a—1 = r: y=A E P.(0,0,1 — a)
o z=1—a+al AT

a) Sustituimos ren7m = A+A+1—a+ad=1= (24+a)d=a

Sia=-2= 0= -2 lo que significa que la recta y el plano no tienen puntos comunes, es
decir, r || 7
Sia#-2= A= e y la recta corta al plano 7.
2+4+a
b) Si a = —1 la recta r corta al plano 7 por el apartado anterior.
A=-1= P(-1,-1, 3)
) |ur~ | 1, -1 (1,1,1)) 1
cos(90° —a) =sina = =- =
jar| - Jug] V33 3

a=19°28"17"

Problema 2.16.4 Considere las rectas r y s dadas por

z—1 y =z s‘{erZZ:l

T ) :I:I’ y:O

a) Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estdn contenidas en un mismo plano) y
calcule la ecuacién del plano que las contiene.

b) Calcule la distancia de la recta r al plano 7 : x — y + 2z = 3.

Solucién: X
(i )
A z=A
s ;:(1)_2)\ :>s:{1§gg_g)70’l)
z=A sV
a) P. =P, = ( ,0,0) las dos rectas tienen un punto en comun y
Rango( E ;: 0. ; ) =2 = r y s se cortan en un punto y estan en el mismo plano,

son coplanarlas
El plano " que definen estas dos rectas es

w = (-1,1,1) r—1 y =z
i ub=(-2,01) = a':| -1 1 1|=2—y+2:-1=0
P,(1,0,0) -2 0 1

1-0+0-3 2 _ @
V1i+1+4 NEE
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2.17. Navarra

2.17.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.17.1 Calcula la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto T' = (1, -5, 3)
y corta a las siguientes rectas:

T:{—x—y—z—&—?):() S:i_y-i-l_z—?
“l3z+z-10=0 YT 27 1 T 1
y equidista de ambas.
Solucién:
{—x—y—z+3=0 v=A uy = (1,2,-3)
A . o E- R y:_7+2)\ :>T:{ T _)7
3¢4+2-10=0 1 o P,(0,—7,10)
S'i*&*272:>5' Z.i:fA_)\ :>S.{QTS>:(_27_171)
o 1 1 -~ N P,(0,-1,2)
Para analizar la posicién relativa de las rectas calculamos el vector P.Ps = (0,—1,2)—(0,—7,10) =
0 3 4
s
(0,6,—8) = 2(0,3,4) y tenemos [PTPSJTT), Us)] = 1 2 -3 |=27#0= ry s secruzan.
-2 -1 1
Obtenemos la recta ¢t que buscamos como intersecciéon de dos planos:
177‘ = (1a2a _3)
m:{ BT =(1,-53)—(0,-7,10) = (1,2,-7) —>
T(1,-5,3)
r—1 y+5 2-3
o 1 2 -3 |=—-4R2x—-y—-7)=0
1 2 -7
= (—2,-1,1)
m:d P =(1,-53)—(0,-1,2) = (1, ~4,1) —
T(1,-5,3)
r—1 y+5 z2z-3
T -2 -1 1|=3+y+32-5)=0
1 —4 1
z=4—-A
20 —y—7=0 z—4 y—1 =z
: : =1-2 : = ==
{x+y+32—520 =ty A=t —2 1

z= A\

Problema 2.17.2 Calcula la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P = (1,2, —1)
, es paralela al plano m = 2x — y 4+ z = 0 y corta a la recta:

7a_{aL‘—y—i—2z—|—2:0
" 3x—y—2—-3=0

Solucién:
Seguimos el siguiente procedimiento:
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@ Calculamos un plano 7’ || 7 tal que P € 7':

71":2x—y+z+)\=0F§r>/2—2—1+>\=O:> A=l= 7" 2r—y+2z+1=0

@ Calculamos el punto de corte P’ de r con 7':

- - =
— ‘ J g
r{x_y+2z+2:0 — Uy = 1 -1 2 :(37772)
Pr(]-ala_]')
r=1+3X\
T y=14+7A
z=—1+42A

Sustituyendo en 7’
21430 — (1+TA) + (1 +20) +1=0= A= —1
Sustituyendo A en 7 obtenemos el punto P’'(—2, —6, —3)

@& La recta s buscada pasard por Py P’

{1713_’15(121)(2 —6,-3) = (3,8,2)
S S )~ b bl y :

P, =P(1,2,-1)
x—=1 y—2 z+1
3 8 2

2.17.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.17.3 Calcula la ecuacién general del plano 7 perpendicular al plano o« = 2z — y —
z —1 = 0, sabiendo que contiene al punto P(—1,2,1) y que la interseccién de ambos planos es
paralela a la siguiente recta:

Iy { r+y—22—-3=0

y—2z—3=0
Solucién:
=N\ —
Jax+y—22-3=0 ) B _{uT:(l,Ll)
r'{y—z—?): = 7r:{ y=3+A = 1r: P,(0,3,0)
z=2A
@:(2,—1,—1) r+1 y—2 2z-1
4 w=(1,1,1) = 7:| 2 -1 -1|=-3y+32-3=0
P(-1,2,1) 1 1 1

m:y—2—1=0

3r—y+2z—-6=0
r—y+3z2—-8=0
una esfera de radio 3, tangente al plano 7 =2z +2y — 2z — 7= 0.

Problema 2.17.4 Encuentra los puntos de la recta r = { que son centro de

Solucion:
r=—-14+\ —
[ 3r—-—y+2-6=0 . _ .{uT:(l,él,l)
r'{x—y+3z—8=o =T Z;A%“ = "1 p(-1,-9,0)
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Per= P(-14+X\-9+4)\))
2(=1+X) +2(=9+4X) — A =7 _ [9x — 27|
Vita+1 a 3

A—3=1= A=4= P(3,7,4)
A—3=—-1=—= A=2=— P(1,-1,2)

d(P,m) = —[3A—9| =3 =

|)\—3|:1:>{

2.18. Pais Vasco

2.18.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 2.18.1 Se consideran la recta r cuyas ecuaciones paramétricas son:

r=t
y =2t
z=0

y el plano m = x +y + z — 2 = 0. Calcula las coordenadas de un punto P perteneciente a la recta r
tal que la distancia de P al plano 7 sea igual que la distancia de P al origen de coordenadas. ;Es
Gnico dicho punto? Contesta razonadamente.

Solucién:

Per= P(t2t0)

a(P.m) = a(p.0) = 2O 5B g a0y = VE TP T 0=

V3
375\/_52' = 41V = |3t — 2| = tV/15
2 —3— 15
3t—2:t\/ﬁz>(3—\/ﬁ)t:2:>t:3_\/ﬁz 3\;:”31
2 —3+ 15
3t—2=—t\/ﬁ:(3+\/ﬁ)t:2:t:3+m: 2 — P
Lusgo P (33\/5,632\/5’0) v By (32\/5 6+32\/ﬁ’0)

Problema 2.18.2 Sean el punto P = (1,2,a), donde a # 0, y el plano 7 = © + y + 22 = 3. Halla
las coordenadas del punto simétrico de P respecto al plano .

Solucién:
Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculamos una recta r L 7 tal que P € r

T == (1,1,2) r=1+A
T P.—=P=(1,2,a) — y=24+A
" B z=a+ 2\

@ (Calculamos el punto de corte P’ de r con 7:

(1+A)+ (24N +2(a+2)) =3 = )\:—g

2a 3—a 6—a a
S R
3773 3) = 3 3 '3
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@ El punto P’ es el punto medio entre P y P” el simétrico de P respecto de 7:

P+ P 3—a 6-
+2 :P’:>P”:2P’—P:2( 3“, 3“%)—(1,2,@):
(3—2(1 6 — 2a 72)
3 '3 ' 3

2.18.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 2.18.3 Sea la recta de ecuacion:

:{ 3x+ay+z=1
"= 20+ 6y —22=6

;Existe algun valor de « para el cual el plano # = x 4+ y 4+ z = 1 contenga a la recta dada? Razona
la respuesta.
Solucién:

3xr+ay+z=1

20+ 6y — 2z =6

r+y+z=1
o 3 a 1|1
A= 2 6 -2/6 ); |Al=46-a)=0= a=5
1 1 1|1

@ SiacR— {5} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién unica) La recta y el plano se cortan en un punto

@ Sio=>5:

3 5 111 I 3 5 1] 1
A= 2 6 -2|6 =| 3F,-2F | = 0 8§ —8116 =
11 1|1 3F3 — Fy 0 -2 -2|-2
Fy 3 5 111
Fy = 0 8 8|16 =
4F3 + Fy 0 0 0] 8

Sistema incompatible

La recta y el plano no tienen puntos comunes y son paralelos. (r || 7)

@ No se puede encontrar « de forma que r esté contenida en 7.

Problema 2.18.4 Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta:

r:{ 3z+y+2=0
T lrz—y+22=0

(Existe algtiin valor de s tal que el punto (—3, s, s) pertenezca a la recta? Razona la respuesta.
Solucién:
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T = _E)\
.o { ix—+yy++2228 = yng
z=A
—3=-2)
LA S Z A\ — este sistema no tiene solucién, no es posible que el punto (-3, s, s)
s=A

pertenezca a la recta r.
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Capitulo 3

Analisis

3.1. Restmenes tedricos
Tabla de Derivadas
funcién derivada funcién derivada
y=k y =0 y==z y =1
Y= ax™ y/ — naxn—l y = au™ y/ — naun—lul
y=uzxv y =u £ Y = uv Yy =u'v+u
u’ u u'v — uv’
= Yu = = — =
y=u Y= y=- y =
o’ o’
y=Inu v =— y =log,u y ==
Yy =u’ y = u’ (v Inu) +vu’ T y = a" y =u'a"lna
y=e" y =u'e" y = sinu y = cosu
Y = cosu y = —u'sinu y = tanu y = u sec’u
y = cotu y = —u csctu y=cscu |1y =—u'cscucotu
7
/ l . ’ u
y = secu y = secutanu y = arcsinu Y = ——
, V1
u u
Y = arccosu y = ——— y = arctanu Yy =—
N 1+u

Regla de la Cadena

y = flg(x))
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Representacién grafica de funciones
Hay que seguir los siguientes pasos:

1 Dominio Buscar Puntos Singulares 2 Signo f(x)>00 f(z) <0

Corte con OX : f(x) =0 Par: f(—z) = f(z) con OY

3 Ptos. Corte 4 Simetria :

Corte con OY : =0 Impar : f(—z) = —f(x) con O
Verticales: x = p
ij}lpf(I) = o0 Creciente : f'(z) >0
Horizontales : y = p Decreciente : f'(z) < 0~
lim flx)=p Si f'(p) = 0 Punto Critico :
Z T o0 3 s . .
5 Asintotas : Si 3y = p = No Oblicuas 6 Monotonia : M?%lmo si f,7<p) <0
Oblicuas : y = mx +n Minimo si f*(p) > 0
. flx) Pto. Inflexion si
m= lm == f"p)=0y f"(p) #0
n=lim_(f{x) - ma)
Céncava : f(x) >0 U
Miximo : 7N\ Convexa : f"(z) <0 N
Méximos y de creciente a decreciente | Si f”(p) = 0 Punto Critico :
Minimos Minimo : \, § Curydtura : Pto. Inflexion si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9 Periodo : flz+T) = f(z)
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Tabla de Integrales Inmediatas
Tipo Simple Compuesta
! fa+1
Potencial a # —1 /fc“dx: e / f“~lf’d1:= 1
, 1
Logaritmica / —dz = In|x| / ! dx =1n|f]
x
Exponencial / e’ dr =¢€" / Foflde=ef
z i
Exponencial / a®dr =~ / al - fldx = 4
Ina Ina
Seno / cosxdxr = sinz / f'cos fdr =sin f
Coseno / sinzdr = —cosx / f'-sinfdr = —cosf
Tangente sec? dx = tanzx / f'-sec? fdr =tan f
/(1+tan2x)dm:tanm - (1+tan® f)dz = tan f
f/
/ - dr =tanz cos? dr = tan f
Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdox = —cot f
/(1+cot2a:)dx:—cota: (1 +cot? f)dx = —cot f
1 7
/ —— dx = —cotw f dx:fcotf
sin® x sin®
1
Arco seno dr = arcsinz dx = arcsin f

T
dxr = arcsin —
a

dxr = arcsin =

Arco coseno

dxr = arccosx

dx = arccos f

T
dxr = arccos —
a

dxr = arccos =

ﬁ
Jif? a
\/71"2
\/71‘2

/
/
/
/

Arco tangente

5 dr = arctan

dx = arctan f

+

1 T
——— dx = arctan —
a? + a2 a

[
/

dr = arctan i
a2 + f2 f2 a

Neperiano — Arcotangente

M N
T dr = In+arctanx

ax? +bx +c

; M ;é 0
az® + bx + ¢ irreducible
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Definiciéon de Derivada

f'(z) = lim fle+h) - f=) f'(a) = lim flath) - f(a)

h—s 0 h h—0 h

Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

m_f(z) = lm f(z) = f(a)

T—a~ r—at

» Si lim f(z)# lim f(r) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
T—>a~ z—> at

punto)

» Si lim f(z) = h’m+ f(z) # f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
r—ra~— Tr—ra

en ese punto)

Derivabilidad
Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a”) = f'(a™).

fla-) = 1m L@FM =@ g - fla+h) —f(a)

h—s 0~ h h—s 0t h

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un mdximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a,b], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (a < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abscisas, es decir, e € [a, b] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

c € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Calculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /z f(t)dt donde ¢ € [a,b]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)
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Teorema de integraciéon por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b b
/ F(@)g(x) de = [ (2)g(@))’ - / f(@)g (@) de

/ uwdv = uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)

Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. SI hacemos el cambio de variable ¢ = g(x) se cumple que

b g(b)
) (z) dz = d
/a Flo(@)g () / L

Limites cuando z — 00
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

P(z)

L= mi}niw Q(m)

s lim P(z) = 400 el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
xr—>00

mio.
. . A
= Sin>m = L =Signo 5)

s Sin<m=— L=0

s Sin=m— L=

ol

Si lim P(x)9® =[1°°] = ¢*, donde

Tr—>00

A= lim Q(z)(P(z) —1)

Tr—>o0

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

i 1) _ {0 . {ioo} oy T@ o S@

T p g(x) 0 +oo

0 z—>p g(x) I — g/(x)

Aproximaciones cuando z — 0

sinz &~ x tanz &~ x e ~l+x log(l+z)~x

. T
a*~1+zlna | arcsinz~x | cosz~1— — arccos%§—$
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3.2. Andalucia

3.2.1. Modelo

Problema 3.2.1 Se sabe que la grafica de la funcién f definida por

24 br+2
T) = ar” thv 2 para x # 1 tiene una asintota oblicua que pasa por el punto (1,1) y tiene
1

pendiente 2. C_alcula ayb.

Solucién:
Asintotas oblicua y = max 4+ n pasa por (1,1) = 1=m+n, comom =2 = n=—1.
La asintota es y =2z — 1

Zhbr+2
m= lim 1&) _ S FOTE2_
r—o00 I T—00 xTé — 1
24br+2 222 + br + 2 — 222 + 2 b+2 2
n= lim (f(z)—z) = lim (Min‘):h’m z7 + ox + 7+ z:h,m%:
T—00 T—00 r—1 z—00 r—1 T—>00 r—1

b+2=-1=b=-3
Luegoa=2y b= —3.

Problema 3.2.2 Considera la funcién continua f : R — R definida por

(3z — 6)e” si <0
fx) = { 36(sinz — ax)

si x>0
23

a) Calcula a.
b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa z = —1.

Solucion:

a) Continuidad en z = 0:

lim f(z) = lim ((3z —6)e”) = —6

r—0~ z—0— 36(S 7 )

lim f(z) = lim M:_ﬁ == a=1
x—07+ z—0+ x

f(0)=—6

Se observa que en un momento de la resolucién del limite hay que imponer a = 1 para seguir
aplicando la regla de L’Hopital.

lim f(z) = lim 36(sinz — ax) _ P} LH o 36(cosz — a) a=1 {9} LH o —36sinz
0+ 0+ x3 0 0+ 32 z—0+  6x
0] 'm ,, —36cosx
—|'= lim —— =-6
0 x—0t 6
9
b) En x = —1es f(z) = (3 — 6)e” y tenemos f(—1) = ——,
e
6
f(x) =e*(3z —3) = f'(~1) = —= y la ecuacién de la recta tangente es:
e

9 6 6 15
y+t-=-——@+l)=y=——z—- —
e e e e

Problema 3.2.3 Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = 42® — z*.
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a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) Esboza la grifica de f y calcula el drea del recinto limitado por dicha gréfica y el eje de
abscisas.

Solucion:

a) fl(x)=122% —42® = 42’3 —2)=0= =0y =3

(700, O) (Ov 3) (?’v OO)
f'(z) + + -
f(x) | creciente ' | creciente ' | decreciente \,

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (0, 3) y decreciente en el (3, 00). La funcién
tiene un méximo relativo en el punto (3, 27).

b) fz)=42® —2'=0= 2=0y2=4

Mix(3,27)

/ (0,0)

4 5 5
4 2
S:/(4x3f:c4)d:c ot xf} g B2 gy g2
0 0 5 5

Problema 3.2.4 Considera la funcién F : [0, +00) — R definida por

P(z) = /OI(QH— Vi) dt

Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de F' en el punto de abscisa x = 1.

Solucién: ,
T T t?, 27% 2
F(x) :/ (2t+\/%)dt:/ @t 4+t dt =2+ —| =2+ Ve
0 0 3/2], 3
2
F(x) = 2%+ xT\/E y tenemos F'(1) g, F'(z) =2z ++v/x = m = F'(1) = 3. Luego la tangente
buscada es

5 4
y—§:3(x—1):>y:3x—f

3
3.2.2. Convocatoria Ordinaria
Problema 3.2.5 Considera la funcién continua f definida por
1 .
si r<—1
x
f(x) = ar+b si —-1<z<l1
2
x si r>1
z+1
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a) Calcula a y b.
b) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.

Solucion:

a) Continuidad en & = —1:

1
lim f(z)= lim —=-1

z—=—1" r——1- &

lim f(z)= lim (az+b)=—-a+b = —a+b=-1
r——1t r——1+
f(=1)=—a+b

Continuidad en z = 1:

lim f(z) = lim (ax+b)=a+b

r—1— z—1- 5
a7 1 1
I =1l = ——
Jm g = =g et
1) =~
_a+b:_1 a:§
a+b=§ b= —Z=

1
b) @ Enlarama x < —1 = f(x) = — no hay asintotas verticales ya que el denominador
x

1
no se anula nunca. Si hay horizontales en y =0 lim f(z) = lim — = 0 y no hay
T——00 T—>—00 I

oblicuas al haber horizontales.
@ Enlarama —1 <z <1= f(z) =ax + b es una recta y no tiene asintotas.

2
@ Enlaramaz > 1= f(z) =

no hay asintotas verticales ya que el denominador

z+1 )

no se anula nunca. No hay horizontales ya que lim f(z) = lim = 00 y si hay
r—+00 z——o0 T + 1
oblicuas y = mz +n
2
m= tm I = gy T
z—+oco I rz—+oo T4 + x
z? —x
n= lim (f(z)—mz)= lim ( fx): lim =-1
x—+o00 z—+oo \ T + 1 z—+oo T + 1
y=x—1

Problema 3.2.6 De entre todos los rectangulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas,
determina las dimensiones de aquel de drea maxima que puede inscribirse en la regién limitada por

las graficas de las funciones f,g: R — R definidas por f(z) =4 — % y g(z) = % -2

Solucién:
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N

1)
N

— o 89)

Las dos funciones son PARES, simétricas respecto al eje de ordenadas, podemos imponer que la
base del rectdngulo es 2z y la altura serd f(z) — g(x) ya que g(z) < 0. Luego:

2 1’2

3(33)2255(4—%—6—&—2):x(12—x2):12x—x3

S(z)=12-32> =0= 2 =42

§"(2) = 62 —> { S"(2) = -12 < 0 = z = 2 Méximo
=0 §"(=2) =12 > 0 = z = —2 Minimo
2 22
Luego la base mide 2x:2'2:4uy1aaltura4—§——+2:4uconunzireade S(2) =

6
24 — 8 =16 >

20+4 si x<0

Problema 3.2.7 Sea f la funcién definida por f(z) = { @—2? si x>0

a) Calcula los puntos de corte de la grafica de f con el eje de abscisas y esboza la gréfica de la
funcién.

b) Halla el drea del recinto limitado por la gréfica de f y por el eje de abscisas.
Solucién:
a) Enlaramaz < 0= f(z)=2r+4=0= z=-2= (-2,0)

Enlaramaz >0= f(z)=(z -2 =0= z=2= (2,0)
Por tabla de valores:

v
04 e
/// - ///
/ \\ ///
20 00,00 20
,/
0 2 0 $3 2 8 20
b) S’:/ (2x+4)dm+/ (2 — 4z +4) dx = 2> +4dx|_, + 3 —22% + 4z :4+§ =3 =
) 0 0

6,6667 u>
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(0,4)

(20 0(0,0) w0

z3

Problema 3.2.8 Considera la funcién f definida por f(z) = ————
22 —2x+1

para z # 1. Halla una

primitiva de f que pase por el punto (2,6).

Solucion:

3
x
_ _ _9 _
F(x)—/x2_2x+ld:ﬂ— ( xg):(x2—2x+1):x+2+% -
—23 422 — =z T° = 2T+
22 — =z
— 2% 44z —2
L 3r—2 |
3x72) x? 3r —2
294 T V=" 10 STTE gy =
/(“ Teop) T “/@—1)2 !
[ 3r-2 A B A@@-1)+B
(x—12 2—-1 (z—-12  (z—1)2

3r—2=A(z—1)+B

r=1=— 1=B =

r=0=—-2=-A4+B= A=3
3x —2 3 1

G192 2-1 @=1p

22 ( 3 1 ) 22 i 1
Sl de = — +2 Inle—1] - ——
2+x—|—/ x—1+(x—1)2 x 2+x+3n\x | x_l—i-C

F(2)=5+C=6= C=1 luego

Fa) = & 4204 3o —1]— —— 11

) = x n|x po|

3.2.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.2.9 Calcula a sabiendo que lim M (donde In denota la funcién lo-

e=too (Ing)® + 22
garitmo neperiano)

Solucién:
lim — &% 20 [f} DH joy % gy %
e=too (Ing)® + 22 00 z=+o0 3 (Inz)? 142 2ote03(In 2)? + 2z
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ool 1 3 a , ax o1 I i a , ax
[—} = lim ———— = lim —— = { } fim ——— = lim
z—+o0 6 (Inx) =42 z—+oo 6lnz + 22 w00 6 + 2 z—+oo 6+ 2%

6] 6%)
[f} 2 )i g:1:> a=2

o0 x—+00 2
Problema 3.2.10 Calcula los vértices y el area del rectangulo de area méaxima inscrito en el
recinto limitado por la grafica de la funcién fR — R definida por f(z) = —2® + 12 y el eje de
abscisas, y que tiene su base sobre dicho eje.
Solucién:

o )

[0 000 0N
/ \

La funcién es PAR, simétrica respecto al eje de ordenadas, podemos imponer que la base del
rectdngulo es 2z y la altura serd f(x). Luego:

S(x) = 2z (—a? +12) = (12 — 2?) = 24z — 22°

S'(x)=24—622=0= 2 =42

S"(2) = =24 < 0 = z = 2 Méximo

1! — 7
§(x) = —122 = { S"(-2) =24 >0 = x = —2 Minimo

Luego la base mide 22 = 2-2 = 4 u y la altura —22+12 = 8 u con un area de S(2) = 48—16 = 32 u?.
Los vértices serfan:
(_270)7 (Q’O)a (278) y (_2a8)

Problema 3.2.11 Calcula / x (Sugerencia: efectia el cambio de variable ¢ =

\/1+$—1

V1i4+ax—1).
Solucion:

=vi4+zx-1
1

1 dt = ———=d
vitae-—1 de = 2v1+ xdt
da = 2(t + 1)dt

/ +1dt—2/ﬂdt—2/(1+%)dt:2<t+1n|t|)+cz

2(\/1+x—1+1n|\/1+x—1|)—|—0

———dr=FQ8)—F(0)=2In24+6—-4=2+2In2 ~ 3,3863
| = da=F®-FO=2m ]

Problema 3.2.12 Considera las funciones f,g : R — R definidas por f(z) = 2° +2 y g(z) =
—2% + 2z + 2.
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a) Calcula los puntos de corte de las grificas de f y g. Esboza sus grificas.
b) Determina el drea del recinto limitado por las gréificas de f y g en el primer cuadrante.
Solucién:

a) flz)=g(z) = 2 +2= -2’ +20+2= z(2*+2-2)=0= =2, 0=0yz=1.
Los puntos de corte son: (—2,—6), (0,2) y (1, 3).

b) S = /1(x3+2—(—x2+2:1:+2)) dx

1

1
of TI\T T3

3.3. Aragon

3.3.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.3.1 Dada la siguiente funcién

Vezr+et si <0

f(x):{(lx)“/”” si x>0 vreR

a) Determina los valores de ¢ € R para que la funcion f(x) sea continua en R.
b) Calcula, para a = 1 la recta tangente a la funcién en z = —4.

Solucion:

a) f es continua en la rama x < 0 y también lo es en la rama z > 0. Para que sea continua en
R hay que estudiar la continuidad en = = 0:

lm f(z) = lim (vV—z+e3) =¢3

rz—0~ rz—0~

lim f(z)= lim (1 —2)"* =[1%] =¢* =@

z—0t z—0t
., a . —ax
A=lm —(1—-2z—-1)= lim — = —a
z—0t T z—0+t T

fo)=¢’

3=—a= a=-3.
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b) x1=-4<0= f(z)=vV-z+e* = f(-4)=¢€+2

f@)=—g7= = m= ) =

1
y—f(—4) =m(z+4) = y—e3—2:—1(x+4):> y:—z—i—l—{—e?’

Problema 3.3.2 Calcular el siguiente limite

lim /322 —2 — (V32 +5)

T—+00
Solucion:
IEIFOO\/SSEQ —-2— (\/§x+5) = [00 — 0]
(V322 =2~ (V3z+5)) (V32T =2+ (V32 +5))

lim =
T—+o00 ) \/3:52—2—&-2\/5.%4-5

o (VBaZ=2) — (VBz+5) 3222322 25— 10V3z

lim = lim =
zotoo /322 —2+43x 45 rotee 3a7 =2+ (VBz +5)

i 2 1OV3r =] = 1im _10v3¢
ot VBeZ =24 VB 5 Lood emteo (V32 4 (V3a))

-10v3z  —10v3 s

lim =

Problema 3.3.3 Calcula: / e (x? —1)da

Solucion: )
w2 _lu==x 71:>du:2xdz}7
/e (2% —1)du = dv=e%der=—= v=—e"]
U=z —=— du=dz }_

dv=¢e "dr = v=—e"

—(x? = 1)e " + 2/ xe Tdr = {

—(2? —1)e " +2 (—xefx + / e ” dz) =—(@@*—1De " +2(—ze " —e ")+ C=—(2"—1)e " —
20" — 2" +C=—e"(2*+22+1)+C

(z—1)

Problema 3.3.4 Para la siguiente funcién f(z) = 5

x
a) Obtén el dominio de definicién y estudia su crecimiento y decrecimiento.

b) Analiza la curvatura (concavidad =— y convexidad =— ) y existencia de puntos de inflexién
en su dominio de definicién. Obtén los puntos de inflexion, caso de existir.

Solucion:
a) Dom(f) =R~ {0} (z* =0 = 2 =0)
f’@):%:o: r=1
(*O0,0) (071) (1700)
[ () + — +

f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (1,00) y decreciente en el (0, 1).
Presenta un minimo relativo en el punto (1,0)
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2(2x — 3 3
b) f'(x) =— ( 9;4 ) =0= T=g
) | G)
(0.0 | (03) | (Bec
/(@) +
f(z) | concava ~ | céncava —~ | convexa —

3
Segtin el enunciado la funcién es céncava en el intervalo (—oo,0) U (O7 5) y convexa en el

3 31
(5, oo). Presenta un punto de inflexién en el punto (5, 5)

Nota: Personalmente utilizo el criterio de céncava — y convexa —, al reves del enunciado.

N PI(3/2,1/9)
Min(1,0)

0(0,0)

3.3.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.3.5 Dada la siguiente funcién f(z) = :ve*‘””Q, a€R
a) Determina los valores de a € R para que la funcion f(z) sea continua en R y tenga asintota

horizontal y = 0.

1
b) Calcula, para el valor a = 2 el drea que encierra la grafica de la curva f(z) entre el eje X y

lasrectas . =0y x = 1.

Solucion:

a) f es composicién de funciones continuas, sin denominadores, ni raices ni logaritmos y, por
tanto, continua Va € R.
Para que tenga una asintota horizontal en y = 0 = lim f(z) =0
Tr—r0o0

. : 1 1
—ao?yaz0 o L {OO} By~ -~

1i =1
im f(x) im (ze Jm o = —

az?
T— 00 T— 00 T—00 € 00

Luego tiene que ser a > 0.
2
Sia<0= lim (ze * ) =00

Tr—00

I2
b) f(x) = ze™ 27 =0 = z = 0 luego la funcién no corta al eje OX en el intervalo (0,1) y
tenemos un unico recinto Si.

-
2 2 dt
F(z)—/xe*de: dt = —zdz :—/met—:
dt r
de = ——
x
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Problema 3.3.6 Para la siguiente funcion:

B 223 + ax?® +br + 3

= R
f(@) —a3 4422 —5x+ 2’ 9 €<

Calcula los valores de a,b € R ,para que h’m1 f(x) = L € R, y determina el valor de dicho limite.
z—

Solucion:
I — m 20 +az® + b +3 {a—i—b—i—ﬂ a+b=—5 {9} L'H
T ool —g3 4422 —5x +2 0 B 0
622 + 20z +b {Qa—f— b+6} 2a+b=—6 [0} L'H
5 b= L

0

lim =
1 —322 +8x —5
12z + 2a 12 + 2a

im =
z—1 —6x + 8 2
Tenemos:

=5

{a—I—b:—S {a:—l L_12+2a
2a+b=—6 b=-4 Y 7T 73

Problema 3.3.7 Calcula el drea del recinto limitado por las gréficas de las funciones:
f(z) = 3z + 222

g(x) =2 + 4z +2

Solucion:
fl@)=g(z) = 32 +22° ="+ 4z +2 =z
un recinto Si.

2_2-2=0= z=—1y z=2. Luego s6lo hay

3 1'2

Fw) = U@ - g@yar= [ e -a=T - T

Si= [ ()~ o) de = F@D) - Py =3 - T= -3
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x2+x

Problema 3.3.8 Para la siguiente funcién f(z) = 52
-z

a) Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de ramas
parabdlicas. Determina las asintotas cuando existan.

b) Calcula la recta tangente a la funcién en el punto z = 1.

Solucion:

a) Dom(f) =R —{£V3} B3—22=0= z = +V3)

@ Agintotas verticales:

o En z = \/5:
I 2?2+ 3 —|— \f
e (v3)- 3— a2
lm 22+ Nk —|— \[
= (V3)+ 3 — x2
e Enz=—V3:
lim a?2+x_ 3-V3 = -0
= (—v3)— 3 — 2 0—
lim x2+x_ 3_\/§ = 400
(= f)+3fx2_ 0t a
@ Asintotas horizontales: y = —1
22 2
lim +$: lim a: +$:—1

T—r— 003—1‘2 w~>+003—x2

@ Asintotas oblicuas: No hay por haber horizontales.

@ Ramas parabélicas: No tiene, el polinomio del numerador y del denominador tienen el
mismo grado y hay una asintota horizontal.
2
6 3 5
b) f(1) =1, f'(z) = % = m=f'(1) = 7 La recta tangente es
72 _

5 5 3
yflfi(xfl):>yf§x—§
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=3 \\ / 3
\ -

0(0,0)

y-1=5/2(x-1) “c

3.4. Asturias

3.4.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.4.1 Se considera la funcién:

f@) 2243

- rz—1

a) Calcula el dominio de f y las asintotas, en caso de que tenga.

b) Estudia la existencia de maximos y minimos, asi como los intervalos de concavidad y conve-
xidad.

c¢) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica
de f.

Solucion:

2) Dom(f) = & - {1}

Asintotas:

@ Verticales: v =1

22 +3 { 4 }
1 = 1 — | = -
Jm fle) =t o = ] = e
z? +3 4
1 = 1f =
S f@) = M o7 = e =
@ Horizontales: No hay
3 2 +3 , 22 +3
lim = —00, lim =400
r——00 I — 1 z—+oo 1 — 1
@ Oblicuas: y = mx +n
2
m= 1im 28 g T3
xr—r0o0 €T xr—r0o0 f,Cz — X

n= lim (f(z) —mz)= lim <x2+3—x) =

T—00 z—oo \ o — 1

24322 3
Hmw:h’mfﬂ —l=—y=a+1
x—00 x—1 T—00 I —
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2 —2x—3

b) /(@) =

(_007_1) (_173) (3700)
f'(x) + - +
f(z) | creciente ' | decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (3, 00) y decreciente en el (—1,1) U (1, 3).
La funcién tiene un méximo relativo en el punto (—1, —2) y un minimo relativo en (3, 6).

f(w) =

7 # 0= No tiene puntos de inflexién.

8
(z—1)

(—00,1) (1,00)
f(x) a +

f(x) | convexa —~ | concava —

La funcién es convexa — en el intervalo (—oo,1) y céncava — en el (1,00)

c) Representacién gréfica:

Va0 000

Problema 3.4.2 Se considera la funcién f(z) = zv/1 — 22

a) Calcula una primitiva de f(x

, que pase por el punto (—1,0). (Sugerencia: Puedes utilizar el
cambio de variable t = 1 — %)

b) Calcula /1 f(z)dzx
0

Solucion:
t=1-—2a? »
dt = —2xdx dt 1/ 12 1 ¢
F = 1—22dr = _ a1 PR S
a) F(z) /xm T dx__ﬂ /z\[% 5 5 3/2+
213/2 R
1 —
(1—1)3/2
ComOF(_l):OS_f‘f‘C:O:}C:Oy
(1*%2)3/2
F = -7
(2) 3
1 . .
b) / f(x)de=F(1)—-F(0)=0- (_,) _*
0 3 3



3.4.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.4.3 Se considera la funcién:

a) Calcula el dominio de f y sus asintotas.

b) Halla en caso de que existan, los mdximos y minimos y puntos de inflexién. Ca
intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gréfica de f.

Solucion:

a) Dom(f) =R — {1}
Asintotas:

@ Verticales: z =1

lim f(z) = lim =

22 2
or] =T
2

lim f(z) = lim 2 = {—} = —00

rz—1t z—1+1—x -

@ Horizontales: No hay

., 22 22
lim =+400
r——00 1 —

@ Oblicuas: y = mz +n

T 222
m = lim & = lim 5
r—oo I T—=o00 T — T

=2

n= lim (f(z) — mz) = lim <12z2 -|-21;) =

—00 T—00 — T

z2 + 2z — 222 i 2x

lim ——— = lim =-2= y=-2c—-2
T—00 1—=x rz—oo 1 —
20¢(x — 2
(—O0,0) (0,2) (2,00)
f'(z) - + -

f(z) | decreciente N | creciente , | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (0,00) y creciente en el (0,1)
funcién tiene un méximo relativo en el punto (2, —8) y un minimo relativo en (0,

f(w) =

U (
0)

5 7 0= No tiene puntos de inflexi6n.

-
(1—x)

(—o00,1) (1,00)
f//(x) Jr _

f(z) | concava — | convexa —~

La funcién es convexa — en el intervalo (1,00) y céncava — en el (—oo, 1)
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c) Representacién grifica:

Min(0,0)

Problema 3.4.4 Dada la funcién f(z) = —sin(2z) + 1
a) Calcula una primitiva que pase por el origen de coordenadas.
b) Calcula el drea limitada por f, el eje X y las rectas © =0y x = 7.

Solucion:

a) F(x):/(—Sin(2$)+1)dx=—/Sin2xdw—|—/dx:%4_3;4_0

1 1 cos(2x) 1
F = — = = —— F = - - =
(0) 2—|—C 0= C 5 = (x) > +x 5
b) f(z) = —sin(2z) + 1 > 0 = s6lo hay un recinto, S en [0, 7.
T 2 T 1
S= [ (—sin(22) + 1) do = <22 4 I gy
0 0o 2 2

0(0,0) (0

3.5. Cantabria

3.5.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.5.1 Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm? de 4rea para texto y ademas,
con margen superior 3 cm, inferior 2 cm y margenes laterales 4 cm cada uno.

a) Realice un dibujo planteando el problema.

b) Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice
la menor cantidad de papel posible.
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Solucion:

a) Funcién que relaciona las dos variables:

(2 —8)(y—5) =90 — y—5= —0_

r—8 i
90 5(x + 10)
r—8 r—8

5= ——m—= 3cm
x-8

y:

b) Funcién a optimizar: s(z,y) = zy

5(z + 10)) _ bx(x +10) .
r—8 o r—8 4 cm y-5 |4em | ¥

s(x) Zx(

5(332 — 16x — 80) — 0 — 90 em?’
(-8

x =20, x = —4 no relevante
(0,20) (20, c0)
s'(z) - +

s(x) | decreciente \, | creciente

s'(x) =

2 cmy

e , . 25 ) .
Luego la funcién tiene un minimo en x = 20 cm = y = — cm. El &drea total seria de

5(20) = 250 cm?.
Las dimensiones minimas de papel son de 20 cm por 12,5 cm.

Problema 3.5.2 Considere la funcién f(z) = 2%e™"

a) Calcule IBIEOOf(x) y zgrjloof(x)

b) Calcule la derivada primera de f(x).

¢) Determine los extremos relativos de f(x).

d) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).

Solucion:

a) lim (z“e®)= lim =
r——+00 z—+4o0 ¥
lim (z%e™*) = 00 - 00 = 00
r—+00

2 —x , o {OO} L , 2x {oo} )% , 2 2

T g% = xe %(2 - 1)

f(x) = 2ze™
fllx)=0= 2e"2-2)=0= 2=0yx=2
f"(z) = (2% — 4 +2)e™®

Enz=0= f"(0)=2>0=> 2 =0 es un minimo relativo.

b)
)

Enz=2= f’(0)=—2¢"2<0= x=2es un maximo relativo.
(70070) (072) (2700)
d) | f(x) + - + La funcién es creciente en el intervalo
f(z) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

(—00,0) U (2,00) y decreciente en el (0,2)
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y
\ Mix(2;0,54)

Min(0,0)

3.5.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.5.3 Considere la funcién f(z) = ‘£
x

a) Calcule la derivada primera de f(z).
b) Calcule la pendiente de la recta tangente a la gréafica de f(z) en el punto de abscisa x = 2.
c¢) Calcule las asintotas verticales de f(z).

d) Calcule las asintotas horizontales de f(x).

Solucion:
/ _ er(l, B 1)
W) ) =
e? €2
b) b= f(2) = 5 la pendiente m = f'(2) = VIRA la recta tangente:
ez € e?
y m(z — 2) y-5=7@-2) y=e
c) La tinicaes x =0
i < =[] i & = [5e] =+
im —=|—| = —o0; im —=|—| =+00
z—0- T 0— ’ z—0t T 0t
x — 00 1
r——00 I —00 —e>* o0
G ocolr'm ., €
lim —:{—} = lim — =00
r—+oo I o0 z—+oo 1
=0 / 'yiéi,;§473x
o (2:3,6945)
Min(le)
y=0 e il
— |0
. ., 3
Problema 3.5.4 Considere la funcién f(z) = —
T
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a) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).
b) Halle una primitiva de f(z).

c¢) Calcule el drea de la regién limitada por la funcién y = f(x), las rectas x = 1, x = e y el eje
OX de abscisas.

Solucion:

a) = Dom(f)=R—{0}.
= Asintotas:
e Verticales: x =0
.3 3 .3 3
Im —=|—|=—-00; lim —=|—| =400
x—0— T
e Horizontales: y =0
, 3 , 3
Im —= lim — =0
T——00 I r——400 I

e Oblicuas: No hay por haber horizontales.
b) F(x) :/ §da; =3In|z|+C
x

¢) f(z) == #0= f no corta al eje de abscisas. Tenemos un tnico recinto de integracién:
x

S = / %dz =|F(e)— F(1)|=3-0]=3u?
1

0(0,0)

3.6. Castilla La Mancha

3.6.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.6.1 Calcula razonadamente el siguiente limite:

2241

, <x—|—1> z
lim
x—+00 x

Solucion:
1 12,+1
lim (x—l— ) =[1°] = ¢
r— 400 €T
241 1 2411 241
A= lfm (“L —1): Jfm (,): m L g
r—+00 xr X xr——+00 xT X r—+00 X
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Luego:

Problema 3.6.2 Se pide:

a) Sea la curva f(z) = a — x*

a.l ;Qué valores puede tomar a € R para que la curva f(z) = a— 22 corte al eje de abscisas
(eje OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?

a.2 Encuentra razonadamente a € R para que el area de dicho recinto valga 36.
b) Resuelve la siguiente integral:
/ 2x
——dx
V1 + 3z?

El cambio de variable t = 1 + 322 te puede ayudar.

Solucién:
a) f(z) =a—2?
al f(z)=a-— 22 =0 = z = ++/a luego a > 0. Si a = 0 sélo habria un punto de corte.

Va 23

a.2/ (a —2?)de = ax — =

e 3
a=9

Va B 943/2 243/2 B 4a3/2

- + — =36 = a*? =271 =
_Ja 3 3 3

t=1+ 322
2z dt = 6xdx /25” dt 1/ —1/2
b) | —=—=dz= = = == td=
V[ L Vit 3
6z

1 t/? 2t1/2 2v/1 + 3x2

. _4C= +C=#+C

3 1/2 3 3

Problema 3.6.3 Enuncia el teorema del valor medio del calculo integral. Encuentra razonada-
mente el punto al que hace alusién dicho teorema para la funcién f(z) = 3/ en el intervalo [1, 3].
Interpreta geométricamente lo hallado.

Solucién:
Teorema del valor medio para integrales
Sea f: R — R una funcién continua en el intervalo [a,b] = Jc € [a, b] tal que:

b
/ f(z)dz = (b—a)f(c)
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b
/ f(z)dz = (b—a)f(c)

f(e)

fa)—

b T

® 3o e(ab]

3 -1
3
/ 3z 2dr = *
1 -1

3

=-1-(-3)=2

3
3
Jec € [a, b] tal que / 327 2dr = (3-1)- e 2 = ¢ = +v/3. De las dos soluciones sélo es valida
1

la positiva, la negativa no esté en el intervalo. Luego ¢ = V3.

3.6.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.6.4 Se pide:

a) Encuentra razonadamente el valor de a,b € R para que la funcién

ar + 1
flz)= 2x 4+ b

tenga una discontinuidad de salto infinito en z = 1 y tienda a 2 cuando x — +00

/ xcos 2z dx

b) Resuelve la siguiente integral:

Solucion:
a) lim ar + 1 a1, b=—2 {a—i—l} C e

as1- 22+ b '3 0- 1

o ar +1 az—1, b=—2 {a+1} C i

z—1+ 22+ b B ot |

ax +1 a0 a
vt 2240 2 ¢
Luegoa=4yb=-2
u=x—=— du=dx

b 2xdr = 1 =
)/mcos — dv =cos2zxdr = v = -sin2x

+C

rsin2x 1 / sin 2 d T sin 2z n cos 2
S in2xdr =
2 2 4
Problema 3.6.5 Estudia la continuidad en R de la funcién

2e%* =4 _8r + 14
Y

flz) =
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Solucion:

La funcién f(z) es un cociente de funciones continuas y, por tanto, continua en R salvo en los
valores en los que se anule el denominador.
2?2 —22x=0= =0y x = 2. Luego la funcién f es continua en R —{0,2}. Analizamos la funcién

en estos puntos:

@& Enxz=0:

y 2e™" 4 _ 8z 4+ 14 {2(4 + 14} .
1m = = +00
20— x2 — 2z 0+

2Tt 8y + 14 {26—4 + 14}

lim — - —00
20+ 2 — 2z 0-

La discontinuidad es no evitable con un salto infinito.

@& Enzx=2: )
. 2" 4 —8xr+14
lim =
T2 z2 — 2z

0} L'H -, 4@‘69”2_4 -8 {O}
— | =lm——=1|=| =0
0 z—=2  2r—2 2

La discontinuidad es evitable con un agujero en el punto (2,0)

Problema 3.6.6 Calcula el drea de la regién delimitada por las funciones f(z) = 22 —4x+5y
g(x) =3 —x.

Solucién:
fz)=g(x) = 2° —da+5=3—1r= 2> -32+2=0= z =1y x =2 Hay un recinto entre
[1,2].

2 2 3 2 2
T 3z 5 1
= - dz| = y 2dz| = | = - = 2}:777:”:
5= | [ (@ -g@ds| = | [ @ ~so42a = |5 -2 v2] | = |2-3) = |5
1
6f:o,1667 u?
Ry \\\ /’/
\Q\ o
\ 4
x=1 x=2 \\
0(0,0) \\
\\\

Problema 3.6.7 Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcién

2e® —8xr — 3

flw) = 242

corta al eje de abscisas al menos una vez.
Solucién:
Teorema de Bolzano:

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] tal que f(a) y f(b) toman valores de
signo contrario, entonces existe al menos un valor ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.
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La funcién f es continua como cociente de funciones continuas y el denominador no se anula, por

tanto es continua en R. Vamos a ver su signo cuando tienda x a +00 y a —oo:
2e” —8x — 3 —o07 L 2e” — 8
= [ } Py 22 "% y la funcién estd por debajo de la asintota
z——0c0 21

lim
T— —00 1‘2 —+ 2 o0
horizontal y = 0 = f(—o00) <0

2e* —8x — 3 ool L'H ,
—_—mmm |: :| = hm =
z—+oo 2w

1i 2 _ +00 = f(4+00) >0
i S5 =400 = flroo

Por el teorema de Bolzano 3¢ € (—oo0, +00) = R tal que f(c) =0

2e® — 8 _ {oo] L'H

(0.9] (0. ¢]

3.7. Castilla Leon
3.7.1. Modelo

Problema 3.7.1 Dada la funcién f(z) = 3z* + 2® — 1, determinense sus intervalos de crecimien-
to y decrecimiento, sus extremos relativos y el nimero total de puntos en los que f(x) se anula.
(Téngase en cuenta la monotonia de la funcién y los valores que toma en los extremos relativos
previamente calculados)

Solucién:
1
& f(z) =122 432" =0 = T=—7 yz=0.
(—OO,—1/4) (_1/470) (07+OO)
f'(z) - + +
f(x) | decreciente \ | creciente " | creciente N

La funcién decrece en el intervalo (—oo,—1/4) y crece en (—1/4,+00). Tiene un minimo
relativo en (—1/4, —257/256).

@ La funcién no tiene asintotas horizontales y decrece hasta el minimo en (—1/4,—257/256)
lo que darfa un punto de corte con el eje OX. A partir de ese minimo la funcién es siempre
creciente por lo que daria otro punto de corte con el eje OX y no habria maés.

\ y fo.aazs
/
0.22064 /
/

-0.91029 0.68272 ~0.45515 ~0.22757 0.22757 0.45515 0.68272

-0.22064
~0.44129
~0.66193

~0.88258

Min(-1/4- 257/256)

11032

Problema 3.7.2 Dada la funcién f(z) = xe™*, determinense su dominio de definicién, asintotas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexi-
dad y puntos de inflexiéon. Esbdcese también su grafica.

Solucion:
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@ Dom(f) =R
@ Asintotas:

e Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

e Horizontales:

3 x 00 3 1
lim —:[—}: llm —=0=y=0
z—> fo0 e o0 z—> 400 e¥
Iim ze® =-00-e* =—-0
xr—r — 00

e Oblicuas: Cuando ©* —> 400 hay asintota horizontal y, por tanto, no hay oblicua.
Cuando r — —oc:

m= lim @: lim e *=e* =0
r—> —00 I r—> —00
Luego no hay oblicuas.
- f’(x) =e’1l-2)=0= z=1.
(—OO, 1) (15 +OO)
f'(@) + -
f(x) | creciente | decreciente “\

La funcién crece en el intervalo (—oo, 1) y decrece en (1, 400). Tiene un maximo relativo en

(1,1/e).

& fz)=e"(2-2)=0= x=2.

(—00,2) (2, 4+00)
f"(x) - +

f(z) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—o0,2) y céncava (~—) en el intervalo (2, +00).
Tiene un punto de inflexién en (2,2/e?)

@ QGrafica:

ME) gy

// 0(0,0)

Problema 3.7.3 Dada la funcién f(x) = xcosx

a) Demuestre que f(z) es no negativa en el intervalo [O, g}
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b) Calcular el drea del recinto limitado por la gréfica de f(z) y el eje de las =, cuando x pertenece

al intervalo [0, g} .
Solucién:

a) fa)=0= =0y z= g luego la curva no corta con el eje de abscisas en el intervalo

T
[0, 5} y, por tanto, el signo de la funcién en este intervalo es el mismo para todos sus puntos.

1
Si probamos con uno de ellos, por ejemplo = = g = f (g) = §§ = % > 0. Luego f en
este intervalo es positiva.

U=z = du=dx . . e
b) F(z) = /azcosxdm = {dvzcosxdw: v — sinx } = xsm:z:—/smxdx = xsinz +

cosx +C

/2 T ™
= = — — = — — == 2
S—/O mcosxdx-F(Q) F(0) 5 1=10,5708 u

0(0,0) (7/2,0)

Problema 3.7.4 Se pide:

, e —cosx
a) Calcular xhi{lo m

2
b) Calcular/ Md:c
x

Solucion:

. e"—cosz [0] . e+4sinx - . B
8 M e D) M = T L@ D sina)] =1
2 t=Inz 2 3 3
| t t |
b)/ﬂdx: it = Lz :/—xdt:/tht:—+C:(nm) +C
T T T 3 3
T = xdt

3.7.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.7.5 Dada la funcién f(z) = xze”, determinense su dominio de definicién, asintotas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad
y puntos de inflexién. Esbdcese también su grafica.

Solucién:
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@ Dom(f) =R
@ Asintotas:

e Verticales: No hay ya que Dom(f) =R

e Horizontales: y = 0 cuando x — —oo

lfm we® "= lim — = [*OO} LH g Z1_y
T——00 t—+oo et

Cuando z — co = lim ze® = 0o no hay
T—r—00
e Oblicuas: No hay cuando x — —oo por tener horizontal y tampoco cuando x — oo,
. oxe” .
m= lim — = lim e* =0
r—00 I T—00

o ffz)=(r+1)e"=0= z=—1.

(7007*1) (71,+OO)
f(x) - +
f(x) | decreciente “\, | creciente

La funcién decrece en el intervalo (—oo, —1) y crece en (—1, +00). Tiene un minimo relativo
1

en <—1, —7).
e

& f'2)=(r+2)e"=0= =2

(—00, —2) (=2, +00)
/" (x) - +

f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—oo, —2) y céncava (~—) en el intervalo (—2, c0).

2
Tiene un punto de inflexién en el punto (—2, ——)

e2
/
/
/
v
/
/
/
y=0
\\\ /oo
T PI2- 2 . /
s
Min(-1,-1/¢)

Problema 3.7.6 Calcule:

et —xr—1

a) lim
) x—0 1:2

1
b)/ xe” dx
0

Solucion:
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e*—x—1 {O}L'H, e* —1 {O
—_— = lim =

x—0 ZCC

m _ u=x— du=dx g z o
b) F(x)—/a:e dx_{dv:ewdxzv:e”}_xe —/e dr =

xeffe“":(xfl)e“’wLC’
/ ze®dr=F(1)-F0)=0—-(-1)=1
0

1
Problema 3.7.7 Dadas las curvas de ecuaciones y = v3x, y = —a2

3

a) Dibuje las curvas y senale el recinto plano comprendido entre ambas.

b) Calcule el area de dicho recinto.

Solucién:
1
a) v3x=§x2:>x4—27x:0:> r=0yz=3.
b)
t=3x
1 1 —
F(z):/ (\/Sx—gxz) dx:/\/3zdxf/ 22 dr = dt—3(ciltm =
dx 3

Problema 3.7.8 Se pide:
a) Halle el drea del recinto del plano limitado por la gréfica de f(z) = 23 — 4z, el eje OX y las
rectasz =0y z = 2.

rsinx
b) Calcule lim ——
) acuezlg%)Q—Qcosx

Solucion:

a) 2° —4r=0= 2 =0y 2 = £2 = la funcién f no corta el eje OX en el intervalo (0,2) y
sélo hay que calcular un area Sj.

4 2

2
S1=/ (x3—4x)da::x——2x2 =—4-0=-4
0 4 0
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El resultado es negativo por estar la funcién por debajo del eje OX en el intervalo [0, 2].

S=|S=|-4=4u?

, rsinx O] o'g ., sinx+ xcosx 0]
b) lm ——=|-| = llm ——— = |[-| =

z—0 2 — 2cosx 0 z—0 2sinx 0

, COST 4+ cosx —xsinz 2

lim =—-=1

z—0 2cosT 2

3.7.3. Convocatoria Extraordinaria
2

Problema 3.7.9 Dada la funcién f(z) = QL, se pide:
—x

a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene.
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos,
si los tiene.
Solucién:
a) = Dom(f) =R {2}
@ Asintotas:

e Verticales: En © = 2:

, x2 4 , z2 4
lim =|—| =o00; lim =|—|=—-
z—=2- 2—2x 0+ z—2t+ 2 —x 0-
e Horizontales: No hay
z? x?
lim =o00; lim = -
r——0c0 2 — 1 r—+00 2 — 1
e Oblicuas: y =mx +n
2
m=tim L g T
T—o00 I z—o0 2x — x2

, , z? , 2z
n= Jin ) - me) = i (5 ) = Jin 5% =2

Yy=—x—2
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-4

b) f(z) = RCESE
f(@) - + -
f(x) | decreciente \ | creciente | decreciente \

La funcién decrece en el intervalo (—oo,0) U (4, 00) y crece en (0,2) U (2,4). Tiene un minimo

relativo en (0,0) y un mdximo relativo en (4, —8).

e — [Min(0,00

Problema 3.7.10 Calcule:

In(1
a) lim In(1 + )
z—0 e? —1

b) Estudiando previamente el signo de la funcién en el intervalo [0, 3], héllese el drea limitada
por la gréfica de la funcién f(z) = 23 — 9z y el eje de abscisas, cuando z varfa en el intervalo

[0,3].
Solucion:
1
In(1 + z) _ {9} LH o Tre
z—0 et

1
S 0
b) 23 —92=0= =0y z = 43. Ninguno de estos puntos estan en el interior del intervalo

y tenemos un unico recinto. El signo de la funcién en el intervalo es negativo (basta sustituir
2 = 1 en la funcién), por lo que el valor de la integral serd también negativo.

= ‘—8—1 :% ~ 20,25 u?

4

x* 93:2}3
4 2 1,

3
S = / (z% — 9z) dx
0

Problema 3.7.11 Se pide:
157



a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Averigiie si la funcién f(z) = x + sinx — 2 se anula en algiin punto del intervalo [O, g] .

Solucién:
a) Sea f : R — R una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] con signo( f(a)) #signo(f(b)).
Entonces 3¢ € (a,b) tal que f(c) =0.
s . ™ v 7
b) f es una funcién continua en R y, por tanto, en [07 5] fO)=-2<0yf (5) =35~ 1>0,

luego f cumple las condiciones del teorema de Bolzano en el intervalo [O, g] Luego
™
Je € (O, 5) tal que f(c) =0

Problema 3.7.12 Se pide:
a) Estudie el signo de la funcién f(z) = 2 — 42% + 32 en el intervalo [0, 2].

b) Calcule el drea limitada por la grafica de la funcién f(z) = 2 — 42 + 3z y el eje de abscisas
en el intervalo [0, 2].

Solucion:

a) 2> —42°4+3x=0= =0,z =1y x =3 = la funcién f corta el eje OX en el intervalo
(0,2) en =1 y hay que calcular dos dreas S; en (0,1) y Sy en (1,2).
El signo de la funcién en el intervalo (0, 1) es positiva (basta sustituir z = 1/2 en la funcién)
y el signo de la funcién en el intervalo (1, 2) es negativa (basta sustituir z = 3/2 en la funcién)
El valor de S séré positivo y el de Sy negativo. El drea total serd S = |S1| 4 |S2|.

4 43 2
F(x):/(a:3—4x2+3m)dx=x——i—kgi—FC
4 3 2
1
3 2 5
Slz/ (x° — 4z +3x)da:=F(1)—F(O):E
0

S. /2(:534x2+3:17)dxF(2)F(1)
SR 12

13| 3

_ =21 2
p|=a 70U

5
S:|51|+|52|=’12+’
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3.8. Cataluna

3.8.1. Convocatoria Ordinaria
Problema 3.8.1 Sea f’(x) = 32 — 12z la derivada de una funcién f(z).

a) Si sabemos que f(z) corta el eje de las abscisas en x = 1, calcula la expresién de la funcién
f().
b) Calcule la abscisa del punto de inflexién de f(z) y estudie la concavidad de la funcién.

¢) Sabemos que el drea del recinto limitado por la curva y = f”(z), el eje de las abscisas y las
rectas t =0y & = a, con a > 2, es 15 u2. Calcule el valor de a.

Solucion:

a) f(:r):/(3x2—12x)dx:x3—6m2+6'yf(l):0:> 1-6+4C=0= C=5=
flx)=2® 6245

b) f'(x)=6x—-12=0= =2

(=0,2) (2,0)
f(z) - +

f(x) | convexa —~ | cédncava —

La funcién es céncava — en el intervalo (2,00) y convexa en el (—oo,2). Presenta un punto
de inflexién en z = 2.

¢) la funcién f”(z) = 6z — 12 es una recta que corta al eje de abscisas en z = 2, por lo que
tenemos dos recintos Sy : [0,2] y Sz : [2,q].

F(z)= [ (6x —12)dx = 32> — 12z
/
Sy = / (6 — 12)dz = F(2) — F(0) = —12 — 0 = —12
0

Sy = / (62 — 12)dz = F(a) — F(2) = 3a®> — 12a + 12
2

S = |81 +|S2| = 12+3a*> —12a+12 = 3a®> —12a+24 = 15 = 3(a®* —4a+3)=0= a =3
y a = 1, esta dltima no es valida, ya que a > 2 segtn dice el enunciado. Luego a = 3

Y ()=6x-12

Problema 3.8.2 Se pide:

a) Encuentre una funcién polinémica y = g(z) de grado 3 tal que corte el eje de las ordenadas
en el punto (0,5), que la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal
y que g"(x) =2z + 1.
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b) Compruebe que la funcién f(z) = —234+622—16 tiene una raiz en x = 2 y que es estrictamente
creciente en el intervalo (0,4). Utilice esta informacién para calcular el drea determinada por
la funcién f(x), el eje de las abscisas y las rectas x =0y z = 4.

Solucion:

a) g(z) = ax® + b2’ + cx +d = ¢'(x) = 3a2® + 2bx + ¢ = ¢"(x) = 6ax +2b =2z + 1
1

a a 3

1

9(0)=5=d=5
d(1)=0=3a+2b+c=0= 1+14c=0= c= -2
1 1
g(x) = gx?’ + 5.’1,‘2 —2:x+45

b) f(2) = —-8+424—16=0= z = 2 es una raiz de f(z).

fl(x) = =322 +120 =0 = 2 =0y o = 4. Tenemos Vz € (0,4) = f'(z) >0 = f es

estrictamente creciente en todo el intervalo.

La funcién corta al eje de abscisas en = 2 = hay dos recintos S; y S

2

2 4
S1 = / (=23 + 62% — 16) dx = f% + 223 — 164 = —-20
0 0

4 4 4
5. | (—a® +60% ~16)do =~ +20° ~ 162] =20
9 2

S = |S1| 4 [S2| = 20 + 20 = 40 u*

Problema 3.8.3

En el patio de una escuela se quiere crear un area de juego de 30 m?

para los més pequenios en forma de trapecio rectangular, de modo , D
que la base més grande mida el doble que la base méas pequena, tal e
y como muestra la figura, y que el lado oblicuo respecto a las bases | 2

(D) sea lo més corto posible.

2
a) Justifique que se satisfacen las siguientes relaciones: h = — y D(z) =/ — + 22
x x

160



b) Encuentre las dimensiones del trapecio para las que la longitud del lado D es minima.

Solucion:

T+ 2x 20

3
a) El drea de un trapecio es S = -h= 30= gh:> h= —~

400 400

4+ 400 2(x* — 400) /23 4 — 400
b) Tenemos D(x) = \/T = D'(z) = (2 4+43({z S — = 0 — z*—
2/ 72 a3,/ 20

400 = 0 => z = V400 = 2v/5 ~ 4,472135954 m?.

(0,2v5) (2v5, )
f(x) - +
f(x) | decreciente \ | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (0,2v/5) y creciente en el (2v/5,00) con un mfnimo
relativo en (2v/5,2v/10)
Tendriamos z = 2v/5 m?, D(2v/5) = 210 m? y h = 2v/5 m?.

3.8.2. Convocatoria Extraordinaria
9

Problema 3.8.4 Considere la funcién f(z) = ——.
e+ —2

a) Determine el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de creci-
miento y decrecimiento de la funcién.

b) Calcula la ecuacién general de la recta tangente a la funcién f(z) en el punto de abscisa
2 = 4. Represente en un mismo gréfico la funcién f(x) y la recta tangente

Solucion:
a) ® 2’41 -2=0=r=1yz=-2=Dom(f)=R—{-2,1}
@ Agintotas:

e Verticales:

o Enx=-2:
lim ) I N 400
z—s—2- 22+ 3 —2 0+ '
lim _ 9 = {i} = —00
rs—2+ 22 + 1 — 2 0-
o Enx=1:
lim _9 = {i} = —00;
z—1- 2 + 1 — 2 0- '
lim 9 = {i} = to0
=1+ 22+ 7 — 2 0+

e Horizontales: y = 0:

lim - = lim - =
zs—co g+ —2 zotoo g+ —2
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e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

9(2 1 1
@ Monotonia: f'(z) = —m =0= z = -5
ES)RED
00, =3 50>
(@) + -
f(z) | creciente ' | decreciente \,

1 1
La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —2) U (—2, —§> y decreciente (—5, 1) U

1
(1, 00). Tiene un méximo relativo en el punto (—5, —4)

1 1
b) m:f’(4):—1,b:f(4):§ ey—b=m(r—a) =
1 1 3
N ‘
Lo
/ \\
— yt1mxur 1
= —t—1 >~ un
EEEE—— =0 000,00 ) e
/// \\\

Problema 3.8.5 Se pide:

a) Considere la funcién f(x) = { a;nfb : 22%2’3

Encuentre el valor de a y de b para que la funcién sea continua y derivable en el intervalo
(0,4).

, donde a y b son numeros reales.

73

= g g 1 ¥ due pasa por el punto (0, —1).

b) Calcule la funcién g(x) que satisface g'(x)

Solucién:
a) la funcién es continua y derivable en las ramas definidas, hay que imponerlo en z = e:
@ Continuidad en z = ¢
h'rg f(z)= lim Inz =1

r— r—e
lim f(x) = lim In(ax +b) =ae+b = ae+b=1
z—et z—et

fle)=ae+b
@ Derivabilidad en z = e:
1 |
f/(x): E S1 IE(O,G) — f(e ):g ﬁa:}
a si z€led) fleH)=a e



3 1 3 1
b) F(x):/ x d —/ 36z dm:%1n|9x4+1|+0
)

924+ 177 36
F(0)=0+C=-1= F(z

—~

- — hl 9.17 + 1 - 1
I Ioblellla 3-8-6

La siguiente imagen muestra dos paredes perpendiculares de una sala representadas en unos
ejes de coordenadas, de modo que una pared esta en el plano y = 0 y la otra estd en el plano z = 0.

En el punto A = (2,0,2) se quiere fijar un altavoz que debe estar conectado a un equipo de
sonido, el cual estd situado en la otra pared, en el punto B = (0,2, 1). La conexién entre Ay B la
realizaremos mediante un cable que pase por el punto C' = (0,0, k), situado en la recta vertical de
interseccion de las dos paredes. Dado que la calidad del sonido depende, entre otros factores, de la
longitud del cable que une a los dos aparatos, se quiere realizar una instalacién con el minimo de
cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcién de la altura h por donde
debe pasar el cable en el eje vertical OZ, viene dada por la expresién L(h) = /h? —4h + 8+

Vh?—=2h+5

b) Calcula las coordenadas del punto C' por donde debe pasar el cable para que la longitud del
cable sea minima. Calcule esta longitud minima del cable.

Solucion:

a) A(2,0,2), B(0,2,1) y C(0,0,h)
AC = |AC| = |(=2,0,h — 2) = \/4+ (h— 2)2 = /A2 — 4h + 8
BC=|BC|=(0,~2.h—1)| = /a+(h— 12 =i —2h+5
L(h) = V/h2 —4h + 8+ /h2 —2h +5
2h — 4 2h — 2
b) L'(h) = + -0
) L'(h) 2vh?2 —4h+8 2Vh?2—-2h+5
 (h—=1)VhT—4h+8+ (h—2)VhT —2h +5
B VhZ —2h + 5Vh% —4h + 8 B
(h —1)V/h2 —4h + 8+ (h —2)V/h2 —2h +5 =0 =

(h—1)Vh? —4h+8=—(h—2)V/h? —2h + 5 =
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(h —1)*(h® — 4h + 8) = (h — 2)*(h® — 2h + 5) =
(h —1)*(h® —4h +8) — (h — 2)*(h® —2h +5) =0 =

8h—12=0= h= g
3 3
(03) | G)
L'(h) - +
L(h) | decreciente “, | creciente

3 3
La funcién es decreciente en el intervalo (O, 5) y creciente (57 oo) . Tiene un minimo relativo

en el punto (;’ \/ﬁ)

3 3
El punto C (O, 0, 5) y la longitud minima es de L (5) =V17~4,1231 u

3.9. Comunidad Valenciana

3.9.1. Convocatoria Ordinaria
x24+3
2 —4°

Problema 3.9.1 Consideramos la funcién f(z) = Obtener:

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes.
b) Las asintotas de la funcién.
c¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos.
d) La primitiva de la funcién f(x).
Solucién:

°+3
f(x):%

a) Dom(f) =R — {—2,2}, puntos en los que se anula el denominador.
Puntos de corte:

22 +3

PR 0 = 2?4 3 = 0 no tiene solucién y la funcién no
2 —

@ Con el eje OX: f(z) =

corta el eje de abscisas.

@ Con el eje OY: hacemos x = 0 = <0, —%)

b) Asintotas:

@ Verticales:

o =2
lim $2+3*{l}*foo
e—2-x2—4  0—]
22 +3 7 n
m — = | — | = o0
z—2+ 2 — 4 0t
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lim
r——2" JZ‘Q —4

. z2+3 {7}
lim ——— = o= ="

z——2+ 12 — 4

2 +3 {7}
—_ = | — | =4

0+

@ Horizontales: y =1

" 2 +3 i x2+371
Ii@mx2_4 71%15{100@'2—4 o
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

0 f’(z):—ﬁ:o:x:o

(—00,0) (0, 0)
f(x) + S
f(z) | creciente | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —2)U(—2,0) y decreciente en el intervalo (0, 2)U

(2,00). La funcién presenta un méximo relativo en el punto | 0, _Z)

x=2 \
\

e~
/ N
f \

]

2 2 _ _
d)/x +3z° —4ddx = ( 2243):(a2—4) =1+ 7 =
—2?+4 -

7

7 i 7
/<1+x2—4) dx7x+/7x2_4d:n7

r7 A B :A(x—l—Q)—I—B(x—Q)'

2 -4 -2 xz+2 z2 —4
7T=A(x+2)+ Bz — 2)

x:2:>7:4A:>A:£ _

P =9 T 4B B
T T/4  —T7/4

L 2—4 -2 x+2 |

4
7/4 —/4> 7 7
n n —rt+ il —2 - ‘|z 2+
x /(x—Z 232 dx x—|—4n|x | 4n|at: |+ C
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Problema 3.9.2 Se desea construir un cuadrado y un tridngulo equildtero cortando en dos partes
un cable de acero de 240 m. de longitud.

a) Calcular la suma de las dreas del tridngulo y del cuadrado en funcién del valor x que corres-
ponde con los metros que mide un lado del tridngulo.

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridgngulo de modo que la suma de
las areas del tridngulo y del cuadrado sea minima y calcular el area minima.

Solucién:
y
¥ i 5 N
¥y x
240 -3
a) Tenemos 4y + 3x = 240 = y = Tx
240 — 3z)?
El drea del cuadrado es S, = y* = (17696)
i4 z? . cs , zh
La altura h del tridngulo es h = /22 — VIR el area del tridngulo serd S; = 5 =

2
RVEEE S Ve

2 4
240 — 3x)? 4 240 — 3z)% + 422

El 4rea total es S(z) = ( 0163@ + 2 ;/ﬁ = (240 33?6—'_ V3 —

(4v/3 + 9)2% — 1440z + 57600
S(z) =

16
2(4v/3 + 9)x — 1440 43+ 9)x — 720
b) §'(x) = 2439z _ V349 =0 =
16 790 8
(43492 -7200=0= 2= ——— ~ 45,20 m.
4349

4 4

S"(z) = @ = 5"(45,20) = @ >0 = x = 45,20 m es un minimo relativo.
2160
Luego para construir el tridngulo necesitaremos 3r = ———— =~ 135,61 m.
4349

El 4rea minima sera: S(45,20) = 1565, 87 m?.

3.9.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.9.3 Se pide:

a) Calcular, indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida:

18
.
/x2—535—14 !

t
18
b) Determinar, en funcién de ¢, el valor / - dz
g T2—or—14
K 18 25
c¢) Determinar el valor de ¢ mayor que 8 para que / ———= - dz seaigual a ln —.
g T¢—5r—14 4
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Solucion:

2) F(x):/ B

2 — 5x — 14
P —br—14=0=2=-2, =7
2 —5r—14=(z+2)(x—7)
18 A B A(x—T7)+ B(x+2)
22 —bhr—14 x+2 x-7 2 —5r — 14
18=A(x—7)+ Bz +2) =
r=-2=— 18=-9A=— A= -2
r=7=— 18=9B = B =2
18 -2 2
> = +
L 2 —5xr—14 x+2 x-T7 J

—2 2 1 1
dx = -2 d 2 doe =
/<x+2+m—7) * /:E+2 S /x—? S

—2In|z +2|+2lnjz -7+ C

t 18
b ———de =F(t) - F(8) = -2Inlt+2 2In|t—7/+21In10
) [ mgemigde = PO = F®) = —2lali+2/+ 2l = 7]+ 2In
2 10(t =7 5
¢) —2In|t+2|+2In|t—7|4+2In10 = In ZE)% 2111% = 21115 = 20(t—7) =5(t+2) =

15t =150 = t =10

Problema 3.9.4 Considerar la funcién f(z) = e~ para los valores positivos de x. Por cada
punto M = (z, f(z)) de la gréfica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas,
OX y OY. Estas dos rectas, junto con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el drea del rectdngulo en funcién de z.

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area.

Solucion:

B

-

N
079\ Mo i)

\
"
\\
\
AN

N

/

0(0,0) )

2

8) S(z, f(a) = - f(x) = S(x) = e

1
b) S'(z) = (1 — 2x2)e_w2 =0= 1-227 =0 = 2 = +——. La solucién negativa es

V2
irrelevante. 3
2 1 1 2
S"(x) = 22(22% — 3)e™¥ = S”(—) = 22 V2 <« )= z = = —~ es un
() = 20022 - 3) 7 5=
méaximo.
f( 1 )_ 1 V2
V2, V2e 2
2 V2 2
Luego M (\g, ?), el area es \éj ~ 0, 4289 u>
e e

167



3.10. Extremadura

3.10.1. Modelo
Problema 3.10.1 Dada la funcién f(z) = (z + 2)e™ 7,

a) Calcule la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto x = 0.
b) Estudie su monotonfa y sus extremos relativos.
Solucién:

a) a=0,b= f(a) = f(0) =2, f(x) = —(z+ 1De *ym= f(a) = f/(0) = —1. La tangente
tiene por ecuacion y —b=m(zx —a) = y—2=—-1(z —0) = y=—x+2

b) fl(z)=—(x+1)e*=0= x=—1

(—o0,—1) (—1,00)
f'(z) + -

f(z) | creciente | decreciente \

La funcién crece en el intervalo (—oo, —1) y decrece en (—1,00). Tiene un maximo relativo
en (—1,e) y no hay minimos relativos

T2
Mix(-1e)
/ﬂ .

v |2

Problema 3.10.2 Calcule a, by ¢ para que la funcién

f(x)—{ 2 +a si —2<z<0
T lbal4+er—1 si 0<z<1

cumpla las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [—2, 1]. Calcule el valor al cual se refiere
el teorema.
Solucién:

@ La funcién es continua y derivable en ambas ramas en el intervalo [—2, 1], hay que analizar
la continuidad y derivabilidad en x = 0

@ Continuidad en 2 = 0:

lim f(z)= lim (2*4a)=a, lim f(z)= lim (bz®+cx—1)=—1, f(0)=a
z— 0~ z— 0~ z— 0t z— 0t
Para que sea continua: a = —1.

@ Derivabilidad:
f,(m)_{ 32 si —2<2<0
Tl 2x+c si 0<zxz<1

Para que sea derivable en z =0 es f/(07) = f/(07) = 0=¢
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@ Para que se cumplan las condiciones del teorema de Rolle falta que f(-2) = f(1) =
—84+a=b+c—-1=— -9=b—-1= b=-8

3 .
z2—1 si -2<2<0 .- .
& f(z)= { 8221 si O<z<1 cumple las condiciones del teorema de Rolle.

322 si —2<x <0
—16x si O<ax<1
que f’(¢) = 0 lo cual se cumple para ¢ = 0.

@ Tenemos: f'(r) = { El teorema nos asegura que J¢ € (—2,1) tal

Problema 3.10.3 Calcule el valor de la integral / 22 cos 2z dz.
0

Solucion:
u=2>= du=2xdz

L.
F(x):/:z:2cos2xdx: dv = cos 2z dr = vzismh‘

/udvzuv—/vdu

u=x— du=dz

. 1
x2sm2x—/assin2xd1:: dv =sin2zdr = v = ——cos2x

2
/udv:uv—/vdu

22 sin 2 x cos 2z . 1 93 d }
— = [ cos2zxdx| =
2 2 2
22 sin 2z N Tcos2r lsin2x—|—C: (22% — 1) sin 2z + 2z cos 2z
.2 2 4 4
/I2COS2IdI:F(T()*F(O):E*O:z
o 2 2

Problema 3.10.4 Calcule el area de la regiéon plana encerrada por las graficas de las funciones
flx)=2® 22 —1yg(z) =22 —1.

Solucién:
flx)=gz)= 2°-2r—-1=2z-1= 2°—doe=0=z=-2,0=0yx=2
Tenemos dos recintos: S; en [—2,0] y S en [0, 2]

3 3

S:|Sl\+|52|:4+4:8u2
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3.10.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.10.5 Calcular el valor de a € R para que la funcion

re®* —sinx .
fay= = o a0
a si z=0
Sea continua en x = 0.
Solucién:
La funcién f(z) es continua en z = 0 si h’n}) f(z) = f(0):
T—
, _owe® —sinz  [0] p/H ., ex+xem—cosx_{0} L'
Y 7o) = lim Tt 5] 2y STt [T
. ¥+ e’ +xe” +sine 2

Luego a =1
Problema 3.10.6 Dada la funcién f(z) = |z + 1| + |z — 2|
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién.

b) Calcular el intervalo donde la funcién permanece constante.

Solucién:
=1 si x< -1 2 4+2 st oz <2
‘x“'_{ 241 si oz>-1 |m_2|_{ r—2 si x>2
(700771] (7172) [2,00)
e +1]| —z—1 x+1 | 241 N
lx—2]| —2+2 |—ax+2| x—2
flz) | —2z+1 3 2z —1
—2z+1 si r< —1
flz) = 3 si —l<z<2
20 —1 si x> 2
a) Las ramas son continuas y derivables. Hay que estudiarlaen z = —1y x = 2.
@ Continuidad:
lim f(z)= lim (—2z+1)=3
z——1— z——1—
e Enz=-1 lim f(x)= lim 3=3 = f es continua en z =
z——1* z——11
f(=1)=3
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lim f(z) = lim 3=3
T2~ T—27

e Enz=2 lim f(z) = lim (22 —1) =3 = f es continua en x = 2
z—2+ z—2+

f(2)=3
e La funcién es continua en R
@ Derivabilidad:
—2 si r < -1
f(z) = 0 si -l<z<2
2 si x> 2
e Enzx=-1
f(=17)=—-2# f'(—=17) =0 = f no es derivable en z = —1
e Enzx =2
f'(27)=0+# f(2) =2 = f no es derivable en x = 2

e La funcién es derivable en R — {—1,2}

b) La funcién es constante en el intervalo (—1,2)

Problema 3.10.7 Determinar la funcién f(x) tal que su gréafica pase por el origen de coordenadas
y su derivada sea f'(z) = (22 + 1)e™ "

Solucion:

_ . | u=20+1= du=2dx |
f(x)f/(2x+1)e dx*{dv:e_g”dx:v:—e_”” =

—(2z+ e ™™ + 2/ e =—2x+1)e " —-2"4+C=—-"22+3)+C

Problema 3.10.8 Calcular el drea encerrada por la grafica de la funcién f(z) = sin(2z), el eje
OX ylasrectasx =0y x = 7.

Solucion:

f(z)=sin(2z) =0 = z = g luego tenemos dos recintos: Sy : [07 g} y Sa: [g,w}.

w/2 59 /2 1 1
51:/0 sin2x dx = —CO; x}o :5—&-5:1

" 201" 11
S =/ sin 2z do = — x} S —
/2 2 /2 2 2

S =S|+ [S|=1+1=2u?
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3.10.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.10.9 Dada la funcién .
T

x)=—=
f( ) 1 _ x2
a) Estudiar asintotas, monotonia y puntos extremos de f(x).

b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).

Solucion:
a) Asintotas:

@ Verticales:

e Enz=1:
& 1
If =|—| =
1—121_ 1-— CB2 0+ +oo
i s =[]
lim =|—|=-
z—1+ 1 — 22 0-

e Enzx=-1:

z——1+ 1 — 2?2 0+
@ Horizontales: No hay.
lim =00, lim = —00
z——00 | — 1'2 z—+oo ] — ;(,’2

@ Oblicuas: y = mx +n

3

z x z :'L,

m:hmmzhm =-1
T—00 €T r—o0o r — I

. , x?’ , x
n= lim (f(z) —mz) = lim T 5 tx| = lim =0

xT—00 r—00 _
y=-1x
Monotonia 2,2 )
, zé(x° =3
= - = = = :t
f(z) e 0= 2=0, z V3
(00, =V3) | (=V3,0) (0,v3) (V3,00)
/@) - + + -
f(z) | decreciente \, | creciente /' | creciente ' | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (—v/3,0) U (0,v/3) y decreciente en el (—oo, —v/3) U

3V3
(\/g, 00). Tiene un minimo relativo en el punto —V/3, T\f ~ (—1,732;2,598) y un méxi-

mo relativo en el (\/g, —3\2/3) ~ (1,732; —2,598)
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b) Representacion gréfica:
/
/|t .
/

YT M in(1,732:2,598) /

Problema 3.10.10 Hallar los puntos de inflexién de la grafica de la funcién f(z) = z —In(2* +1)

Solucion:

2x 2(x% — 1)

L I

F(x) = =1# 0= x =1, punto de inflexién
(22 +1)3 (1) =

—1# 0= x = —1, punto de inflexién

1
Problema 3.10.11 Calcular la integral/ 3 dr
3 —x

Solucién:
$3_$dx:
i x3—x20:>x20x:1,x:1 7
3 —x=a(@+1)(z—1)
1 A B C Alx+1)(z — 1)+ Bzx(x — 1)+ Cax(z + 1)
»w—-—xz 1z x+1 z-1 3 —x

1=Az+1)(x—1)+ Bz(zx — 1)+ Cz(z+1) _
r=0—=1l=-A= A=-1
r=-1=1=2B= B=1/2
r=1=1=20C= A=1/2

1 112 1)2
L x3—m_x+x+1+x—1 —

-1 1/2 1/2 1 1
/<—+ / + / )dﬂ[::—ln|x|+fln|1}+1|+71n\x—1|+0
T r+1 x-—1 2 2

Problema 3.10.12 Hallar el pardmetro positivo a € R tal que el area de la regién plana encerrada
por las graficas de las funciones f(r) = 2% y g(x) = ax sea 4/3.

Solucién:
r)=g() = 2’ =ar = 2> —ar =0= 2z =0y x = a luego tenemos un recintos: S; : [0, a
g

a B ar?]® a3 a3
51:/ (2 —azr)dr =% ——| =———0=——
; 21,76 6
3
4
S=IS=% == =8—a=2
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3.11. Galicia

3.11.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.11.1 Se pide:

T COST

a) Calcule los limites lim — y lim zlnz, donde Inz es el logaritmo neperiano de x.
z—0 SInT z—0+

b) Dibuje la grafica de una funcién f continua y no negativa en el intervalo [0, 3] tal que:
f(0)=0, f(3) =0, f’ > 0 en el intervalo (0,1), f” < 0 en el intervalo (2,3) y f es constante
en el intervalo (1,2).

Solucion:
., XCcosT 0] e .. cosx — xsinx 1
a) @ lim — = f} = limy yo——— =-=1
z—0 sinx cos T 1
3 , Inzx o007 1’ B %
@ lim rlnz=[0-(-00)] = lim —— = |—| = lim % = lim (-2) =0
z—0+ x—07+ 00 z—0t — =5 z—0t

b) @ f(x) > 0 La funcién es positiva en el intervalo [0, 3] quiere decir que estd por encima
del eje OX.

@ Hay dos puntos de corte en (0,0) y (3,0)

@ f’(x) >0=> es concava — en el intervalo (0, 1)

@ f(x) = ¢ = es una funcién constante en el intervalo (1, 2)
@ f”(z) < 0= es convexa — en el intervalo (2,3)

@ Grafica:

y

Jx)>0
S(x)=c

S7(x)<0

convexd

fr>0f

concav

0.0 (1.0) (2,0) Goy

Problema 3.11.2 Obtenga la funcién f, sabiendo que f”(z) = 22 — e~ y que la ecuacién de la
recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x =0 es y = 3z — 1.

Solucion:
f'(x)=/(2x—e"”)dx:x2+e—x+[(
m=f0)=0+14C=3= K=2= fl(a) =2’ +e " +2

3

f(x):/(x2+e_“:+2)dx=%—1—290—6_:”—1—6'
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r=0—= y=0-1=-1= f(0)=-1= f(0)=04+0-1+C=-1=
3

C=0= f(ac):%—i—Zx—e_I

3.11.2. Convocatoria Extraordinaria
Problema 3.11.3 Se pide:

a) Obtenga las coordenadas de los vértices del tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es tangente
a la grafica de f(z) = 2% en el punto de abscisa z = 2 y que, ademds, tiene un cateto de
longitud 2 situado sobre el eje X. Dibuje la gréafica de f, la recta tangente y el tridangulo.

b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcién

1 si x<1 .
flx) = { ar? +br si z>1° sea derivable.

Solucién:
a) Calculamos la tangente en x = 2:
b=f(2)=4, fllz)=22= m=f'2)=4= y—4=4(z-2) =
y=4x —4

La recta tangente corta al eje de abscisas en el punto 4z —4 = 0 = A(1,0) como la longitud
del cateto tiene que ser 2 el otro vértice del eje de abscisas es en x = 3 = B(3,0) y el tercer
vértice es un punto de la tangente, sustituimos en ella © = 3 = (3, 38)

\\ // e

ey
e
N 24

\ //'/

000 _amo BG,0)

b) Para que sea derivable tiene que ser continua.
Las ramas de la funcién son continuas y derivables por ser polinomios. El estudio se hace en
r=1.

@ Continuidad en x = 1:

r—1— r—1—

lim f(x) = lim (az® +bx)=a+b = a+b=1
r—1— -

f)=1

@ Derivable en z = 1:
=

< siz<1 F(17)=0
Fle) = 2az+b si xz>1 :>{f'(1+):2a+b

2a+b=0
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__{a—&—bzl :{a:—l
2a+b=0 b=2
Problema 3.11.4 Calcule las siguientes integrales:

a) / 22\/2% + 1da
b) /(sinx) sin(cos x) dz

c) / r?sinx de

1
9 [ @ Da-2"

Solucién:
t=xz?+1
— dt
a) /2xx/x2—|—1dm: dt = Zzdz =/2xt1/2—:/t1/2dt=
dt 2z
dx:i:[’
52 2(a? + 1)/ NS
——+t(C=——7"—"+C=—""——""—-+4+C
3/2 * 3 + 3 *
t=cosz
My dt
b) [ (sinz)sin(cosx) dx dt = —sinzdr | _ _ (sinz) sin(t) — = — [ sintdt =
dt sin x
dr = ——
sinx
cost + C = cos(coszx) + C
9 . u =2 = du=2xdx }
c) [ a*sinxdx = . =
dv =sinxdr = v = —cosx
—2%cosx + 2 xcosmda:z{ u::r:>du:dz. }:
dv =cosxdr = v =sinzx
—m2cosx+2{msinx—/sinxdx} = —x?cosx + 2(zsinz +cosx) + C = —z’cosz +

2zsinx +2cosx + C = 2zxsinz + (2 — 2?) cosz + C

1
9 / @-Dw—2) ™=

—1Dz-2)=0=2=1, z=2
1 A B A(x—2)+ B(xr—1)
G-D@-2 7-1 722 @-D@-2)
1=A(x—-2)+B(z—1)
r=2=—1=B= B=1
r=1l—=1=-A=— A=-1
1 -1 1

G-D@-2) 2-1 z-2

[ -1 1
/( + )dx:—ln|x—1|+ln|x—2|+0
r—1 x-—2
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3.12. Islas Baleares

3.12.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.12.1 Considere la funcién f(z) = "2

a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grifica de la funcién y = f(x)

b) Calcule el 1lim

tiene pendiente igual a 3/e. Halle la ecuacién de esta recta tangente.

— f@)

z—2/3 6x —4

c¢) Esboce la grafica de la funcién y = f(x).

d) Calcule el drea de la superficie acotada por la grifica de la funcién y = f(z) y las rectas

r=0ey=1.

Solucion:

a)

d)

Sea el punto de tangencia (a, f(a)).
. 1
flx) =332 = m=f(a) =332 =3 ' = 304-2=-1= a= 3

1 11 1
flay=7f (g) = 3e~ !, luego el punto de tangencia es (5’ 7) y la recta tangente es y — — =
e e

3( 1) 3
-\z—z )= y=-z
e

1 — edr—2 {0} L'H ., —3e3r—2 -3 1
= 0 = lim —=—=——=

z—2/3 6 6

lim — =
z—2/3 6x —4
Tenemos Dom(f) = R, f(z) > 0 Vz € R es positiva en todo el dominio, no tiene simetrias

y un punto de corte en (0, 6_2). No tiene asintotas verticales pero si una asintota horizontal
en y = 0 cuando x se hace infinitamente pequena lim €372 = 0.
xr—r—00

f'(z) =3e**72 > 0 2 € R = f es creciente en todo el dominio y no tiene extremos relativos.
() =9¢* 72 >0 2 € R= f es céncava — en todo el dominio.
Con estos datos la grafica es:

y /

050135 —

2
f@)=1l= "2 =1=3z-2=0= T=3
2
El recinto delimitado serd S en el intervalo {O, g}
2/3 3z—272/3 1 —2
51:/ (1—631_2)dx=x—€ } _Lte
0 3 1y 3
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~ 0,37845 u?

v
[ x=243 /
y=1 -
—/_/'(M’U
[

0:0135)
y=0 0(0,0)

/

Problema 3.12.2 Dada la funcién

> +a
f(x): 57 — 4 si <0
10224+ 2+b si >0

a) Halle la condicién que han de cumplir los pardmetros a y b para que la funcién y = f(x) sea
continua.

b) Calcule f'(x).

¢) Halle la condicién que han de cumplir los pardmetros a y b para que la funcién y = f(x) sea
derivable.

Solucion:

a) Las dos ramas son continuas en su definicién, hay que analizar en z = 0:

i SO _ 0
e—0- 22 —4 4 a
lim (102? + 2 +b) = b — —;=b=a+4b=0

z—0~

f(0) = -

NP

2 —4dxr—a

b) f'#)={ 2@=27
200+1 si >0

si <0

Q) F(07) =<ty F0F) =1= L =1= a=-8

Para que la funcién sea continua y derivable a = —8 y b = 2.

3.12.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.12.3 Dadas las funciones f(z) = 2* — 4z y g(z) = 4 — 4z
a) Represéntelas graficamente en un mismo sistema de coordenadas.
b) Calcule los puntos de corte de ambas gréficas.

c¢) Calcule el drea del recinto limitado por las gréficas de ambas funciones.
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Solucion:

a) Mediante una tabla de valores representamos:

- v
S

)

0(0,0))

b) f(z)=g(z) = 2® — 4o =4 —do — x = £2
Los puntos de corte son (—2,12) y (2, —4)
2

2 2 3
o 5=|[ @ -gwnar| =| [ @ - =|T-w] |-
—92 —2 3 -2
8 8 32| 32
2842 —8l=|-2] =2~ 10,6667 u?
37°73 ’ ‘ 3| T3 O

Problema 3.12.4 Sea la funcién f(z) =1 — V2.
a) Halle el dominio y los puntos de corte de la gréfica de la funcién con los ejes.
b) Calcule la derivada de la funcién y obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c¢) Comprueba que f(—1) = f(1) y que f’(x) no es nunca cero en el intervalo [—1, 1]. ;Contradice
este hecho el teorema de Rolle?

d) Esboce la gréfica de la funcién y = f(z).
Solucién:

a) Dom(f) =R.
El punto de corte con el eje OY: hacemos z = 0 = (0,1)

Con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 1 — V22 =0= (1,0) y (—1,0)

2
b) f'(z) = “3E # 0 = la funcién no tiene extremos relativos.
(_007 O) (Oa OO)
f'(x) + -
f(z) | creciente /| decreciente N\

Si que habria un méximo absoluto en x = 0

¢) f(=1) = f(1) = 0 como se vié en el apartado primero. Para que se cumplan las condiciones
del teorema de Rolle la funcién tiene que ser continua y derivable. Es evidente su continuidad
en R, estudiamos su derivabilidad en z = 0:

) =1y f(0+h)=1-Vh?

_ _ ,3/ 2 _ _ 32
F(0) = lim w = lim ¢ = lim h —
h—0 h h—0 h h—0
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=
Jim - = —o0 = Af'(0)
La funcién no es derivable en = 0 y, por tanto, no cumple las condiciones del teorema de
Rolle.

d) La gréifica de la funcién serfa:

0,1)

10— = 0

e 00,0 5

3.13. Islas Canarias

3.13.1. Convocatoria Ordinaria

(x—1)2+bx si z<1

Problema 3.13.1 Dada la funcién f(x) = { dtlng s z>1

a) Estudia los valores de los pardmetros a y b para que la funcién f(z) sea continua y derivable
en R. Escribe la funcién resultante f(x)

b) Tomando los valores a = —2 y b = 1, calcula la ecuacién de la recta tangente a f(x) en x = e.
Solucién:

a) @ Las dos ramas son continuas y derivable, hay que analizar en = = 1,

@ Continuidad en z =1
hm f(z) = h'r{l (x—1)*+bz)=b
z—1-

hm f(z) = h’rili(a—an):a = a=b
iy=a

@ Derivabilidad en z =1

2e-1)+b si z<1 1=y —
f(x)z{ L. s> 1 :>{§(1) [i = b=1
z

a=1"o
- { b1 = a=0b=1

(=14 si z<1
d f(m)—{ l+lnx si >1

m—l si z<1
b) Sta=-2yb=1= f(z { —2—|—lnx siox>1
Enel puntoz =e¢ > 1= f () = —-24+Inz = b= f(e) = —1 = el punto de tangencia
1 1
es (e,—1). f'(z) = - L= m=- La recta tangente es:
e
1 1
y+l=—-(rx—e) = y=-c—-2
e e
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Problema 3.13.2 Realiza el calculo de las siguientes integrales:
xr+4

—d

a) / i T

e 1 3
b) / (o) o

1 X
Solucion:
x+4

1 1 3
Zlnlz?® +4 +/7daj‘: _ar ==
I [ e "=

1 1 1
§ln|x2+4|+2/ mdt:§ln\m2+4|+2arctant+C:

1
—In|z? + 4] + 2arctan (g) +C

2
5 t=Inxzx . .
1 t t
b) F(m)z/ﬂdxz g — :/—xdt:/t?’dt:—+C:
T T T 4
dx = xdt
(Inz)? 1 1

/1 . d:c:F(e)fF(l):Zf():Z

3.13.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.13.3 Resuelve los siguientes apartados:

a) Considera la funcién f(z) = ax® + b2’ 4 cx + d

Calcular los coeficientes a, b, ¢, d, sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto

P(0,1) y su gréifica tiene un punto de inflexién Q(1,—1)
Dar la expresién de la funcién f(x)
e +e -2

b) Resuelve el siguiente l{mite: 1{m
1—cosz

z—0

Solucion:
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FO)=1= d=1 a=1
F(0)=0= c= b=—3
fl)=-1= a+btctrd=—-1 ) c=0
/(1) = 0= 6a+2b=0 d=1

f(z) =2%—322 +1

0

T -z _ 9 , r _ ,—x , T —x
b) lfm ¢~ 2 {g} Iy & — ¢ = m KH g, €1y

z—0 1 —cosx z—0 sinx z—0 COST

Problema 3.13.4 Considera las siguientes funciones: y = 3z — 2%, y = — 3
a) Representa el recinto que encierra las dos funciones.
b) Calcula el drea del recinto limitado por las funciones anteriores
Solucién:
flx)=3z—a2*yg(x)=a-3
a) Encontramos los puntos de corte entre las dos funciones:

2

f@)=g(z)= 3r—2’=2-3= -2 +20+3=0= 2=—-1, v=3

Corresponde a los puntos (—1,—4) y (3,0)
f(x)=3z—2>=0= (0,0)y (3,0)

fl(x)=3-20=0= 2z == ycomo f'(z) = —2es f'(3/2) = -2<0y (;%) es un

N w

maximo relativo.
La funcién g(z) =  — 3 es un recta que pasa por los puntos (3,0) y (0, —3) Se obtiene la
representacién gréfica:

Mix(3/2,9/4) T
) L

(0,-3)

—1

3
= ‘/ (—2? 422+ 3) dx

b) S = ’ / (fa) = g(a) da
32

3 10, 6667 u>

3.14. La Rioja

3.14.1. Convocatoria Ordinaria

1
Problema 3.14.1 Dada la curva f(z) = ZIZ +4x 44
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1. Halla los puntos de la curva en los que la recta tangente a ésta pase por el punto (0, 0).
11. Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

Solucién:
I. Sea (a,b) el punto de la curva en el que la tangente a ella pasa por (0,0), donde b = f(a).

1 1 1
Tenemos b = f(a) = Za2+4a+4 f(z) = §x+4:> m = f'(a) :§a—|—4

La ecuacién de la recta tangente a f en (a,b) es

y—(%a2+4a—|—4) = (%a+4> (x —a)

Como esta recta tiene que pasar por el punto (0,0):
1, 1 2
— Za +4a+4) =—-a 5(1—!—4 = a"—-16=0=— a==44

Sia=4= (4,24)
Sia=—4= (—4,-8)

. Sia=4= m=6= y—24=6(x —4) = y =6z
Sila=—-4= m=2= y—8=2(x—4) = y=2x

A e

(48 (000

Problema 3.14.2 Halla el drea de la regién que delimita la gréfica de la funcién g(z) = zsinz y
el eje de abscisas en el intervalo que va de = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b) = 0.

Solucion:

g(x) =0= zsine =0= x =0+ km, Vk € Z luego b = 7 y los limites de integracién son de 0
a .

u=x=— du=dx

F(m):/xsinxdx: { d =

v=sinxrdr =— v = —cosx
f:ccosx+/cosa:d:c:fxcosz+sinx+0
us
51:/ zsinxdr = F(r) — F(0) ==
0

S=|Sl|=7ru2
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Problema 3.14.3 Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

a) lim (\/9x2+ax+1—(3x—1)> =2

r—+o0
, 3x+a)m_
b) whjEO(fia:—l -
Solucién:
{ \/9r2 _ 1) = loo — ool =
a) J,EI-"I}OO( 922 +ar+1— (3z 1))—[00 o] =
(\/9m2+ax+1—(3x—1)) (\/9m2+am+1+(3x—1))
lim =
T—>+00 V92 +ax+1+ (3x—1)
2
lim (V9$2+al‘+1) — (3z —1)? lm 922 +ar +1— (922 — 62 + 1)
{ = I =
z=+oo  \/9r2 +axr+ 14 (3x—1) zo+oo  \9r2tar+ 1+ 3z —1)
, (a+6)z 00 , (a+6)x ., (a+6)z a+6
lim = {—] = lim ——— = lim = =
T— 400 ~/9m2+ax+1—|—(3x— 1) o0 z— 400 ’/9$2+3$ z— 400 6x 6
2= a=6
b) lfm (3x+“)z—[1°°]— PN W
z—oo \ 3z — 1 N =7 =° o

A= lim x<3x+a_1): me(w): me(‘“Fl): i @tz _

T—00 x—1 T—00 3r—1 T—00 x —1 z—oo 3r — 1
1 1
2] = 1 (axDz _atl |, o
00 z—oo 3z 3

3.14.2. Convocatoria Extraordinaria

3

Problema 3.14.4 Dada la curva f(z) = e
x

I. Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién f, en caso de que
existan.

11. Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos y puntos
de inflexion si los hubiera.

Solucion:

I. Dom(f) =R —{-1}

Asintotas:
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@ Verticales: x = —1

L o B e ]

m ———==|—|=—-00; m ——=|—|=-
r——1— (]. + 1.)2 0Jr ’ r——1+ (1 + 217)2 0+ ’
@ Horizontales: No hay

3 23
Im — = —o00; lim = 400
T——00 (1 + {I;)2 Tz oo (1 + 1‘)2
@ Oblicuas: y = mz +n
3
m = 1im 2%~ i & =

z—oo 13 4+ 222 + o
23

(i)

224+ 22 +1

2= y=x-2

T—o0 I

n= i Ue) —ma) = Jin, -

. x—22%—x
lim ———M— =
zo0 22 + 22 4+ 1

2
1. f’(x):x(l(i—;)?:0:> r=0yz=-3
(_007_3) (_37_1) (_1’0) (Ov OO)
I () + — + +
f(z) | creciente ' | decreciente \, | creciente ' | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (—1,0) U (0, 00) con un méximo relativo en

2
el punto (—3, —{) ~ (—3;-6,75)
6z
f//($):mzoz> z=0
(—o0,—1) (—1,0) (0, 00)
f(z) - - +
f(x) | convexa —~ | convexa —~ | concava —

La funcién es convexa —en el intervalo (—oo, —1) U (—1,0) y céncava ~— en el (0, 00), con un
punto de inflexién en el punto (0, 0)

/[ |pwg——""

|

Problema 3.14.5 Halla el valor de a y b para que la curva y = z° + az® + bz + 1 tenga en el
punto (xg, —1) un punto de inflexién y la pendiente de la recta tangente valga 1.
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Solucién:
f@)=2*+ a2’ +bx+1 = f'(z)=32"+2ax+ b= f"(z) =62+ 2a

f(zo):—1:>x8—|—ax3—|—bxo—|—1:_1 I():—l
f"(x0) =0 = 6x9+2a=0 — a=3
m:fl($()):1:>3x(2)+2ax0+b:1 b=14

Problema 3.14.6 Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

, tanx —x
a) lim ————
z—0 x —sinx
2241
B 423 — 622 §
b) lim | ——
T—>00 43 — 1
Solucion:
, tanz —x 0 'm -, ﬁ—l
a) lim ———— = |- | = lim &= —
z—0 T —sinx 0 z—0 1 — cosx
1—cos’z 2
, > , sin” x 0]l m
lim —==£— = lim —— 3= = {f} =
z—01 —cosx z—0cos?x — cosdx 0
, 2sinx cosx , 2cosx 2
lim - T = lim 5 = =
z—0 —2sinxcosx + 3cos? xsinx  =—0 —2cosx + 3cos? x —243
z241

3 423 — 622 ® o N
b Jim (pr) -0l

L 241 (423 — 622 2?41 (423 — 62 — 43+ 1
A= lim — 1) = lim =

T—>00 X 4373 — 1 T—r00 €T 41‘3 — 1
) x2+1<76:c2+1) , x2+1((76z2+1)(z2+1)) 3
hm = |l1im — =
zo00 I 43 — 1 To00 I 4ot — 2 2
Luego

4a® — 622\ 7
, T° — bz T 32
zlinéo(zxxi’»—l) -

3.15. Madrid
3.15.1. Modelo

Problema 3.15.1 Sea la funcién

si <0

P S S >0
a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.
b) Determine los extremos relativos de f(z) en (0, c0).

c¢) Calcule /2 f(x)dx
0

Solucion:
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a) @ Continuidad en x = 0:
lim (1 — Smx) —1— lim 2% _ {9} L,:Hl — lm BT —0

z—s 0~ LT z— 0~ X 0 z—0- 1
11’m+:1ce4_“” =0 =
x—0

f(0)=0

lim f(z)= lim f(z)= f(0) = f es continua en z = 0.
x—> 0~ z— 0t

@ Derivabilidad en z = 0:
sinx — £ cosx

f(z) = v

(1-222)e**" si >0

si <0

o ,  sinx —zxcosx O] 'y ., cosx —cosx+ xsinz
ff07)y=1lm ———=|=-| = lim =
20— 2 0 z—0— 2x
,  xsinz 0] o' ,, sinx+ zcosz
lim =|-| = lm ——— =0
z—0~- 2z 0 z—0~ 2

f 0T =e* = f/(07) # f/(07) = £ no es derivable en 2 =0

>

b) En la rama (0,00) = f(z) = zet ™ = f@)=0- 2%2)64712 =0= z=+—

2
0 V2 V2
') 2>
f(@) + -
f(x) | creciente /| decreciente N\

2 2
La funcién es creciente en el intervalo (0, {), y decreciente en el intervalo (\2/, oo).

Tiene un méaximo relativo en los puntos de abscisa x = 5
t=4—2a°
S dt 1
c) F(z) = | f(z)dz = gt gy = | d="2zdw | _ [ G g =
dt —2x 2
der = ——
, —2x
et e4—r
——+C=- C
T Do
1 -1
fl@)de=F(2) - F0)=—+% =%""~9,8
0 2 2 2

Problema 3.15.2 Sea f(z) = 2 + 22, se pide:
a) Hallar el area de la regién acotada que estd limitada por la grafica de f y la recta y = 2.

b) Una particula en movimiento parte del origen y sigue la trayectoria determinada por la grafica
de f. En el punto (1, f(1)) la particula sale despedida en la direccién de la recta tangente.
Determinar en qué punto choca con la recta vertical x = 2.

Solucion:

a) Buscamos los puntos de corte entre las dos gréficas: f(r) = g(z) = z + 2 = 2z —

P —r=0=r=0yxr=1
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Tenemos S =

1
/ (f(z) - g(a)) de
0

1 1 1
= z) —g(z))dr = z+ 2 —2z)dx = 2 —x z:—fz— e
51—/0(f()g())d /O<+ 22)d /O< =5 L !

1
S:WA:E:OJ%7ﬁ

b) a=1= b= f(a)=f(1)=2
fll@)=1+22= m=f'(a) = f'(1) =3
La recta tangente y —b=m(z —a) = y—-2=3(r—-1) = y=3zx—1
El punto de corte con x =2 = y =5 = (2,5)

y szt

3.15.2. Convocatoria Ordinaria
Problema 3.15.3 Sea la funcién
eV s g #0
f(x) =
0 si =0
a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en z = 0.

b) Estudie si f(z) presenta algtn tipo de simetria par o impar.

2
c¢) Calcule la siguiente integral: / Lf) dz.
1 x

Solucion:

a) Continuidad en z = 0:

lim (2% /%) = lfm (23 /") = f(0) =0

z— 0~ z— 0t
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f es continuaen x =0
Derivabilidad en z = 0:

F(07) = f(0") =0 = f es derivable en x = 0.

b) f(—x) = (71’)3671/(7@2 = gl 1/ = —f(x) = f es IMPAR, simétrica respecto al
origen.
1
t - _ﬁ
f(x) p3e—1/a” e—1/a® 9 et 3
dz = “-dt
1 : et el
- dt=— = C
2/6 2 5 T
2 ~1/4 -1
f(z) e e
—=dr=F(2)-F(1) = — — ~0,2054606709
T o= pe) - Py = 5 - 20

Problema 3.15.4 Sea
T

o=

a) Compruebe si f(x) verifica las hipGtesis del Teorema de Bolzano en el intervalo [—1,1].

b) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(z) en R.

¢) Determine el drea comprendida entre la gréfica de la funcién f(x) y el eje OX en el intervalo
[—1,1].

Solucion:

a) La funcién es continua en el intervalo [—1, 1], de hecho lo es en todo R, el denominador no
se anula nunca.

1
f(=1) = —5 < 0y f(1) = 5> 0, luego cumple las condiciones del teorema de Bolzano que
afirma que 3¢ € (—1,1) tal que f(c) =0.

x?—1

_ 2 _ _

b) f'(r) = -

(—OO,—l) (_lal) (1700)
f'(x) - + -
f(x) | decrece \ | crece | decrece \

La funcién decrece en el (—oo, —1) U (1,00) y crece en el intervalo (—1,1).

La funcién tiene un minimo relativo en | —1, —= | y un maximo relativo en <1, 5)

2
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Mwﬂ)

e
[ T~
/

00,0)

T S

e /
T Fd

Min(-1,1/2)

c) flx) = o 0 = z =0 € [-1,1], luego hay dos &reas, una negativa y otra positiva,

como ademas la funcién es impar el valor absoluto de ambas son iguales. Luego:

1 1
1 2
s=2 Stqdr=goa [ Podn=
0 =241 2 0 22 +1

Infe? +1], =2 —In1=1In2 u?

Max(1,1/2)

(1.9
000,0) (1,0)

Min(-1,-1/2)

3.15.3. Convocatoria Ordinaria(coincidente)

1
Problema 3.15.5 Sea la funcién f(z) =1+ —.
x

a) Determine el dominio y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién f(z).

5—

b) Dada la funcién g(z)
funciones f(z) y g(z).

Solucion:

$, halle el area de la regién acotada por las graficas de las

2) Dom(f) = R — {0}

f'(x) — # 0 = la funcién no tiene extremos relativos, ademds f'(z) < 0 Va €
R — {0} = f es decreciente en R — {0}.

b)

~

5 — 2.3 2
(0) =gle) = 14 - =2 — T

o

(z) =

/(

(
3
2

IR

1
f(@) —g(x))
—+ =

1

) e

X

T
x2—3x+2

)=

2x



2 z2f3x+2) (1 3)
Slffl <T de=F@2)-F1)=1-3+m2—(;-7)=

3 3
1n2_1 ~ —0,0569 => S = || = 1 —1In2 ~0,0569 u>

T~
\\\\\\ X
\\\‘ F(J ~
Problema 3.15.6 Sea f(z) una funcién continua y derivable en todo R tal que f(1) =2, f(2) =1,
/(1) =1y f'(2) = 2. Se consideran, ademés, las funciones g(z) = (f(z))* y h(z) = (f o f)(x). Se

pide:
a) Calcular ¢g(2) y ¢'(2).
b) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de h(x) en el punto z = 1.

¢) Probar, utilizando el Teorema del Valor Medio, que existe un punto en el intervalo (1,2) en
el que el valor de la derivada de f(x) es —1.

Solucion:

—b=m(r—a)= y—-1=2x—-1)= y=22-1

<

c¢) f(x) funcién continua y derivable en todo R = f(z) funcién continua y derivable en [1, 2].
Con estas condiciones el teorema del valor medio nos asegura que existe un ¢ € (1,2) tal que
/ f@Q)-r1) 1-2
= — = —1
aC) 21 21

3.15.4. Convocatoria Extraordinaria
Problema 3.15.7 Sea la funcién
2z +1
flz) = v

2 —4x+3 si x>0

si <0

a) Estudie la continuidad de f(x) en R.

b) (Es f(x) derivable en x = 07 Justifique la respuesta.
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c¢) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) Determine para x € (0,00) el punto de la grafica de f(z) en el que la pendiente de la recta
tangente es nula y obtenga la ecuacién de la recta tangente en dicho punto. En el punto
obtenido, jalcanza f(z) algin extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Solucion:

a) Continuidad en z = 0:

2 1
lim f(z)= lim vl

z— 0~ z— 0~ x

1}_
== 00

Im f(z)= lim (2®> —42+3)=3

z— 0t z— 0t

f no es continua en 2 = 0 donde la funcién presenta un salto. La funcién es continua en R—{0}

b) La funcién no es continua en x = 0 y, por tanto, no es derivable en ese punto.

¢) Como se ha visto en « = 0 hay una asintota vertical.
En y = 2 hay una asintota horizontal cuando x — —oc:

) 2¢ +1
lim =

T— —00 T

2

No hay oblicuas por haber horizontales.
En la otra rama no hay asintotas por tratarse de un polinomio.

d) z€(0,00) = f(z) =2 -42+3 = fl(z)=220-4=0= x=2Sla=2= b= f(2) =
—1ylapendientem = f'(2) =0 = y+1=0(x—2) = y = —1 recta tangente a f en z = 2.

(0,2) (2,00)
f(x) - +
f(x) | decrece \ | crece

La funcién decrece en el (0,2) y crece en el intervalo (2,00) = f tiene un extremo relativo
en r = 2.
La funcién tiene un minimo relativo en (2, —1)

03) /

10(0,0) 7
—
\\ y=1 Min(2,-1)

| o

Problema 3.15.8 Sea la funcién

s ={

x si <0
zlnxz si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(z) en z = 0.
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b) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos y

minimos relativos.

2
c) Calcule/ f(z)dx
1

Solucion:

a) Continuidad en z =0

lim f(z)= lim =0

z—0— z—0~

lim f(zr)= lim zlnz =0 =

z—0t z—0t

f(0)=0
f es continua en x = 0.

1 - ' 1
lim_f(r) = lim sloz= lm 55 = =22 1im 2 =
z—0t z—0+t z—0+t P o0 =0t — =
lim (—z) =0
S, ()
Derivabilidad en z =0
1 si <0
() = { Inz+1 si >0

F(07)=1%# f(07) = —0o = f no es derivable en z = 0.

b) En la rama x < 0 la funcién es una recta siempre creciente. (f'(z) =1 > 0)

1
Enlaramaz >0= f(z)=zlhz= f'(z)=lhz+1=0=lhz=-1= z=-
e

En la rama x <0

1 1
0 | (0g) | (o)
f(=) + - +
f(z) | crece 7| decrece \, | crece

1
e

1
La funcién decrece en el | 0, > y crece en el intervalo (—oo,0) U <7, oo) = f tiene un
e

extremo relativo en x = — y en x = 0.
e
1

La funcién tiene un minimo relativo en (7, —= ) y un méximo relativo en (0,0)
e e

x(0,0)

/ Min(1/e,-1/¢)
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u=Inr — du= —dz
c) F(J;):/aclnxdx: xe =

dvzxdx:>v=?

22Inz 1/ p _2?lnz a? ~ 22?Inz — a? O

2 2 ) THT T 4 - 2

21 —1
Flz) = w_,_c
2
1
/f ()fF(l):21n2717<71):21112—220,6363

3.15.5. Convocatoria Extraordinaria (coincidente)
Problema 3.15.9 Sea la funcién f(x) = 2* + cos(rx). Se pide:

a) Calcular la recta tangente a la grafica de f(z) en = 1 y probar, utilizando el Teorema de
Bolzano, que dicha recta tangente corta a la grafica de f(x) en algin punto entre z = —3 y
r=-—2.

b) Calcular/xf(x) dx
Solucién:

a) f()=1-1=0, f'(z) =32°> —7sin(rr) = m=f(1)=3-0=3= y =3z —1) =
y=3x—3
Hay que demostrar que hay un punto de corte entre las funciones f(z) y g(z) = 3z — 3.
Llamamos h(x) = f(x) — g(z) = 2® — 3z + 3 + cos(nx) continua por ser composicién de
funciones continuas.
En z = —3 tenemos h(—3) = —-27+9+3-1=-16<0
En z = —2 tenemos h(—2) = —-8+6+34+1=2>0
Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano y 3¢ € (—3,—2) tal que h(c) = 0 =
fle) —glc) =0 = f(c) = g(c) = c es un punto de corte entre f y g, siendo g la recta
tangente en x =1 a f.

/

7 —

o= %
/ S y=3x+3

/,"’/

5

/:c + cos ﬂx))d:z::/(:c + x cos(m ))dx:%—k/:z:cos(wx)dz:
U= = du=dx
1 =
dv = cos(mx) de = v = —sin(7x)
™
z° N xsm(ﬂ'a:) B l/ sin(rz) di = z® N x sin(rz) N cos(mx) Lo
5 T i 5 i 2

Problema 3.15.10 Sea f(x) = ze® — e”.
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a) Estudie su continuidad y derivabilidad en R.

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(z) y clasifique sus extremos

relativos.

¢) Sea g(x) = —e”. Calcule el drea del recinto acotado que estd limitado por las graficas de las
funciones f(z) y g(z) en el intervalo [0, 1].

Solucion:

a) La funcién no tiene denominadores con Dom(f) = R y es composicién de funciones continuas
y derivables. Luego f es continua y derivable en R.

b)

fllx)y=e"4+ae” —e® =2z =0 = z=0.

(—OO, 0) (07 OO)
(@) - +
f(x) | decrece \ | crece N

La funcién decrece en el (—o0,0) y crece en el intervalo (0,00) = f tiene un extremo

relativo en x = 0.

La funcién tiene un minimo relativo en (0, —1)

i

g
i

/

/

/

———
—
e e

00,0)
—

Min(0,-1)

(1,0

¢) f(z) =g(x) = ze® =0 = z =0 luego sélo hay un recinto Sy en [0, 1].

Fx) =

ze” —e*+C=¢€"(z—-1)+C
1

51:/ zefdr=F(1)-F0)=0—-(-1)=1
0

S:|Sl\:1u2

[ @) - g@yde = [ oo = |

u=x—=— du=dz
dv=¢e"doe — v=2¢"

}:xew—/&dx:




3.16. Murcia

3.16.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.16.1 En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el
apartado b), aun en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competicién de SwimRun en la que debe ir desde el punto A, situado
en la orilla de un canal de agua en reposo de 2 kilémetros de ancho, hasta el punto B, situado en
la otra orilla del canal y a una distancia de 10 kilémetros del punto C' (punto opuesto de A), tal
y como se indica en la figura. Para ello, debe ir nadando desde A hasta cualquier punto D de la
otra orilla del canal y continuar corriendo desde D hasta B. El triatleta tiene plena libertad para

elegir D.

B

2 km

a) Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una
velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde

A hasta B (pasando por D) viene dado por la funcién f(z) =

denota la distancia de C a D.

x2+4+ 10—z
4 12

, donde x

b) Calcule cudl debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir desde A
hasta B sea minimo. ;Cudnto tardarad en dicho caso?

Solucién:
a) Tenemos v = < = t = -
t v
AD 2 44
ale) = =4
Luego
f(x) = ti(z) + t2(z) =
T 1 3x — Va2 +4
b) f'(x) =

T WaZid 12 1224

=0= 3z—V22+4=0= 3z =22 +4—

2
92 =22 4+4 = z = i7 la solucién negativa no es vélida.

0

V2
2

)

&

f(x)

_|_

f(=)

decreciente \

creciente

Luego la funcién tiene un minimo relativo en xz

V2

= g ~ 0,7071067811 Km. y tardard

f (2> ~ 1,304737854 horas ~ 1 hora y 18 minutos.
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Problema 3.16.2 Considere la funcién f(z) = xIn(z), definida para z > 0.

a) Calcule la derivada de f(z) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

b) Calcule la integral indefinida de la funcién f(z).

¢) Determine la primitiva de la funcién f(x) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas

(1,0).
Solucidn:
a) f'(z) =ln(z)+1=0= In(z) = -1 = x:e_lzé
1 1
(00) | (&)
f(x) - +
f(z) | decreciente N, | creciente

. . . . 1 . .
La funcion es decreciente en el intervalo (07 f) y creciente en el (*7 oo |. Tiene un minimo
e e

relativo en | —, ——
e e

0(0,0)

Min(le 1)

u=Inr = du 1dx 2
= = | 1
b) F(m)z/xlnxdmz Ly _— nm—f/xdx:
— _Z 2 2
dv = zdx = V=
??Inx 22 222 Inz — 2? z?(2lnz — 1)
5 "1 C= 1 +C= 1 +C
1 1
c) F(l):_1+C:O:> C:i:>
2?2z —1) 1 22Qhhx-1)+1
Po)=———+31=— 3

3.16.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.16.3 Considere la funcién f(x) dada por

flz) = xln_xl si z>0ax#1

a si r=1
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a) Calcule el limite de f(x) cuando z tiende a +oo.
b) Determine el valor de a para que la funcién f(x) sea continua en z = 1.

c¢) Estudie si, para dicho valor de a, la funcién f(z) es derivable en 2z = 1. En caso afirmativo,

calcule el valor de la derivada de f en x = 1.

Solucién:
. . Iz foolm . 1
) Jim #) = Jim o = ] e T =0
b) Continua en x =1
1 ' 1
lim f(z) = lim —— = H L i 2 =1
r—1 z—1 2 1 0 z—1 1
1
lim f(z) = lm S
—1- z—1— .’Li— )
z ’ nr — a4 =
1 —_ 1 =
S )= o
f)=a
Inx ) 0 1
o) f(z) = 1 sio x>0 x#
1 si z=1
Por la definiciéon de derivada 1 )
S —f@) T -1 In(l4+h)—h {O}L/H e
/ g = = = — = =
S = Jim h e S 0] — AT on
lim — " i ——L =1
h—02h(1+h)  h—=02(1+h) 2
1
!/
1) =—-
£y =3

Problema 3.16.4 Considere la funcién f(z) = 2%e™", definida para todo valor de = € R.

a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

b) Calcule la integral indefinida de la funcién f(z).
c¢) Determine la primitiva de la funcién f(z) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas
(0,1).

Solucion:

a) fl(z)=ze*2—2)=0= 2=0yz=2

(70070) (072) (2700)
f(x) - + -
f(z) | decreciente /| creciente /| decreciente N\

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00) y creciente en el (0,2). Tiene un
minimo relativo en (0,0) y un méximo relativo en (2,4e™2) = (2;0,5413)
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—z u=12>= du=2zdx
b) F(m):/ e dx:{dv:e_zdxﬁ v=—e ¥ } -

—z2e™ " 42 xe_mdx—{ u=w = du=dr }—
T ldv=etfdr = v=—e"" ]

—z%e ™ 42 {—xe‘m +/ e Tdx| = —2e " 42 [—me‘z — e_ﬂ +C = —a2%® —2ze™® —
2"+ C=—e (2 +20+2)+C

¢c) F0O)=2+C=1= C=3= F(z)= - “(2*+22+2)+3

3.17. Navarra

3.17.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.17.1 Calcule las siguientes integrales indefinidas:
/ dx
- _—
20v/x — 1
- /(3 —2z)e” %" dx

Solucion:

dz t=vr-1 2t dt
22vx — 1 di — 2tdt (t2+1) +
arctant + C = arctanvax — 1+ C

) u=3—2r = du= —2dx

C — -z =
[ /(3 2w)e” " du dv=e Pdr = v = —%e_%
(3

—2z)e 2 o (3 —2m)e™2® 2

— / e dr = — 5 +— +C =

2e 2% (x — 1)
2

+C=(x—-1)e > +C

Problema 3.17.2 Se considera la funcién f(z) = eFmateors

a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 7]

b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo.

Solucién:
a) La funcién no serd continua cuando sinz + cosz = 0 = sinz = cosx = tanz = -1 =
3m .
r=—= 135° en el intervalo [0, 7].
|sinz| > |cos z|
, 1 sinz >0 1
hm gsinztcosz — — |:eo+:| — 600 = 0
cosz <0

z—(2r)"
(%) sinx + cosx — 0T
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|sinz| < |cos x|
]jm esin zﬁl»cosm e Sz > O = [e%
IH(:’%‘)Jr cosx <0

sinx +cosx — 0™

3 3
La funcién seria continua en el intervalo {O, Zﬂ) U (%, 7r>

sinx — cosx

b) f'(x) =

1 . T
esmatcoss = ()= sinex —cosx =0=— tanx =1— x = 1 = 45°

s s
(0.3) (27
f'(x) - +
f(x) | decreciente N | creciente

(sinx + cos x)?

L, . . T . . T 37 3w
La funcién es decreciente en el intervalo (0, Z) y creciente en el intervalo 11 U R ).

Presenta un minimo relativo en el punto (%, eg) ~ (0,7854;2,0281)

| L
\\ YRRy

Min(0,7854;2,0281)

0(0,0) (m0)

2
e -2

Problema 3.17.3 Se considera la funcién f(z) = .

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—2, —1].

b) Comprueba que existe un valor a € (—2,—1) tal que f'(a) = e . Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) El numerador de la funcién es una funcién continua, el tinico punto en el que la funcién es
discontinua es x = 0, pero este punto no pertenece al intervalo [—2,—1](0 & [-2, —1]) Luego
la funcién es continua en todo punto de este intervalo.

b) Ademads de continua en [—2, —1] también es derivable en el intervalo (-2, —1).

, 2 2_1 222
fioy = BE)E

. La funcién derivada sigue siendo continua en [—2,—1] y por el teorema de los valores

1 7e?
intermedios Ja € (=2, —1) tal que f'(—1) = - < f'(a) < f'(-2) = %
e
2

1 e
los valores comprendidos entre — y — yuno de ellos tiene que ser f'(a) = e.
e

. f'(«) recorre todos
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Problema 3.17.4 Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f@)=2—lz| y g(x) =210

Calcula el drea de la regién del plano encerrada entre ambas gréficas.
Solucién:
[ 242 si <0
F@=V2_% & 20
24r=2-10 si <0

f(x):g(m):>{2_x:x2_10 si >0 -

{xz—x—12:0 si <0 :>{x:—3 si x<0
?4+2x—-12=0 si >0 r=3 si >0
Tenemos dos recintos:

las otras soluciones no son validas.

0 3 2 0 45
Sy = 2 _ —12d:w——w——1z} - N2
1 /_3(9: x ) dx 3 5 $_3 5

3.17.2. Convocatoria Extraordinaria

1
Problema 3.17.5 Sea la funcién f(z) = sin (% In —)
x

- . . 1
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo {—, e
e

ev/2

—— 5 Enuncia el/los resultado(s) teéri-
e

1
b) Demuestra que existe o € (—, e> tal que f'(a) = l
o _

co(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

- . . . 1 . 1
a) la funcién es composicién de funciones continuas y — > 0 en el intervalo |—,e|. Luego es
x e

continua en este intervalo.
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1 1
b) f'(z) = —% cos (% In ;) y es derivable en el intervalo <E’ e)

1
La funcién cumple las condiciones del teorema del valor medio por lo que da € (7, e) tal
e

que
, flo)—f() —L2-L2 o5 2
fila) = ee—i(): 252%12 2626_1:16—62

Problema 3.17.6 Calcula los siguientes limites:

2 2x—1
, x
i ()
g—+oo \x?2 + 1 — 1
T 2
e’ —1
P il
s=0In(z+1) -z

Solucién:
-
.’1’,‘2 2z—1
i _ \ J — [19°] — oA
wgl—&{lw(x2+x—l) (%] =e
’ o) =m0 ()
A= i 1) (g 1) = i e () -
, —222 4+ 3z —1
lim ———— =-2
ztoo 24 x—1
x2 2x—1
Luego: lim (27) =e 2
z—+oo \z* +2 —1
-
T _1 2 0 , 2¢%(e* — 1 2 2x — 2e” 1
T il H HH i 277D g, @ 226 L)
z—0 ln(x + 1) —x 0 z—0 i 1 z—0 —x
{9} LH o (4e® — 2e%)(x + 1) + 2€%* — 2¢° _ 9
z—0 -1
Problema 3.17.7 Se considera la funcién f(z) = In (sin % — cos %)

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [2, 4].

b) Demuestra que existe un valor o € (2,4) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) Se trata de composicién de funciones continuas, habréd que ver si
sin % — cos % > 0 en el intervalo [2,4].
™ s \/3 1
Siz=2= sin- — —=—-=->0
1z sm;3r cos% 5 5 >
Siz=3—= singfcos§:170>0
27 2r V3 1
Siz=4= sin — — —=—+=->0
1z sin 37”0 cos 37m 5 +2 >
YV € [2,4] = sin 5 s > 0 = la funcién f es continua en el intervalo.
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b) f(4) = 0,3119053581 > 0 y f(2) = —1,005052538 < 0. La funcién cumple las condiciones
del teorema de Bolzano que afirma que Jo € (2,4) tal que f(a) = 0.

Problema 3.17.8 Calcula el area de la regién del plano encerrada entre las graficas de estas dos
funciones:
fx)y=a2%-32-2, glx)=a—-2

Solucién:

& fr)=gr)= 2°-3r-2=2-2= 2 -dr=0= 2(2?-4)=0= 2=0, v =42
Luego hay dos recintos Sy en [—2,0] y S2 en [0, 2].

@ Grafica:

00,00

- S:|51\+|Sg|:4+4:8u2

3.18. Pais Vasco

3.18.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 3.18.1 Dada la funcién f(x) = (z — 1)%e™2?, estudia sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento y calcula sus maximos y minimos.
Solucidn:
fllx) =22 (2?43 -2)=0= =1, =2

(—OO, ]-) (172) (2700)
f(=) - + -
f(z) | decreciente N\ | creciente /' | decreciente \

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,1) U (2,00) y creciente en el intervalo (1,2). La
funcién presenta un minimo relativo en (1,0) y un maximo relativo en (2, 6_4) ~ (2;0,0183)
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\
\ o \\
7 x
(0,0) Min(1,0)

\ Mix(2;0,0183)
pras ek

Problema 3.18.2 Sea f(z) = 2> + Az® + Bx + C. Encuentra los valores de los pardmetros A, B
y C para que f se anule en el punto de abscisa x = 1 y las rectas tangentes a la grafica de f en los
puntos de abscisa x = —1 y x = 3 sean paralelas a la recta y = 2z + 1.
Solucién:
f(x)=2®+ A2 + Bx + C = f'(z) = 32° + 24z + B

f1)=0= 14+4A+B+C=0 A=-3

f(-1)=2=3-24A4B=2 = { B=-7T =

f'(3)=2= 27T+6A+ B =2 Cc=9

flz)=2® 32> —7Tx+9
Tx +13

Problema 3.18.3 Calcula / G+ D@ —z—2) dx

Solucion:

Tx + 13 Tx + 13
/(x+1)(x2—x—2)dx_/ (gc+1)2(sc—2)dx:

r Tr+13 A B cC
Gt 12r—2) -2 241 @iip
Az +1)?+ Bz —2)(z+1)+C(z —2)
(z+1)2(z —2)
Trx+13=A(x +1)* + Bz — 2)(z + 1) + C(z — 2)
r=—-1=—6=-3C = C=-2
r=2= 2T=9A= A =3
r=0= 13=A-2B-20 = B=-3
Tr+13 3 -3 -2

G 12(@—2) -2 241 (@xip?

3 -3 -2 2
dz =3In|z—2| -3l 1|+ ——+C
/<$2+z+1+(:r+1)2) v nle =2 nle+ |+x+1+

Problema 3.18.4 Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones f(z) = e

e~ " y la recta horizontal y = e, y calcula el drea de ese recinto.
Solucién:

, 9(x) =

a) Haciendo una tabla de valores y puntos de interseccién de las funciones:
fl@)=gzr) = e"=¢"= 2=0= (0,1)
fl)=e"=e= x2=1= (1l,¢)
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0
b) 51:/ (e—e™™) dac:ex—i—e_w](il:l

Sy = (e—em)dzzeas—ez](l):l

0
S:|Sl\+|52|:1+1:2u2

3.18.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 3.18.5 Calcula las rectas tangentes a la grafica de la funcién f(z) = 22 — 3z + 1 que
son paralelas a la recta y = 3z — 2. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Solucion:

& flr)=22-3r+1= f(2)=62> -3 = m=f'(a) =6a* -3=3= a=+1

e Sia=1=b=f(a)=f1)=0= y—-0=3(zr—-1) = y=3x—3

e Sia=-1=b=fa)=f(-1)=2= y—2=3(x+1) =

y=3r+5
& f(2)=62>-3=0= m:ig
o V2 (V2 V2N | (V2
2 27 2 27
f'(x) + - +
f(z) | creciente /| decreciente \, | creciente

2 V2 2
La funcién es decreciente en el intervalo <— %, \2f> y creciente en el intervalo <—o<>7 — {) U
< \/i

2
5 oo) . La funcién presenta un minimo relativo en <27 1- \/5) y un maximo relativo

en( \/5,1-1-\/5)

2
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e g

1,2 o Miax(N2/2,1+2) / /}/ 3x-3

2 S e
T T (0.366:0)  (1,0)

IS0 0(0,0) Min(2215)

y =

Vi L

2+ Ar si z<1

Problema 3.18.6 Sea f(z) = { Br-A si w51

a) Encuentra los valores de A y B para que f sea derivable en toda la recta real.

b) Haz la representacién grifica de la funcién f con los valores de A y B obtenidos en el apartado

(a).
Solucion:

a) Las dos ramas son continuas y derivables en ambas ramas, hay que imponer que lo sean en
r=1:

@ Continua en x = 1:

lim f(x) = lim (2* + Az) =1+ A
r—1— r—1-
lim f(z)= lim (Bt—A)=B-A — 14 A=B-A—=
z—1+ z—1+
fH)y=1+4
2A—-B=-1
@ Derivable en ¢ = 1: f(z) = {

9+ A=B— A—B=-2
- —

2c4+A si <1 :>{f/(1_)22—|—A
B si z>1 f

A—B=-2 B=3

b) La representacién gréafica se hace con tabla de valores.

224z si <1

f(x):{?)xfl si z>1

Y y 7

x<1 x>1 )/
\ L

s s
(L) o |0(0,0
LY iz |0

Problema 3.18.7 Calcula / In(z? — 1) dx
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Solucion:

_ 2 _
/ln(xQ—l)dleu_ln(x 1):%_:1:271 =
dv=dr— u==u

2

2 z _ —
xIn(z _1)_2/x271d$_ (2?):(@®-1)=1+ 21 =
-2 +1 zt—1

1

1 1
2 _ 2 _
xln(:c71)72/<1+x2_1>d:cfx1n(m 71)72x72/m2_1da:f

- 1 A B A+1)+Ba-1)
C-Da+D) 72-1 241 (@-De+1)
1=A(x+1)+ Bz —1)
r=—1=1=-2B= B=-1/2 =
r=1=1=2A= A=1/2
1 12 —1/2

L 2-1 x—1 =xz+1 J

1/2 —1/2
xln(x2—1)72x72/( /1+ +/1> dr =zln(z> —1) =2z —In|z — 1|+ Injz + 1|+ C
x — x

Problema 3.18.8 Dibuja el recinto limitado por las gréficas de las funciones f(z) = z, g(z) = z/8

1
y h(z) = —, y calcula el drea de ese recinto.

Solucion:

@ Haciendo una tabla de valores y puntos de interseccién de las funciones:
T
fl@)=g(z) = x:§:> x=0= (0,0)

f(x):h(x):>x=%:>x3=1:> r=1= (1,1)

1
g(z) = h(z) = %zﬁ:x3:8=>m:2:> (2,1/4)

/ ¥
/ \
/ i et

,'/ \\\\ /

/
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1

1 5
x Tx 7
- = —_ — d —_ —
- 5 /0(“”” 5) 16}0 16
201z 1 11> 5
2 /1 22 8)T L8, T 16
7 5 3

S=\Sll+\52|=1—6+1—6=1=0,75u2
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Capitulo 4

Probabilidad

4.1. Resumenes tedricos

Frecuencia absoluta de un suceso A es el nimero de veces que se repite dicho suceso

— f(4)

Frecuencia relativa de un suceso A es la proporcién de veces que ha sucedido A de N ex-
o _ /4
periencias = f,.(A) =
N
Ley de los grandes nimeros: lim f,.(A) = P(A)
N —o0c0

Ley de Laplace: P(A) Numero de casos favorables

Ntumero de casos posibles

() = Espacio muestral es el de todos los sucesos, serfa el suceso seguro: P(2) = 1.
() = Espacio vacio es el de ningin suceso, seria el suceso imposible: P()) = 0.

Diagramas de Venn: (esquemas usados en la teoria de conjuntos)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
En el caso de que los dos sucesos sean incompatibles la formula quedaria:
P(AuUuB)=P(A)+ P(B)

Sucesos independientes: Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).

Leyes de Morgan: AUB=ANByANB=AUB
Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que ocurra un suceso A sabiendo que ha

P(ANB
ocurrido el suceso B: P(A|B) = (P(B))
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Union de dos conjuntos: Es el total de
todos los elementos del conjunto 4 con to-

dos los de B: AU B

Interseccion de dos conjuntos: Es el to-
tal de todos los elementos comunes entre los
conjuntos 4 v B: AN B

[

Sucesos Incompatibles: Dos sucesos son
incompatibles si su interseccidn es vacia.

ANB=0= P(ANnB)=0

P(BJA)P(A)

Teorema de Bayes: P(A|B) = 20

Teorema de la probabilidad total: Si A; U Ay U A3 U A4 U A5 = Q y los sucesos A; con

i=1,...,5 son incompatibles dos a dos (interseccién vacia), entonces:

P(A) = P(A1)P(A[A1) + P(A3) P(A|Az) + P(As3) P(A|As) + P(A4) P(A[As) + P(A5)P(A|A5)
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P(ANB) = P(B)— P(An B)

Organizacién por arboles:

Organizacién por tablas de contingencia:

A es el suceso contrario o complementario

de A:

A=} — A—> P(A)="1—P(A)

P(ANTD) = P(A)— P(AN B)

Renault | Seat | Mercedes | Totales
Blanco 15 20 10 45
Negro 300 455 200 955
315 475 210 1000
20 200 45 210
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Probabilidad condicionada:
P(AnB)
FP(B)

P(A|B) =

probabilidad total

P(A) = P(41)P(A|A1)+P(A2) P(A]As)+ P(As) P(A] A3) + P(A1) P(A| Ag) + P(As) P(A|As5)

Py A PO

P@B)  «a
PE /
w

PO b

C
w
b

:
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4.2. Andalucia

4.2.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

4.2.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

4.3. Aragén

4.3.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

4.3.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.3.1 En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De
danza, hay modalidad de danza clésica y cabaret. En la academia, un 17 % de individuos practica
danza clasica, un 45 % cabaret y un 5% ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo
que asiste a dicha academia:

a) Calcula la probabilidad de que practique algin tipo de danza (o los dos).
b) Calcula la probabilidad de que practique solamente teatro.

Solucién: Sean Cl danza clasica, Ca cabaret y T teatro.
P(Cl)=0,17, P(Ca) = 0,45y P(CINCa) = 0,05

a) P(ClUCa) = P(Cl) + P(Ca) — P(C1NCa) = 0,17+ 0,45 — 0,05 = 0,57

b) El enunciado no expecifica sobre una posible interseccién entre danza y teatro y supongo que
no la hay:

P(T)=1-0,57=0,43

4.4. Asturias

4.4.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.4.1 Se tienen tres sobres, A, B y C. En el sobre A hay dos cartas de copas y tres de
bastos. En el sobre B tres cartas de copas y dos de bastos y en el sobre C' cuatro de copas y una
de bastos. Se tira un dado y se saca una carta del sobre A si el resultado es impar, del sobre B si
el resultado es 4 0 6 y del sobre C si el resultado es un 2.

a) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de bastos.

b) Se extrae una carta y resulta ser copas jcudl es la probabilidad de que se haya extraido del
sobre B?
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Solucién:
Sean Bas bastos y Cop copas. Tenemos:

P(4)= 3, P(B)= 5 y P(C) = ¢

Cop
P(Bas) = 1 e
P(Bas|A)P(A) + P(Bas|B)P(B) + P(Bas|C)P(C) = ani”
3L 2 0 LT 667 18 1;<
5 2 53 5 6 15 7 Y 2:; f’aﬁ
(' A op
P(Cop|B)P(B) 2.1 3 <
b P B C - - - = = O 375 s as
) ( ‘ Op) P(C’op) lfl 8 ) B

[

5

4.4.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.4.2 En una oficina del ayuntamiento se asigna un ntimero a cada persona que entra.

Se observa que el 70 % de las personas que entran son mujeres. El 40 % de los hombres y el 30 %
de las mujeres que entran son menores de 30 anos.

a) Calcule la probabilidad de que un nimero sea asignado a una persona menor de 30 afios.

b) ;Cudl es la probabilidad de que un niimero sea asignado a un hombre que no tiene menos de
30 anos?

c¢) Si la persona a la que se le ha asignado un ndmero no tiene menos de 30 afios jcudl es la
probabilidad de que sea hombre?.

Solucién:
Sean los sucesos M mujer y H hombre y M30 menor de 30 anos y M 30 mayor de 30 afios.

a) P(M30) = P(M30|M)P(M)+ P(M30|H)P(H) =
0,3-0,7+0,4-0,3=0,33

o — 0,3 M30
M
b) P(H N 130) = P(M30|H)P(H) = , {W
0,6-0,3=0,18
—_ P(M30|H)P(H X 04 _—M30
o) P(H|[IT30) = TWBUH)P(H) _ <
P(M30) e
0,6-0,3
2 7 —0.2
033 = 2087

4.5. Cantabria

4.5.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.5.1 En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos
una bola al azar y sin devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar.

a) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color.
b) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

c¢) Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extraccién, si sabemos que la
primera bola fue negra.
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Solucion:
Sean B1 blanca en la 1? extraccién, N1 negra en la 1? extraccién, B2 blanca en la 2% extraccién
y N2 negra en la 22 extraccién

a) P(distinto color) = P(B1N N2)+ P(N1NB2) =

P(N2|B1)P(B1) + P(B2|N1)P(N1) = 0 B2
L 1 13 i B<
3 4 2 " N2
b) P(mismo color) = 1 — P(distinto color) =
1 1 # 13 B2
573 W1
2/3 N9

2
¢) P(N2IN1) = & = 0,667

4.5.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.5.2 El 90 % de las personas de una poblacién estdn vacunadas contra la enfermedad
E. El 5% de las personas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1% de las personas vacunadas
también han contraido la enfermedad.

Se selecciona una persona al azar de dicha poblacién:

a) Calcule la probabilidad de la persona esté enferma.
b) Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que estd enferma.

Solucién: - -
Sean V vacunada, V no vacunada, F tiene la enfermedad y F no tiene la enfermedad

001_~FE
— 9 |4
a) P(E) = P(E|V)P(V) + P(E|V)P(V) = 0.9 0.9
0,01-0,940,05-0,1=0,014
P(E|V)P(V) 0,01-0,9 01 0,05 —FE
P E == == 42 g -
b) P(VIE) = P(E) 0,014 = 0,6429 }
0,95~

4.6. Castilla La Mancha

4.6.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.6.1 El EVAU club de fitbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un parti-
do cuando juega Benceno (su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la
probabilidad de que Benceno juegue un partido es del 80 %.

b.1 ;Cuél es la probabilidad de que el EVAU C.F. gane un partido cualquiera?

b.2 Si el EVAU C.F. acaba de ganar un partido, cudl es la probabilidad de que Benceno haya
jugado?
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Solucién: - o
Sean B juega Benceno, B no juega Benceno, G ganan el partido y G no ganan el partido.

_ _ 0,9 G
b.1 P(G) = P(G|B)P(B) + P(G|B)P(B) B<
0,8-0,9+0,2-0,6=0,84 D w7
P(G|B)P(B) 0,8-0,9 G
b.2 P(B|G) = = =0,85714 g
(BIG) PG 0,88 B{

4.6.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.6.2 En un determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a
clase es del 80 % mientras que si no va a clase es del 50 %. El 90 % de los alumnos va a clase.

a.l ;Cudl es la probabilidad de que un alumno apruebe?
a.2 Si un alumno ha suspendido, jcudl es la probabilidad de que no haya ido a clase?

Solucién: - -
Sean C acude a clase, C' no acude a clase, A aprueba y A no aprueba.

A
- _ 0,8

a.l P(A) = P(A|C)P(C) + P(A|C)P(C) = c

0,8-0,9+0,5-0,1=0,77 09 )
_—.  PA|C)P(C

02 P(C[A) = DAIOPO) _ e 0s A

0,5-0,1 P c
S = 0,2174 05 ~~7
10,77 2 =

4.7. Castilla Leon
4.7.1. Modelo

Problema 4.7.1 Una corporacién informatica utiliza 3 bufetes de abogados para resolver casos
legales en los tribunales. El bufete A recibe el 30 % de los casos legales y gana en los tribunales el
60 % de los casos presentados, el bufete B recibe el 50 % de los casos legales y gana el 80 % de los
casos presentados, mientras que el bufete C recibe el 20 % de los casos legales y gana el 70 %de los
casos presentados.

a) Se consideran los sucesos A = ”caso adjudicado al bufete A”, B = ”caso adjudicado al bufete
B”, C = "caso adjudicado al bufete C”, G = ”caso ganado”’. Deduzca del enunciado los
valores de P(A), P(B), P(C), P(G|A), P(G|B), P(G|C).

b) Se elige al azar uno de los casos presentados en los tribunales. Determine la probabilidad de
que la empresa gane el caso.

c¢) Si se ha ganado el caso elegido, calcule la probabilidad de que haya sido encargado al bufete

A.

Solucion:
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= 0,3, P(B) = 0,5, P(C) = 0,2, P(G|A) =
B) =0,8, P(G|C) = 0,7.

4.7.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.7.2 Una corporacién fabrica herramientas de 3 tipos de calidades. Un 10 % de calidad
Alta, un 70 % de calidad Estdndar y un 20 % de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1%,
el 10% y el 30 % del total de las herramientas respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen,
calcilese la probabilidad de que sea defectuosa.

b) Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que
intervienen, calcilese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estandar.

Solucién:
Sean A calidad Alta, E calidad Estandar, B calidad Baja, D son defectuosas y D no son defectuosas.

D
0,01

a) P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|E)P(E) + P(D|B)P(B) =

4% o

0,01-0,140,1-0,740,3-0,2=0,131 e
P(DIE)P(E) _ 0,1-0,7 S

b) P(BID) = =g = S = 0,584 1

D

4.7.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.7.3 Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:
s El 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros.
= El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.
s El 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.

Considerando los sucesos: R = "ser ruso’, E = ”ser estadounidense”, M = ”no ser ruso ni
estadounidense” y GM = "ser gran maestro”

a) Indique cudles son los valores de P(GM|R), P(GM|E) y P(GM|M)

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea
un gran maestro.

c¢) Si se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, jcuél es la probabilidad de que
sea ruso?

217



Solucion:

3 1 1 ’

a) P(GM|R) = 7, P(GM|E) = 5 y P(GM|M) = 5 G,

R yr—acn

b) P(GM) = - -
P(GM|R)P(R) + P(GM|E)P(E) + P(GM|M)P(M) = AN .

1 1 __

§~O728+7-0,24+7-0,48:0,49 o VZT=GH

4 2 3 ’ y Y—GCM

P(GM|R)P(R) 2-0,28 i
P M) = — = 42 2/3 reIvi
c) P(RIGM) PG 0,49 0, 4286 GM

4.8. Cataluna

4.8.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

4.8.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

4.9. Comunidad Valenciana

4.9.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

4.9.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

4.10. Extremadura

4.10.1. Modelo

Problema 4.10.1 Se ha observado que en la fabricaciéon de un cierto modelo de ordenador se
presentan problemas de software con probabilidad 0,1 y problemas de hardware con probabilidad
0,05. Sabiendo que ambos tipos de problemas son independientes, se pide:

a) Probabilidad de que un ordenador presente alguno de estos problemas.

b) Sabiendo que un ordenador no presenta problemas de hardware, calcular la probabilidad de
que no tenga problemas de software.

Solucién:
Sean S problemas de software y H problemas de hardware.
Tenemos P(S)=0,1, P(H) = 0,05y por ser S y H independientes P(SNH) =0,1-0,05 = 0,005

a) P(SUH) = P(S)+ P(H) — P(SN H) = 0,1+ 0,05 — 0,005 = 0,145

<= P(SNH) P(SUH) 1-P(SUH) 1-0,145
b) P(SIH) = PH) 1-PH) 1-PH)  1-005 =09
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4.10.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.10.2 En un centro educativo han preguntado a sus alumnos acerca de alergias ali-
mentarias, resultando que un 10 % es celiaco y un 15 % es alérgico a la lactosa. Adems4s, el 20 %
tiene alguna de las dos alergias. Si se elige un alumno al azar, calcular las siguientes probabilidades:

a) tenga solo una de las dos alergias,
b) sea celiaco si sabemos que no es alérgico a la lactosa.

Solucién:
Sean C celiaco y L alérgico a la lactosa.
P(C)=0,1, P(L)=0,15y P(CUL)=0,2

a) P(CUL)=P(C)+P(L) - P(CNL) =
P(CNL)=P(C)+P(L)—P(CUL)=0,140,15-0,2=0,05
P(solo una) = P(CNL)+P(CNL) = P(C)-P(CNL)+P(L)—P(CNL) =0,140,15-0,1 =
0,15

PCOT) _ PC)=PCNL) _0,1-005 oo

b) P(CID) = P(I) 1- P(L) 1-0,15

4.10.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.10.3 El 50 %de los alumnos de la UEX practica "running” y el 30% monta en
bicicleta. Adema4s, se sabe que el 70 % de los alumnos de la UEX practica uno de los dos deportes.
Si seleccionamos un alumno al azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes.

b) Si practica el deporte de montar en bicicleta, jcudl es la probabilidad de que practique
running?

¢) ¢Son independientes los sucesos ”Practicar running” y ”Practicar montar en bicicleta”?

Solucién:
Sean R ”"running” y B monta en bicicleta.
P(R)=0,5, P(B)=0,3y P(RUB)=0,7

a) PRNB)=P(RUB)=1-P(RUB)=1-0,7=0,3
b) P(RUB) = P(R)+ P(B)—P(RNB) = 0,7=10,5+0,3— P(RNB) = P(RNB)=0,1
_P(RNB) 0,1 1
P(R|B) = “PB) " 033 0, 3333

¢) P(R)-P(B)=0,5-0,3=0,15# P(RNB)=0,1 = Ry B no son independientes.

4.11. Galicia

4.11.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.11.1 Se pide:
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1 1
a) Si P(AUB) = 3 P(B) = T calcule P(A) sabiendo que A y B son sucesos incompa-

tibles. ;Cuanto valdria P(A) si supusiéramos que A y B son, en lugar de incompatibles,
independientes?

b) En una cierta ciudad, el 21 % de las personas leen ciencia ficcién, el 63 % leen novela negra,
v el 17% leen tanto ciencia ficcién como novela negra. Si se elige al azar una persona de esa
ciudad, calcule:

= La probabilidad de que lea novela negra sabiendo que lee ciencia ficcién.

= La probabilidad de que no lea ni ciencia ficcién ni novela negra.

Solucion:

a) Ay B incompatibles = P(ANB) =0

1 1
P(AUB) = P(4) + P(B) - PANB) = + = P(4) + ; — 0=
1 1 1
P(A) = =11
Si en vez de incompatibles fuesen independientes —>-
P(ANB) = P(A)P(B) = P(4A)
1 1 P(A 1 1 P(A
P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB) = < :p(AHz_%ﬁ, L 3 i )
1

P(4) = &

b) Sean C lee ciencia ficcién y N lee novela negra.

Tenemos P(C) = 0,21, P(N)=0,63y P(CNN)=0,17
_P(CNN) 0,17
~ P(C) 0,21
CUN)=1-P(CUN) =
N)-P(CNN))=1-(0,21+0,63—0,17) = 0,33

« P(N|C) = 0,8095238

4.11.2. Convocatoria Extraordinaria
Problema 4.11.2 Se pide:

a) En una famosa biblioteca, el 70 % de los libros son novelas, el 40 % son clésicos anteriores al
siglo XIX y el 60 % de los clésicos son novelas. Si se elige en esa biblioteca un libro al azar,
calcule la probabilidad de que no sea una novela, pero si un clasico, y la probabilidad de que
sea un clasico sabiendo que es una novela.

b) En un cierto pafs, el 80 % de los delitos contra la propiedad quedan sin resolver. Si en una
localidad de ese pais se cometieron 3 de esos delitos, calcule la probabilidad de que se resuelva
por lo menos 1.

Solucion:

a) Sean N es novela y C' es cldsico.
P(N|C)P(C) 0,6-0,4
(CIN) POV) o = 0,342
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b) P(resolver al menos 1) = 1 — P(no se resuelve ninguno) = 1 — 0, 8% = 0,488

4.12. Islas Baleares

4.12.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.12.1 Dados dos sucesos A y B, se conocen las siguientes probabilidades: P(A)=0,7,
P(B)=0,4y P(AUB) = 0,58 donde A y B indicanlos sucesos contrarios (o complementarios)
de A y de B, respectivamente. Calcule las siguientes probabilidades.

P(A), P(B) y P(AN B). {Son Ay B sucesos independientes?
b) P(AUB)
c) P(BNA)
d) P(A|B)y P(A|B)
Solucién:
a) P(A)=1-P(A)=1-0,7=0,3
P(B)=1-P(B)= P(B)=1—-P(B)=1-0,4=0,6
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB) =
P(ANB)=1-P(AUB)=1-0,58 =0,42
P(A)P(B)=0,7-0,6=0,42 = P(AN B) = Ay B son independientes.
b) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) =0,7+0,6 — 0,42 = 0,88
¢c) P(BNA)=P(B) (ANB)=0,6—-0,42=0,18
_ P(ANB) 0,42
d) P(A|B) = P(B) 0.6 =0,7
_P(AnB) 0,18
P(A|B) = PB) 0.6 =0,3

4.12.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.12.2 Una prueba diagndstica de una enfermedad da resultado negativo el 5% de las
veces que se aplica a un individuo que la padece y da positivo el 10% de las veces que se aplica
a un individuo que no la padece. Las estadisticas muestran que dicha enfermedad afecta a 50 de
cada 10000 personas. Si una persona elegida al azar se somete a la prueba diagndstica, calcule las
siguientes probabilidades.

a) Que un individuo no padezca la enfermedad.
b) Que la prueba dé resultado positivo.
¢) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba es negativo.

d) Que el resultado de la prueba sea erréneo.
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Solucién: B o
Sean A afectado, A no afectado, Po da positivo y Po da negativo.

PA) = 22 _ 0,005

10000
a) P(A)=1—-P(A) =1-0,005 = 0,995
_ _ 0,95 Po
b) P(Po) = P(Po|A)P(A) + P(Po|A)P(A) = A
0,950,005+ 0,1-0,995 = 0, 10425 0005 00T~
___ P(Po[APA)  0,9-0,995
o) P(A[Po) = PLAAPMA) _ 0.9:0.9% o0, - Po

P(Po)  1-0,10425 ! K{
0,9 Po

d) P(E) = P(Po|A)P(A) + P(PolA)P(A) =
0,1-0,995 + 0,05 - 0,005 = 0,09975

Problema 4.12.3 Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 bolas
negras. La urna B contiene 3 bolas rojas y 3 bolas negras. La urna C' contiene 6 bolas negras. Se
elige una urna al azar y se extraen dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento.

a) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.
b) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra.

¢) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcule la probabilidad de que la segunda sea

negra.
Solucién: )
R,
s
Sean Ry la primera es roja, Rs la segunda es roja, N7 la primera es .
negra, No la segunda es negra, A elige A, B elige B y C elige C. ) B< % 1\?_?
%\;
0L,
a) ?(121) =1P%R1|111)P(A) + P(R1|B)P(B) + P(R.|C)P(C) =
1 4 2
b) P(R; N N3) = P(R; N N2|A)P(A)+ P(Ry N N2|B)P(B)+ P(Ry N N:|C)P(C) = 365 +
1 3 3 1 17
S22 01= = ~0,1889
3 6 5 S 3 90 ’
P(RiNNy) 17/90 17
P(N:2|Ry) = = ~ 0, 4857
¢) P(N2lB1) P(R,) 7/18 35

4.13. Islas Canarias

4.13.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.13.1 Tenemos una caja con bolas de madera y de plastico de distintos colores, pero
con el mismo tamano y aspecto. Contamos con la siguiente informacion de su contenido:

s El 38% son bolas azules y, de este color, la mitad son de madera
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» El 29 % son bolas rojas y, de este color, las tres cuartas partes son de madera
» El 33 % son bolas verdes y, de este color, dos tercios son de madera
Extraemos una bola de la caja. Responde a las siguientes preguntas:
a) Coustruye el drbol de probabilidades
b) Calcula la probabilidad de que, al sacar una bola al azar de la caja, esta sea de madera

c¢) Sila bola extraida de la caja es de plastico, §qué probabilidad hay de que sea de color rojo?

Solucién: o
Sean A bola azul, R bola roja, V bola verde, M bola de madera y M la bola no es de madera.

a) Arbol de probabilidades:

12 M

A5 M

4 3u_—~M

0.29 R<_

1]

o 3 —M
V <

13 i

(M) = P(M|A)P(A) + P(M|R)P(R) + P(M|V)P(V) =
-0,38 + Z -0,29 + ; -0,33 = 0,6275

b) P
1
2

P(M|R) 10,29
P(R|I) = 220 —0,1946
¢) P(RIM) pAI)  1-0,6275

4.13.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

4.14. La Rioja

4.14.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.14.1 En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre las tres carreras
que pueden cursarse del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 %
Arquitectura. El porcentaje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5%, 12% y
del 18 %. Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

a) finalice sus estudios.
b) estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

Solucién:
Sean Ma estudia matematicas, Me estudia medicina, A estudia arquitectura, F' finaliza la carrera
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y F no finaliza la carrera.
a) P(F) =
P(F|Ma)P(Ma) + P(F|Me)P(Me) + P(F|A)P(A) =
0,05-0,2+40,12-0,354+0,18-0,45=0,133 = 13,3%

— P(F|Me)P(M
by P(Me[F) = DEIMOP(Me)
P(F)
0,88 - 0,35 A
EERL - 2 — 35,52
1—0,133 3% 35,52% NG

4.14.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.14.2 Estudia la posible dependencia de los sucesos A y B, en los siguientes casos:

a) Ay B son incompatibles y ambos sucesos de probabilidad no nula.

b) B estd incluido en A, y B es un suceso de probabilidad no nula.

Solucién:

a) Ay B son incompatibles si ANB =@ = P(ANB)=0
Para que sean independientes P(A N B) = P(A)P(B) = 0 = P(A) o P(B) tiene que ser
cero en contra de la hipdtesis de ambos sucesos de probabilidad no nula. Luego los sucesos
no pueden ser independientes.

b) Si B C A= P(ANB) = P(B), como P(A) > P(B) = P(ANB) = P(B) #
P(A)P(B) = Ay B no son independientes.

4.15. Madrid

4.15.1. Modelo

Problema 4.15.1 Una urna contiene 7 bolas blancas y 12 bolas negras. Se extrae al azar una
bola de la urna y se sustituye por dos del otro color. A continuacién, se extrae una segunda bola
de la urna. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que la segunda bola extraida sea blanca.

b) Calcular la probabilidad de que la segunda bola extraida sea de distinto color que la primera.

c¢) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida haya sido negra, sabiendo que la
segunda bola fue blanca.

Solucién:
Sean Bl sale blanca en la primera extraccién, B2 sale blanca en la segunda extraccién, N1 sale

negra en la primera extraccién y N2 sale negra en la segunda extraccién.
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a) P(B2) = P(B2|B1)P(B1) + P(B2|N1)P(N1) = B2

6 7 9 12 15 52

— D= =~ 0,3947 B

20 10 720 190 38 <
719 1420~ yo

b) P(distinto color primera y segunda) =
P(N2|B1)P(B1) + P(B2|N1)P(N1) =
14

7 9 12
4.2 =" 10,5421 12/19 9/20, B2
20 19 20 19 190 5 <
P(B2|N1)P(N1) -1 18 1172 )
P(N1|B2) = - -2 ~0,72 N2
<) PN1|B2) P(B2) o g5 07

Problema 4.15.2 Dos caracteristicas genéticas A y B aparecen en una especie animal con pro-
babilidades respectivas de 0,2 y 0,3. Sabiendo que la aparicién de una de ellas es independiente de
la aparicion de la otra, se pide calcular:

a) La probabilidad de que un individuo elegido al azar presente ambas caracteristicas.
b) La probabilidad de que no presente ninguna de ellas.
¢) La probabilidad de que presente solamente una de ellas.

d) La probabilidad de que, si elegimos al azar 10 individuos, exactamente 3 de ellos presenten
la caracteristica A.

Solucién:
Tenemos P(A) = 0,2, P(B) = 0,3 y los sucesos A y B son independientes, es decir, P(AN B) =
P(A)P(B)=0,2-0,3=0,06

a) P(ANB) = P(A)P(B)=0,2-0,3 = 0,06

b) P(ANB) = P(AUB) =1 - P(AUB) =1 — (P(A) + P(B) — P(AN B)) =
=1-(0,240,3—0,06) = 0,56

¢c) P(ANB)U(ANB))=P(ANB)+P(ANB)=P(A)— P(ANB)+ P(B) — P(ANB) =
P(A)+ P(B) —2P(ANB) =0,240,3—0,12 = 0,38

d)n=10,p=0,2y¢=1-—p=0,8= B(10;0,2)

10

P(X =3) = ( \y )0, 280,87 = 0, 201326592

4.15.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.15.3 De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el
sombrero es blanco, se toma, al azar, un panuelo de un cajén que contiene 2 blancos, 2 negros y 5
con cuadros blancos y negros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un panuelo de otro cajén
que contiene 2 pafiuelos blancos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algin color que no sea el del sombrero.
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b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafiuelo)
aparezca el color negro.

c¢) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el panuelo ha sido
de cuadros.

Solucién:
B: sombrero blanco, N: sombrero negro, b: panuelo blanco, n: panuelo negro y ¢: panuelo con
cuadrados blancos y negros.

a) P(algun color que no sea el del sombrero) =

1 — P(el color es el del sombrero) = 1 —
6 2 3 4

P(BNb)+ P(NN :1_{,., ,.f}zl_

[P(BND) + PN An) 5 9 9 10

38 97

— = — ~0,7185185185
135 135 ’

b) P(aparece el color negro) = 1 — P(no aparece el color

62 23
negro) = 1—P(BNb) = 1-5'5 = 37 = 0,8518518518 39 210
- 4/10
P(NnNe¢) 3. 4% 9 e )
PNl = —p T Taiia T om ” YIT~
9 9 9 10

0,2647058823

4.15.3. Convocatoria Ordinaria(coincidente)

Problema 4.15.4 Una influencer famosa publica en su Instagram un 20 % de fotografias dedi-
cadas a viajes, un 50 % referentes a temas de moda y el resto sobre maternidad. El1 5% de las
publicaciones de viajes reciben menos de 20 000 Me gusta y lo mismo ocurre con el 20 % de las
de moda y con el 35% de las que tratan asuntos de maternidad. Elegida una fotografia al azar, se
pide:

a) Determinar la probabilidad de que tenga més de 20 000 Me gusta.

b) Si tiene menos de 20 000 Me gusta, calcular la probabilidad de que el tema tratado en ella
haya sido sobre viajes.

Solucién:
Sean V' fotografias de viajes, Mo fotografias de moda, Ma fotografias de maternidad, Me menos
de 20000 Me gusta y Me menos de 20000 Me gusta.

nosM¢
Vo= a) P(Me) = P(Re|V)P(V) + P(We|Mo)P(Mo)+
M P(Me|Ma)P(Ma) = 0,95-0,2+0,8 -0, 5+
\,< 0,65-0,2 = 0,785
0,8 Me
o a5~ Me ) P(Me|V)P(V)  0,05-0,2
Ma e .
P(V|Me) = = 20 0,0465
ﬁm (V|Me) P(Me) 1-0,785
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4.15.4. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.15.5 Una empresa comercializa tres tipos de productos A, B y C. Cuatro de cada
siete productos son de tipo A, dos de cada siete productos son de tipo B y el resto lo son de tipo
C. A la exportacién se destina un 40 % de los productos tipo A, un 60 % de los productos tipo B

y un 20 % de los productos tipo C'. Elegido un producto al azar, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacién.

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C' sabiendo que el producto es destinado a la

exportacion.

Solucion:

A producto A, B producto B, C producto C, E exportacién y E no exportacion.

a) P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|B)P(B) + P(E|C)P(C) =
:0,4é+0,6~2+0,2. % = 0,4286

7
_ P(E|IC)P(C)  02-%
b) P(C|E) = PE) 074282 0,0667

4.15.5. Convocatoria Extraordinaria (coincidente)
1 1

Problema 4.15.6 Sabiendo que P(A|B) = 3’ P(BJA) = Y P(ANB) = —,

1
a) Probar razonadamente que P(AN B) = 35

b) Calcular P(A) y P(B).

Solucién:
a) P(ZHE):P(iAUB):1—P(AUB):1—75:>P(AUB):%
_ P(ANB) _ P(AN D)
WB="p@) = PP="pam)
P(ANB) _ P(ANB)
PBIA) =5y = P ="y
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) =
P(ANB) P(ANB) - ! 1
P(Blfl) PLAB) _P(;‘”B)_P(A“B) PUAIB) " P(BIA)
B) 73 1/14—1 — - =16P(ANB) =
g8 1
PANB) =536~ 30
1/30 7
b) ():m:f’)
1/30 1

(B) = 1/3 10
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4.16. Murcia

4.16.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.16.1 Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicién: La
urna A contiene 6 bolas verdes y 4 bolas negras, y la urna B contiene 2 bolas verdes, 4 bolas negras
y 3 bolas rojas. Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacién, se
saca al azar una bola de la urna B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea roja.

b) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea verde, sabiendo que la bola que
se saco de la urna A era verde.

c) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

Solucién:
Sean V A sacar verde de la urna A, N A sacar negro de la urna A, V B sacar verde de la urna B,
N B sacar negro de la urna B y RB sacar rojo de la urna B.

a) P(RB) = P(RB|VA)P(VA)+ P(RBINA)P(NA) = AL
6 4 ;
22 2 2 0.3 .
1010 1010 VAl — s
6/10,
3 RB
b) P(VBIVA) = = =0,3 _
10 410 2710 -
¢) P(NB) = P(NB|VA)P(VA) + P(NB|NA)P(NA) = WA S0 g
4 6 /10

0 1010 10 0

RB

4.16.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.16.2 Un estudio publicado en Environmental, Science and Technology ha revelado
que la probabilidad de contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes es 0,45. Ademds, segin
los datos de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5 % de hombres y un 49,5 %
de mujeres.

a) Suponiendo que los sucesos ” contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y ”ser mujer”
sean independientes, calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar sea mujer y
contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

b) En el mismo supuesto que en el apartado a), calcule la probabilidad de que una persona
elegida al azar no sea mujer o no contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

c¢) Si se eligen 8 personas al azar, jcuél es la probabilidad de que al menos 4 de ellas contraigan
el Covid-19 en el interior de restaurantes?

Solucién:
Sean C' contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes, H hombre y M mujer.
P(C)=0,45, P(H) =0,505y P(M) = 0,495

a) Si C'y M son independientes es P(CN M) = P(C)P(M) = 0,450,495 = 0, 22275
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b) P(CUM)=P(CNM)=1-P(CnM)=1-0,22275 = 0,77725

c) B(8;0,45)
P(X>4)=1—(P(X <4)) =

1—(P(X =0)+ P(X =1) + P(X =2) + P(X = 3)) =

8 8
1— <<0>07450 -0,55% + <1>0,451 20,557+

8 8
(2) 0,452 -0,55% + (3) 0,45% -0, 555> =0, 5230436888

4.17. Navarra

4.17.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

4.17.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

4.18. Pais Vasco

4.18.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 4.18.1 Tenemos dos urnas con el siguiente nimero de bolas blancas y negras:

T': 4 bolas negras y 6 blancas,

R: 7 bolas negras y 3 blancas.
Se selecciona al azar una urna, se extrae una bola y se coloca en la otra urna. A continuacién, se

extrae una bola de esta ultima urna. Calcula la probabilidad de que las dos bolas extraidas:

a) sean negras,
b) sean blancas,

c¢) sean de distinto color.

Solucion:
1 4 1
a)P(NN):7f§+,li:ﬂ
2 10 11 2 10 11 220
1 6 4 1 3 7 9
b)P(BB)_i-TO.ﬁ_F§.E.ﬁ_ﬂ
¢) P(distinto color) = 1 — P(mismo color) =1 — (P(NN)+ P(BB))=1-— (ﬂ + g) _ 2
- - B 220 44/ " 55
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4.18.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 4.18.2 Una urna S contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna 7', 6 blancas y 4
negras.

Elegimos una urna al azar y extraemos dos bolas.
a) {Cudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean negras?

b) Si las dos bolas extraidas son negras, jcudl es la probabilidad de que la urna elegida haya

sido la T?
Solucion: o
Sea N las dos son negras y N las dos no son negras.
3 2 3 4 3 2
N|S —=—yP\NT)=— --=—
PNIS) =57 =g v PN = 355 = 335
328 ~ N
) PN) = E(NJS)P(S) + PINIT)P(T) = s<
_ _ 12 2528 ~N
- =t === — 1202
52872 15 840 = 0,120
P(N|T)P(T) 1.2 56 12 215 —N
b) P(TIN) = = = 2 15 — 2+, 5545 T'<
(V) 840 101 1B/15~N
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Capitulo 5

Estadistica

5.1. Restmenes tedricos

Graficos:

= Varable discreta: con diagrama de barras.
zi, p(xi) = pi, Z pi=1
Media = p = Z x;p;, Varianza = o2 = Z pi(x; — ,u)2 = Z pixi — 12
Desviacion tipica — V/Varianza
» Variable continua: histogramas (intervalos)
zi, fi,

Media = X = %Z{Z, Varianza = o2 = 2 fl(zng X)? _ szlff% -xX

Desviacién tipica = v Varianza

Histograma

Habitantes seguin edad media de una poblacién (en miles)

@

5

o
=

I

25

habitantes

s 0N W

=

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-70 70-30 90-110
edad media

Distribucién Binomial B(n, p):



p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de fracaso. Por ejemplo, si B(7,0,4) =
n="7p=0,4y q=0,6:

<mX=2y:(;)me&:03m

P(X<3)=P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3),56
PX<3)=1-PX>3)=1—-(P(X=4)+PX=5)+P(X=6)+P(X=7)

Su Media= p = np, su Varianza= o> = npq y su Desviacién Tipica= / Varianza.
Distribucién Normal N(u,o):

Tipificacién Paso de una normal N(u, o) a otra N(0,1): & — 'u, si queremos calcular P(a <

X < b) y X es de una normal N(u,0) entoces Z seguird una normal N(0, 1)

P@<X<@:PC;“<Z<a;ﬂ

N(1.2) e

N{po) = = N(0,1)

Cuando una distribucién binmial B(n,p) cumple np > 3 y ng > 3, se aproxima a una normal
N(np,+/npq), si son mayores de 5 la aproximacion es perfecta.

Pz<a)

P(Z>a)=1-P(Z<a), PZ<—-a)=1—-P(Z<a)
Pla< Z <b)=P(Z<b)—P(Z<a)
La correccién por continuidad de Yate seguird las siguientes reglas:

Plx=a)=P(a—0,5< X <a+0,5)
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P(X >a)=P(X >a—-0,5)
Célculo de z,/2 con un Nivel de confianza del 95%: NC = 0,95 = 1 — a (o =Nivel de signifi-

cacién)=— « = 0,05. Para una distribucién bilateral tendremos % =0,025 = P(Z < 24/2) =

1-— % =1-0,025= 0,975 se busca en la tabla N(0,1) y obtenemos 2,/ = 1,96
Para muestras aleatorias de tamaiio n con media X de una N(u, o) la media X se distribuye como

una normal N <u, \;ﬁ)
Error: £ = za/Q%
Intervalo de Confianza: (X — E, X + E) = (Y - za/Q%,f + za/g\jﬁ) zona de aceptacion
de hipétesis de igualdad de medias.

1—
Proporciones: Sea p proporcién de la muestra de tamano n, se distribuye como una N (p, p(p))
n

p(1 —p)

1-— 1-—
Intervalo de Confianza: (p — E,p+ E) = (ﬁ — Zoe/ﬂ/wvﬁ“‘ Za/ﬂ,p(ﬂp)) zona de

aceptacion de hipétesis de igualdad de proporciones.

Error: E = 2,2
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5.2. Andalucia
5.2.1. Modelo

Sin problemas en esta materia

5.2.2. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

5.2.3. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

5.3. Aragén

5.3.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.3.1 El peso de los recién nacidos de una localidad sigue una distribucién normal de
media 3300 gramos y desviacion tipica 465 gramos. Un recién nacido tiene bajo peso si su peso es
inferior a 2500 gramos.

a) Cuadl es la probabilidad de que un recién nacido en esta localidad tenga bajo peso?

b) (Cudl es la probabilidad de que un recién nacido en esta localidad tenga un peso entre 3500
y 4000 gramos?

Solucion:
N(3300;465)

2 b
a) P(X < 2500) = P (Z < w) = P(Z<-1,72) =

1—-P(Z<1,72) =1-0,9573 = 0,0427

3500 — 3300 4000 — 3300
b) P(3500§X24000)=P(T§23T) =
P(0,43<Z<1,51)=P(Z<1,51)— P(Z<0,43) =

0,9345 — 0,6664 = 0, 2681

5.3.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.3.2 De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el
20% por no ser aptos para su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5
huevos:

a) Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos seleccionados (al
menos 1).

b) 1. {Qué es més probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya exactamente
3 huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.

2. ;Cémo razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la calculadora?

Solucion:
B(5;0,2)
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a) PIX>1)=1-P(X=0)=1— <2)0,20-0,85:0767232

5
b) 1. P(X =2) = (2)0,22 -0,8% =0,2048
5 3 2
P(X=3)= 3 0,2°-0,8° =0,0512
Es més probable que sean 2 huevos no aptos.

2. Es razonable pensar que cuantos mas huevos se seleccionen haya més no aptos, dado que
la probabilidad de seleccionar un no apto es siempre la misma.

5.4. Asturias

5.4.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.4.1 El peso en kilos de la poblacién de un cierto pais sigue una distribucién normal
de media 70 y desviacién tipica 10. Se selecciona un individuo al azar.

a) Calcule la probabilidad de que su peso se sitiie entre 65 y 75 kilos.

b) Se realiza una campaifia de comida sana y esto repercute en el peso de la poblacién, mante-
niendo la desviacién tipica pero ahora la probabilidad de que un individuo pese menos de 75
es 0,6 ;Cudl es la nueva media?

(Algunos valores de la funcién de distribucién N(0,1) son: F(z) = P(Z << z), F(0) = 0,5,
F(0,15) = 0,6, F'(0,5) = 0,6915, F(0,6) = 0,7257, F(1,8) = 0,9641)

Solucion:
N(70;10)

a) P(65<X<75):P<65_70<Z<75_70

< X< <7< >:P(—O,5§Z§0,5):P(Z§O,5)—
P(Z<-0,5)=P(Z<0,5)—(1-P(Z<0,5))=0,6915— (1 —0,6915) = 0,383
75—y

b) P(X§75):0,6:>:P<Z§ ):0,6:>
75—
10

=0,15=> p =735

5.4.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.4.2 Se estd estudiando la altura de la poblacién adulta de una cierta ciudad y se
observa que el modelo se rige por una distribucién normal con media 1,75m y desviacién tipica
0,65m.

a) Calcula la probabilidad de que, tomado un adulto al azar mida més de 1,85m.
b) Si se toma una muestra de 10000 personas ;Cudntas personas medirian més de 1,85m?

c¢) Se observa que, de las 10000 personas de la muestra, 6500 miden menos de 1,90m, suponiendo
que se mantiene la media jcudl seria la desviacion tipica?
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(Algunos valores de la funcién de distribucién N(0,1) son: F(z) = P(Z < z), F(0) = 0,5,
F(0,15) = 0,6, F'(0,1538) = 0,5596, F'(0,65) = 0,7422, F(0,385) =0, 65.)

Solucion:
N(1,75;0,65)

1,85 1,75
a) P(X > 1,85)=P(Zz W) = P(Z >0,1538) =

1—P(Z <0,1538) = 1 — 0,5596 = 0, 4404
b) 10000 - P(X > 1,85) = 10000 - 0, 4404 = 4404

6500
P(X < 1,90) = —>"_
¢) P(X < 1,90) = 15555

0,385 = o = 0, 3896

1,90 — 1,75
ag

1,90 — 1,75
>:0,65:> oo -
g

= 0,65 = P<Z§

5.5. Cantabria

5.5.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.5.1 En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribucién normal con
media 100 kg y desviacién tipica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un monta-
cargas, que tiene una capacidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad, salta
una alarma. Se coloca en el montacargas un contenedor escogido al azar.

a) Calcule la probabilidad de que salte la alarma.

b) Calcule cudl deberia ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte sélo en un 1
% de las veces que cargamos un contenedor al azar.

Solucion:
N (100;10)

120 — 100

m ):P(Zz2):1—P(Z§2):1—079772:0,0228

a) P(X2120):P(Zz

b) P(X >a)=0,01l = P (X <a)=0,99 =
P(Xga):P<Z§ a—lOO) _ 0,99 — 210

La capacidad del montacargas deberfa ser de 123,3 kg para que salte la alarma 1% de las
veces.

=2,33= a=123,3

5.5.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.5.2 El tiempo de vuelo de un avién Santander-Madrid sigue una distribucién normal
de media 60 minutos y desviacién tipica 5 minutos.

a) Para conectar con el siguiente vuelo con destino Sevilla, se necesita que el avién tarde menos
de T' = 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avién a Sevilla.

b) Calcule cuanto debe valer T' para que la probabilidad de perder el avién sea del 0,1 %.

Solucion:
N(60;5)
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70—60):]3(222): —P(z<2)=

a) P(X270):P(Z2
1-0,9772 = 0,0228

b) P(X >a)=0,001 = P (X <a)=0,999 =
— 60 — 60

P(Xga)zp(zga ):0,999: a4

=3,1= a="1755

El tiempo debe ser de 75 minutos y 30 segundos para perder el avién el 0,1 % de las veces.

5.6. Castilla La Mancha

5.6.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.6.1 Se pide:

a) Se calcula que una quinta parte de los niflos espafioles presentan algtin tipo de intolerancia
alimentaria. En una cantina escolar los ninos se sientan al azar en mesas de 4 comensales.

a.l ;Cuél es la probabilidad de que en una mesa haya algin nino con intolerancia alimentaria?

a.2 Cuando en una mesa hay algin nino con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le sirve
el pan sin gluten. Si un dia hay ocupadas 8 mesas, ;cudl es la probabilidad de que haya
que servir pan sin gluten en alguna mesa?

b) El peso de los paquetes de 1 kg arroz que comercializa determinada marca siguen una distri-
bucién normal de 985 g de media y 25 g de desviacién tipica.

b.1 jCuantos pesaran mas de un kilo?

b.2 ;Cuédnto pesard el més ligero del 70 % de los que més pesan?

Solucion:

a) Se trata de una distribucién binomial B(4;0, 2)

4
al PX>0)=1-P(X=0)=1— (0)0,20-0,84:0,5904

a.2 Se trata de una distribucién binomial B(8;0,5904)
8
PX>0=1-P(X=0)=1- (o) 0,5904° - 0,4096% = 0, 99921

b) N(985;25)

b.1 P(X >1000) = P (Z > %;985) =P(Z>0,6) =

1-P(Z<0,6)=1-0,7257=0,2743
Pesaran més de un kilo el 27,43 % de los productos.

— 985 — 985\
b.2P(Xza):o,7:>P(Zza25 ):1—P(Z<“ ) e

- 25
985 —a 985 —a
P(r<80) Cp(r<®0) oo
- 25 - 25 0.7
985 —a
25

= 0,525 = a = 971,875
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5.6.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.6.2 Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad
que realmente contienen sigue una distribuciéon normal con media 150 ml y desviacién tipica 5 ml.

b.1 ;Qué proporcién de las botellas contiene mas de 152 ml?
b.2 ;Qué proporcién de botellas tiene entre 149 y 152 ml?
Solucién:

N(150;5)

b.1 P(X2152):P(Z2 =P(Z>0,4) =

1-P(Z<0,4)=1-0,6554 = 0,3446
Contienen méas de 152 ml el 34,46 % de las botellas.

(149 — 150 152 — 150)

152 — 150>
)

b2 P(149 < X < 152) = P
P(—0,2< Z<0,4)=P(Z<0,4) — P(Z < —0,2) =
P(Z<0,4)—(1— P(Z <0,2)) =0,6554 — 1 +0,5793 = 0,2347
Contienen entre 149 y 152 ml el 23,47 % de las botellas.

<7Z<

Problema 5.6.3 Un piloto de Férmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera
cualquiera. Si participa en las préoximas 4 carreras, jcudl es la probabilidad de que gane al menos
dos?

Solucion:
B(4;0,6)
4 4
PX>2)=1-P(X<2)=1-(P(X =0)+P(X =1)) = 1—(( >0,60 -0,4% + <1>0,61 -0743) =
0, 8208

5.7. Castilla Leon
5.7.1. Modelo

Problema 5.7.1 La variable aleatoria IMC (indice de masa corporal, de modo abreviado) de las
personas adultas de un determinado pais sigue una distribucién normal de media 26 y desviacién
tipica de 6. Si tener un IMC superior a 35 significa ser obeso, encontrar la proporcién de personas
adultas obesas de ese pais.
Solucién:

N(26;6)

35 —26
6

P(X > 35) :P(Zz ) =P(Z>1,5)=1-P(Z<1,5 =1-0,9332 = 0,0668 =>

6,68 %

5.7.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.7.2 El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca
de impresoras viene dado, aproximadamente, por una distribucién normal con un promedio de
1500 horas y una desviacion tipica de 200 horas.
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a) {Qué porcentaje de impresoras fallardn antes de 1000 horas de funcionamiento?

b) Si compramos 500 impresoras ;Cuédntas de esas impresoras tendran la primera averia entre
las 1000 y 2000 horas de uso?

Solucion:
N(1500; 200)
1 -1
a) P(X <1000) = P (z < w> —P(Z<-2,5) =
1= P(Z<2,5)= 10,9938 — 0,0062 —> 0,62%

1000 — 1500 2000 — 1500
b) P (100 2000) = P( 200 <Z< 500 >
P(-2, 2,5)=P(Z <2,5)— P(Z<-2,5)=
P(Z<2,5)—(1-P(Z<2,5)=2P(Z<2,5)—1=2-0,9938 —1=0,9876 = 98,76 %
El nimero de impresoras que tendran averia entre 1000 y 2000 horas de uso sera 500-0, 9876 =

493,8 = 494 impresoras.

0<Z<
5<Z<

5.7.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.7.3 La variable agudeza visual de una poblacién se ajusta a una distribucién normal
de media 2 cpg (ciclos por segundo) y desviacién tipica 1 cpg. A los individuos con una agudeza
visual inferior a 1.1 cpg se les considera con ”problemas visuales graves”.

a) {Qué porcentaje de la poblacién tiene ”problemas visuales graves”?
b) {Qué porcentaje de la poblacién tiene una agudeza visual entre 2 y 2.9 cpg?
Solucion:
N(2;1)
1,1-2
a) P(X<1,1)=P ng = P(Z <-0,9) =
1-P(Z<0,9)=1-0,8159=0,1841 = 18,41 %

b) P(2§Z§2,9):P(2;12§Z§2’9_2)

0,8159 — 0,5 =0,3159 = 31,59 %

5.8. Cataluna

5.8.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

5.8.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

5.9. Comunidad Valenciana

5.9.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia
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5.9.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

5.10. Extremadura

5.10.1. Modelo

Problema 5.10.1 Se tiene una moneda trucada para la que se sabe que la probabilidad de cruz
es 0,3. Si se lanza la moneda cinco veces, calcular:

a) Probabilidad de obtener cuatro cruces.

b) Probabilidad de obtener al menos cuatro cruces.
c¢) Probabilidad de obtener a lo sumo cuatro cruces.
d) Probabilidad de no obtener ninguna cruz.

Solucion:
B(5:0,3) P(X=a)= <Z> 0,3%.0,7"¢

5
a) P(X =4) = (4)0,34-0771 =0,02835

5

b) P(X >4) = P(X = 4) + P(X = 5) = 0,02835 + (5

0,03078
¢) P(X <4)=1-P(X =5)=1-0,00243 = 0,99757

)0,35 -0,7° = 0,02835 + 0,00243 =

d) P(X =0) = (g) 0,3°-0,7° = 0,16807
5.10.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.10.2 Un examen con opcién miltiple estd compuesto por 10 preguntas, con cuatro
respuestas posibles cada una, de las cuales s6lo una es correcta. Suponga que uno de los estudiantes
responde todas las preguntas del examen al azar. Calcular la probabilidad de que conteste bien

a) cinco preguntas,
b) alguna pregunta.
¢) Calcular la media y la desviacién tipica de la distribucién.
Solucién:
B(10;0,25)
10 5 5
a) P(X =5)= 5 0,25°-0,75° = 0,0583992

10

b) P(X>O):1—P(X:0):1—<O

)0, 25°.0,75'% =1 —0,0563135 = 0, 9436865
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¢) La media p =np =10-0,25 = 2,5 y la desviacién tipica o = /npg = /10-0,25-0,75 =
1, 3693064

5.10.3. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.10.3 El didmetro de las cerezas picotas del Jerte se distribuye normalmente con
media 2,5 cm y desviacién tipica 0,2 cm.

a) Si se desea seleccionar, para su exportacion, el 10% de las mds grandes, ja partir de qué
tamafio hay que cogerlas?

b) Si tomamos una cereza picota del Jerte al azar jqué probabilidad tiene la cereza de tener un
didmetro entre 2,2 cm y 2,8 cm?

Solucion:
N(2,5;0,2)
a—2,5 a—2,5 a—2,5
> = > ! =1- <—1") =0,1 P < ’ =
8) P(X > a) P<Z— 0,2) P(Z— 0,2) 01 = (Z— 0,2)
—2.5
0,9=— L2 1 98— a=2,756

9

El tamanio debe de ser mayor de 2,756 cm. al elegir el 10 % de las cerezas.

2,2-2 2,8 -2
b) P(272§X§278):p<’072’5gzgu>

0,2
P(-1,5<2<1,5)=P(Z<1,5)—P(Z<—1,5)=2P(Z<1,5)—1=
20,9332 — 1 = 0,8664

5.11. Galicia

5.11.1. Convocatoria Ordinaria
Problema 5.11.1 Se pide:

a) Calcule el valor de P(—2 < X < 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacién
tipica 3.

b) Calcule el valor de a que hace que P(u—a < X < p+a) = 0,8064 si X sigue una distribucién
normal de media y y desviacién tipica 4.

Solucion:
a) N(1;3)
21 71
P(-2<X<T)=P <Z<i)=P-1£2<2)-
P(Z<2)-P(Z<-1)=P(Z<2) —(1-P(Z<1)) =
P(Z<2)+P(Z<1)-1=0,9772+0,8413 — 1 = 0, 8185
b) N(p;4) N
P(,u—aSXSM—i—a):P('u Z 'USZS'U j M)
—Q (0% « —Q
i g <) - <2 =
(e nd)-p(e=9) r(r= )
<)Y (1- <)) = <) 1=
P(Z_é%) (1 P(Z_a4) 2P(Z 4) 1= 0,8064 —
< ) = — = =
P(Z_4) 0,9032 — S =1,3—a =52
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5.11.2. Convocatoria Extraordinaria
Problema 5.11.2 Se pide:

a) Se hace un examen tipo test con 60 preguntas y 4 opciones por pregunta, de las que s6lo una

es correcta. Calcule la probabilidad de acertar por lo menos 16 preguntas si se responden las
60 al azar.

b) Si X sigue una distribucién normal de media 25 y desviacién tipica 2, calcule P(X < 24) .
Luego, calcule el valor de o > 0 tal que P(25 —a < X < 25+ «) =0,2128

Solucién:

a) B(60;0,25) comon > 10, np=15>5y ng=45>5=—

N(np,/n
x VUL N 15,3, 35)
15,515

> e >:P(ZZO,15):lfP(Z§0,15):170,5596:0,4404

5 ):P(Zg—0,5):1—P(Zgo,5):1—0,6915:0,3085

e}
o
ot
|
Q
IA
»
IA
[N}
ot
+
L
I
~

<zZ<
2 - 2

(25—a—25 25+a—25)_
)-r(z2 ) -

5.12. Islas Baleares

5.12.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.12.1 El tiempo de duracién de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue
una distribucién estadistica normal de media 8,8 meses con una desviacién tipica de 3 meses.

a) (Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses?
b) (Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses?

¢) ;Para qué valor del pardmetro ¢ se tiene que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + ¢) es el intervalo de
tiempo de duracién del 98 % de las actualizaciones?

Solucion:
N(8,8;3)

10-8,8

a) P(X >10) = P(Zz 3

0,3446 = 34,46 %

) =P(Z >04) =1-P(Z < 0,4) =1-0,6554 =
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— 10 —
b Pr<x<10)= P(T 287 <0288 Cpo <z <o) = Pz <04~

P(Z < —-0,6) = P(Z <0,4)—(1—-P(Z <0,6)) =0,6554 — (1 —0,7257) = 0,3811 =

38,11%
c)P(8,8—c§X§8,8+c)=P<&8_7§_8’8SZSM)ZP(%CSZS@:
C C
P(Z<f)— 1—P(Z<—)):>
730 73 C
2P Z§§>—1:0,98:>P 7<%)=0,99 —
§:2,325:>c:6,975

5.12.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

5.13. Islas Canarias

5.13.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.13.1 El numero de ventas diarias de periédicos en un quiosco se distribuye como
una distribucién normal de media 30 periédicos y desviacién tipica v/2. Determina:

a) La probabilidad de que en un dia se vendan entre 28 y 31 periddicos

b) Justifica si es cierto que la probabilidad de vender més de 32 periédicos es menor que 0,1

¢) El dueno del quiosco considera que su puesto estd situado en una buena zona, ya que sabe
que hay més de un 80 % de posibilidades de vender més de 29 periddicos diarios. ;Esté en lo

cierto? Justificalo

Solucion:

N(30;V2)

a) P(28§X§31):P(
P(-1,41<Z<0,71)=P(Z<0,71) — P(Z < —1,41) =
P(Z <0,71) — (1 — P(Z <1,41)) = 0,7611 — (1 — 0,9207) = 0, 6818

28 — 30 31—30)
V2

S

32 —-30

b) P(X > 32) :P<Z2 > =P(Z>1,41)=1—-P(Z <1,41) =1 —0,9207 = 0,0793

La probabilidad de vender mas de 32 periédicos es claramente menor de 0,1.

29 — 30

<) P(X229):P<Z2 ):P(ZZ—O,71):1—P(Z§—O,71):1—(1—P(Z§

0,71)) = P(Z <0,71) =0,7611
El dueno del quiosco no estéd en lo cierto, la probabilidad de vender méas de 29 periédicos es
de 76,11 % inferior al 80 % que supone.
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5.13.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.13.2 El 10% de la poblacién de Canarias tiene alergia a la flor del olivo. Con esta
informacién, responde a las siguientes preguntas:

a) En una muestra de 100 individuos, jqué probabilidad hay de que mds de 12 seleccionados
tengan alergia a la flor del olivo?

b) Se toma una muestra de 400 individuos, jcudl es la probabilidad de que menos de 32 selec-
cionados tengan alergia a la flor del olivo?

¢) En una muestra de 500 individuos, jcudl es el ntimero esperado de individuos que no tendran
alergia a la flor del olivo?

Solucién:
Se trata de una distribucién binomial B(n;0,1)
a) n=100>10,np=10>5yng=90>5 =
N(np,\/n
B(100;0,1) =" N(10;3)
Aplicamos la correccién por continidad de Yates.

12,5 — 10
P(X>12)=P (z > f) = P(Z>0,83)=1-P(Z <0,83) = 10,7967 = 0,2033

b) n=400> 10, np=40>5y ng =360 > 5 =

N(np,/n
B(400;0,1) =" N(40;6)
Aplicamos la correccién por continidad de Yates.

1,5 -4
P(X > 32) = P(Zz ¥> —P(Z>-1,42) =1 P(Z <1,42) =1—0,9222 =
0,0778
c) E(X)=ng=500-0,9 =450 no tendrén alergia al olivo.

Problema 5.13.3 Una prueba, utilizada para determinar la presencia de plomo en una aleacién
de acero, es errénea en 8 de cada 100 andlisis realizados.

a) Se realizan 10 anélisis con esta prueba, jcudl es la probabilidad de que exactamente 3 de
estos andlisis sean erréneos?

b) Comprueba si es cierta la siguiente afirmacién: "En 10 anélisis realizados con esta prueba,
hay menos de un 5% de posibilidades de encontrar mds de dos anédlisis erréneos”

c) Si se realizan 100 andlisis con esta prueba, jcudl es el nimero esperado de andlisis correctos?

Solucion:

B(n;0,08)

a) B(10;0,08)
P(X =3) = (10

3 >0, 083 - 0,927 = 0, 03427409517

b) B(10;0,08)
P(X>2)=1-(P(X=0+P(X=1)+P(X=2)) =
10 10 10
1-— (( 0 )0, 08Y - 0,920 + ) )0, 08'-0,92° + ( ) )o, 082 - 0,928) =0,04007541968
La afirmacién es cierta por debajo del 5%.

244



¢) E(x)=100-0,92 = 92 serfan correctos.

5.14. La Rioja

5.14.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.14.1 Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 4 y desviacién
tipica 2. Calcula el valor de a para que:

PA-—a<X <4+a)=0,5934

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)
Solucién:

N(4;2)
4—a—14 4 —4
P(4—a<X<4+a):p(L§Z§L):p(_
a a

< —=) = < —) = — <
Plre8)=r(z<)-(1-r(s

<— — = <7 =
iP(Z_2> 1 0,5934:>P<Z_2)
5 =0.83= a=1,66
5.14.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.14.2 La presién arterial sistolica de una muestra de adolescentes sigue una distribu-
cién normal de media 120 anos y desviacién tipica 12. Si se elige un adolescente al azar, halla:

a) la probabilidad de que su presién arterial sea superior a 132;
b) la probabilidad de que su presién arterial esté entre 96 y 144.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)
Solucién:

N(120;12)
132 — 120
Y P(XZBQ):P(ZZT)ZP(ZZ1)=1—P(Z§1):1-0,8413:071587
—12 144 — 12
b) P(96§X2144):P<%§Z§T0):

P(—2<Z<2)=P(Z<2)—(1-P(Z<2)=2P(Z<2)—1=2-0,9772—1 = 0,9544

5.15. Madrid

5.15.1. Modelo

Sin problemas en esta materia
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5.15.2. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.15.1 Segun el Instituto Nacional de Estaditica, durante el ultimo trimestre de 2020,
el porcentaje de mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracién de las empresas
que componen el Ibex-35 fue del 27,7 %.

Se reunieron 10 de estos consejeros.

a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

¢) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que en un
congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de repre-
sentacion femenina.

Solucion:
a) B(10;0,277)
10
P(X =5) = ( . )0, 277 - (1 —0,277)'°7% = 0, 08118781857

b) Sea A el suceso al menos hay un hombre tendremos:

1
P(A)=1—(P(X=10)=1- <18) 0,277 . (1 —0,277)10710 = 0,9999973405

c¢) Tenemos p = 0,277, ¢g=1—0,277 =0, 723.
Como n = 200 > 10, np = 200 - 0,277 = 55,4 > 5 y nqg = 200 - 0,723 = 144,6 > 5 podemos
utilizar la aproximacién a una normal:

X =~ B(n;p) = X =~ N(np; /npq)
X ~ B(200;0,277) = X ~ N(55,4;6,329)

0,35-200 =170

69,5 — 55,4
6,329
=1-0,9871 = 0,0129

P(XZ?O):P<Z> >:P(2>2,23):17P(Z<2,23)

5.15.3. Convocatoria Ordinaria(coincidente)

Problema 5.15.2 En una tienda se hace un estudio sobre la venta de dos productos Ay B a lo
largo de un mes. La probabilidad de que un cliente compre el producto A es de un 62% y la de
que compre el producto B es de un 40 %. Se observa, ademés, que el 12 % de los clientes compran
al mismo tiempo el producto A y el producto B. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que un cliente haya comprado el producto A sabiendo que no ha
adquirido el producto B.

b) Calcular la probabilidad de que un cliente no compre ni el producto A ni el producto B.

¢) Sabiendo que a lo largo de un mes visitan la tienda 3000 personas, calcular, utilizando la apro-
ximacion de la distribucién binomial mediante la distribucién normal, cudl es la probabilidad
de que compren el producto B mas de 1250 personas.
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Solucién:
Tenemos P(A) =0,62, P(B)=0,4y P(ANnB) =0,12

= _ P(ANB) _ () P(ANB) 0,62 0,12

a) P(A|B) = 55 (B) =g = 0.8
b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =1— (P(A)+P(B)— P(ANB)) = 1— (0,62 +0,4 —
0,12) =0,1

¢) p=0,4= ¢=0,6 = B(3000;0,4)
Como n > 10, np = 1200 > 5 y nqg = 1800 > 5 —>
pw=mnp=3000-0,4=1200y o = \/npq = 26,83 =

N (1200; 26, 83)

1250,5 — 12
P(X > 1250) = P <Z > %) = P(Z>1,88) =

1-P(Z<1,88) =1-0,9699 = 0,0301

5.15.4. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.15.3 En una comunidad auténoma tres de cada cinco alumnos de segundo de ba-
chillerato estdn matriculados en la asignatura de Matematicas II. Se eligen 6 alumnos al azar de
entre todos los alumnos de segundo de bachillerato. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados en Matemaéti-
cas IL

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matematicas II.

¢) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular, apro-
ximando la distribucién binomial mediante una distribucién normal, la probabilidad de que
mas de 60 de estos alumnos estén matriculados en Matematicas II.

Solucion:
a) B(6:0,6)
6
P(X =4) = (4)0,64 (1 -0,6)°"*=0,31104

b) Sea A el suceso alguno estd matriculado:

P(A)=1—-(P(X=0)=1- (g) 0,6°-(1—-0,6)7%=0,995904

¢) Tenemos p = 0,277, ¢ =1— 0,277 = 0,723.
Como n =120 > 10, np=120-0,6 =72 > 5y ng = 120 - 0,4 = 48 > 5 podemos utilizar la
aproximacién a una normal:

X ~ B(n;p) = X ~ N(np; /npq)
X ~ B(120;0,6) = X ~ N(72;5,37)
60,5 — 72

5,37
P(Z <2,14) = 0, 9838

P(X>60):P(Zz ):P(Zz—2,14):
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5.15.5. Convocatoria Extraordinaria (coincidente)

Problema 5.15.4 El 60 % de los habitantes de una ciudad utiliza para trabajar un mdvil, el 30 %
utiliza un ordenador portétil y el 25 % no usa ninguno de los dos dispositivos.

a) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice ambos dispositivos para
trabajar.

b) En esa ciudad, jes independiente el uso del mévil y del ordenador portétil para trabajar?
Justifique la respuesta.

c¢) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice exclusivamente el ordenador
portétil para trabajar.

d) Si elegimos al azar 10 individuos, calcule la probabilidad de que exactamente 8 de ellos
utilicen para trabajar un mévil.

Solucién:
Sean M utiliza el mévil para trabajar y O utiliza el ordenador.
Tenemos P(M)=0,6, P(O)=0,3y P(MNO)=0,25

a) PMNO)=P(MUO)=1-P(MUO)=0,25= P(MUO)=0,75
P(MUO) = P(M) + P(O) — P(MNO) =
0,75=0,6+0,3— P(MNO)=> P(MNO)=0,9-0,75=0,15

b) P(M)P(O) =0,6-0,3=0,18y P(MNO)=0,15= P(MnNO) # P(M)P(O) = los
sucesos M y O no son independientes.

¢) P(ONM)=P(O)-P(MNO)=0,3-0,15=0,15
d) B(10;0,6)
1
P(X=8)= ( 8O> 0,6%-0,4% = 0,12093

5.16. Murcia

5.16.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.16.1 En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

El cociente intelectual (CI) de los estudiantes universitarios sigue una distribucién normal de
media p y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10 veces la desviacion
tipica y que el 93,32 % de los estudiantes tiene un CI menor de 115.

a) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucion.

b) Si se eligen al azar 5 estudiantes universitarios, jcuél es la probabilidad de que exactamente
3 de ellos tengan un CI mayor de 1157

Solucion:
N(p,0) = N(100;0)

115 - 100
o

) _0,0332 — 27100

a) P(X <115) =0,9332 = P(X <115) =P (Z <
g

1,6= =10y =100
N (100;10)
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=P(Z>1,5) =

b) p:P(X2115):P(Zzw>

1—P(Z<1,5)=1-0,9332 = 0, 0668 =>
B(5;0,0668) y ¢ = 1 — 0,0668 = 0, 9332

5
P(X =3)= ( )0,06683 -0, 93322 = 0,0026

3

5.16.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.16.2 En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.
La altura de los individuos de una poblacién sigue una distribucién normal de media 175 cm y
desviacion tipica 4 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida mas de 170 cm.
b) Calcule qué porcentaje de la poblacién mide entre 170 y 185 cm.

¢) Calcule la altura que es superada por el 33 % de la poblacién.

Solucion:
N(p,0) = N(175;4)

170 — 1
a) P(X2170):P(ZZM) _P(Z> 1,25 =
P(Z <1,25) =0,8944
b) P(170§X§185)ZP(M§Z§M):

P(-1,25< Z<2,5)=P(Z<25) - P(Z<-1,25) =
P(Z <2,5)— (1—P(Z<1,25)) =0,9938 — (1 — 0,8944) = 0, 8382

a— 175

a—175) B

):1—P(Zg“_4175) — 0,33 — P(Zg -

c) P(Xza):P(Zz

0,67 — 2717

=0,44 — a = 176,76 cm

5.17. Navarra

5.17.1. Convocatoria Ordinaria

Sin problemas en esta materia

5.17.2. Convocatoria Extraordinaria

Sin problemas en esta materia

5.18. Pais Vasco

5.18.1. Convocatoria Ordinaria

Problema 5.18.1 El peso (en gramos) de una pieza fabricada en serie sigue una distribucién
normal de media 52 y desviacién tipica 6,5.
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a) Calcula la probabilidad de que el peso de una pieza fabricada esté comprendida entre 50 y
68 gramos.

b) Si el 30% de las piezas fabricadas pesa mds que una pieza dada, jcudnto pesa esta tltima?

Solucién:
N(52;6,5)
52 ~ 52
a) P(50§X§68):P(506 55 <z< 686 55 ):
P(~0,31 < Z < 2,46) = P(Z < 2,46) — P(Z < —0,31) =
P(Z <2,46) — (1 — P(Z < 0,31)) = 0,9931 — (1 — 0,6217) = 0, 6148

6,5
— 52
=0,525 = a = 55,4125

( 9
b) P(Xza):P<Zza6752>:1—P<Z§a752):0,3:>
> a

P(Z<a_
6 ;

El 30 % de ias piezas fabricadas pesan més de 55,4125 gramos.

5.18.2. Convocatoria Extraordinaria

Problema 5.18.2 Un estudio ha mostrado que, en un cierto barrio, el 60 % de los hogares tienen
al menos dos coches. Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se pide:

a) Cudl es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando menos dos
coches?

b) ;Cudl es la probabilidad de que entre 30 y 40 hogares, ambos incluidos, tengan al menos dos
coches?

Solucion:
B(50;0,6)

Comon >10,np=30>5yng=20>5—

N(np,/753)
B(50;0,6) A" N(30;3,464)

19,5 — 30
P(X > 20 :P<Z>’7
8) P(X >20) = 73,464

P(Z <3,03) =0,9988

) = P(Z > —3,03) =

29,5 — 30 40,5—30)
< < = — < < — | =
b) P(30 < X < 40) P( 3,464 sZs 3,464

P(—0,14 < Z <3,03) = P(Z < 3,03) — (1— P(Z < 0,14)) =
0,9988 — (1 — 0,5557) = 0, 5545
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