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Capitulo 1

Algebra

1.1. Resumenes teoricos

Matrices
matriz A dimensién Transpuesta AT dimension
air - Qin air -0 Aim
mxn nxm

Am1 " Amn apl " Gnm

matriz cuadrada orden identidad matriz triangular
a1 - am 1 --- 0 a1 - am

n
ani -+ A 0 --- 1 0 - ann

= Suma: Tienen que tener la misma dimensién y se suman término a término.

= Producto de una matriz por un niimero real: Se multiplican todos los términos de la
matriz por ese ntmero.

= Producto de dos matrices: Se desarrolla multiplicando matriz fila por matriz columna de
la siguiente manera:

b1
(a1 a2+ am )- : =anbn +azbar + - + ainbm
bnl
El ntimero de columnas de la primera matriz tiene que ser igual al niimero de filas de la
segunda.
Determinante de una matriz

= La matriz tiene que ser cuadrada

aip  ai2

a) De orden dos:
az;  G22

= 11G22 — G120G21
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b) De orden tres: (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
a1 @22 Q23 | = Q11022033 + A21032013 + A31G12023—
az1 asz ass

—(a13a22a31 + a23az2a11 + a33a12021)

= Propiedades:

a+m b+n c+p a b c m n p
a) d e f =|d e f|+| d e f
g h i g h i g h 1
b) |AT] = |A]
¢) |A-B| = |A|-|B|
d) Si cambiamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo.
e) Si una fila o una columna tiene todos sus elementos igual a cero el determinante vale

cero.
f) Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante vale cero.
g) Si dos filas o dos columnas son proporcionales el determinante vale cero.

h) Si una fila o columna es combinacién lineal de las otras el determinante vale cero.

a b ¢ a b ¢ a b c a b c
)|d e fl=|d e fl+|d e f|= d e f |, es decir, si a una
g h i g h i a b c g+a h+bdb i+c
fila (o0 a una columna) le sumamos otra fila (u otra columna) el determinante no varfa.
a b c a b c a b ¢ a b c
Hld e fl=|d e fl+]| d e f|= d e f , es decir,
g h i g h i ra xb xc g+zxa h+zb i+ zxc

si a una fila multiplicada por un ntimero (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra
columna) el determinante no varfa.

Matriz Adjunta:

» Adjunto del elemento a;; de una matriz es el valor del determinante resultante de eliminar
la fila 7 y la columna j multiplicado por (—1)**7 y se le denomina Ajj.

» Matriz adjunta. Adj(A) = (4i)

Calculo del determinate de una matriz por adjuntos:
Se elige una fila o una columna (cualquiera es vélida, siempre serd mejor aquella que tenga més
ceros), escojo la primera fila para el ejemplo:

|A] = a11411 + a2+ - + a1, A1y
Inversa de una matriz: ‘ "
(Adj(A))
Al
Una matriz tiene inversa si, y sélo si, |A| # 0.

A las matrices que tienen inversa se la llama Regulares y a las que no la tienen se las llama
Singulares.

AT =
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Rango de una matriz

Es el numero de filas linealmente independientes.

De forma practica se calcula por determinantes. Si tenemos una matriz de dimensién 3 X 4 cogemos
matrices cuadradas que tengan el mayor orden posible, tendremos cuatro de orden 3, si el determi-
nate de alguna de ellas es distinto de cero el rango es 3 y habremos terminado, si por el contrario
todas son cero el rango ya no puede ser 3 y buscaremos menores de orden 2. Si alguno de estos
menores es distinto de cero ya habremos terminado, y el rango sera 2, si por el contrario todos son
cero tendremos que buscar menores de orden 1, y en el momento que encontremos alguno distinto
de cero el rango serd 1.

Sistema de Ecuaciones lineales

anrit+ - FamTp = by
am1T1+ - +amnTy = bm
ail N A1n
Matriz del sistema: A =
Am1 Amn
ail N A1n bl
Matriz ampliada: A =
Gmi  ***  Gmn | bm
1
Matriz de variables: X = : ,
Tm
by

Matriz de términos independientes: B = :
bm,
Se trata de una ecuacién matricial: AX = B.
Si |A] #0 = 3A~! y en este caso el sistema se podra resolver de la siguiente manera X = A~'B

Antes de resolver un sistema estudiar si hay ecuaciones nulas, iguales o proporcionales, para el
estudio del rango.

Teorema de Rouché

» Si Rango(A) =Rango(A4) = n° de incdgnitas se trata de un Sistema Compatible Determinado
(SCD). Y tiene solucién unica.

» Si Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas se trata de un Sistema Compatible Indetermi-
nado (SCI). Y tiene infinitas soluciones.

= Si Rango(A) #Rango(A) se trata de un Sistema Incompatible. Y no tiene solucién.

Sistema homogéneos Son aquellos en los que b; = 0, estos siempre tienen solucién z; = zo =
- = &, = 0 solucién trivial, pero en el caso de que de que Rango(4) < m (n° de incdégnitas)
estarfamos ante infinitas soluciones, es decir:

13



= Si Rango(A) = m (n° de incdgnitas) = SCD = 1 = x93 = - - = x,,, = 0 solucién trivial.
» Si Rango(4) < m (n° de incégnitas) = SCI = infinitas soluciones.

Regla de Cramer
Sea A = (C1,C4,Cs,---,C,,, B), entoces sustituimos la columna B en la matriz A por cada una
de las columnas y tendremos:

o IBC Gy Gl [CLB G Gl |GG B
A 7
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1.2. Andalucia
1.2.1. Modelo de 2021

b . !
d ) tales que a + d = 1, tienen determi-

Problema 1.2.1 Calcula todas las matrices X =
0
1

(¢
)

nante 1 y cumplen AX = XA, siendo A = (

Solucion:
0 -1 a b a b 0 -1
AX_XA:(l 0>(cd)_<cd)(1 o):>
—c=b
(fc fd)_(bfa): f:—a:>{a:d
a b/) \d —c a=d b= —c
= —c
1 1
a=d a=d=1 St T I
b=—c 2 V3 V3
e S B s
ad —cb=1 - +b=2=1 B V3 _\/§
4: C= ——— C = —
2 2
L3 1_V3
X = 2 2 X = 2 2
IRZ I Vi1
2 2 2 2
2—-m 1 2m-—1 T
Problema 1.2.2 Dadas las matrices A = 1 m 1 , X = Y y
m 1 1 z
2m? — 1
B = m

1

considera el sistema de ecuaciones lineales dado por X*A = B*, donde X, B denotan las tras-
puestas. Discitelo segiin los distintos valores de m.

Solucién:
2-m 1 2m-1
X'A=B'= (v y 2) 1 m 1 =@2m*—1m 1) =
m 1 1
(2—m)x+y+mz=2m?—1 - 2—-m 1 m|2m?—1
T+my+z=m — A= 1 m 1 m ==
2m—-1ax+y+z=1 2m—-1 1 1 1

Al = —2(m3=3m+2)=0= m=-2m=1

s Sim#1lym# —2= |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas =
Sistema compatible determinado.

s Sim=-2:
4 1 =217 F=F 1 -2 1 |-=-2
A= 1 -2 1 |-=2 = Fr=F = 4 1 =217 =
-5 1 1 1 2F; — Iy -5 1 1 1
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" 1 -2 1 |-2 1) 1 -2 1 |-2
Fy —4F, = 0 9 —6]15 = Fy = 0 9 —-6]15 -
F3 +5F 0 -9 6 |-9 3+ Fy 0 0 0 6

Sistema incompatible.
- 1 1 1)1 -
s Sim=1: A= 11 111 Tenemos F} = F» = F3 = Rango(A4) =Rango(4) =1 <
1 1 11
n° de incégnitas = Sistema compatible indeterminado.

1.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
Problema 1.2.3 Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
mx+2y—z=1
S5r —4y+22=0

2
x+3my:m+g

a) Discute el sistema segiin los valores de m.

b) Resuelve el sistema para m = 0. jHay alguna solucién en la que = 07 En caso afirmativo,
calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Solucion:

m 2 -1 1
a) A= 5 —4 2 0 Al = —6m? —15m=0= m=0ym=—5/2.
1 3m 0 |m+2/5

» Sim#0ym=#—5/2= |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas
y el sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

= Sim= —5/22
—5/2 2 -1 1 F
A= 5 -4 2 0 |=| F2+1)2F | =
1 -15/2 0| —-21/10 F3+2/5F
—5/2 2 -1 1
0 0 0 1 = Sistema incompatible
0 —-67/4 —-1]|-17/4
= Sim=0:
0 2 —1| 1 F = Fy
A= 5 -4 2| 0 |= Fy =
1 0 0|2/ F;=F
1 0 01]2/5 Fy
5 —4 2 0 =| Fb—5F | =
0o 2 -1 1 F3
1 0 0]2/5 Fy Py
0 -4 2| =2 = Py =| F,—5F | =
0 2 -1 1 2F3+F2 F3
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1 0 0|2/5
0 —4 2| =2 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0 0
b) Sim = 0:
2y —z=1 T = 2
Sr —4dy+22=0 )
T=x z=—1+42\

A la vista de esta solucién podemos afirmar que no hay ninguna solucién con x = 0. El valor
de x es siempre —

Sim # 0y m # —5/2 sustituimos = 0 en el sistema y tenemos:

20 —2z=1
—4dy+22=0
2
3my = =
my m—|—5

El sistema formado por las dos primeras ecuaciones es incompatible, luego no hay soluciones
al sistema con z = 0.

Problema 1.2.4 En una empresa se fabrican tres tipos de productos plasticos: botellas, garrafas
y bidones. Se utiliza como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar
cada botella se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidén. El
gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por iltimo, se
sabe que por motivos de capacidad de trabajo, en las maquinas se producen en total 52 productos
cada hora. ;Cudntas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora?

Solucién:

Sean x el nimero de botellas, y el nimero de garrafas y z el nimero de bidones.

50z 4+ 100y + 1000z = 10000 x + 2y + 20z = 200 xz =30
T =2y == r—2y=0 = y=15
r4+y+z=2>52 r+y+z=>52 z2="T7

1.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

0o 3 4
Problema 1.2.5 Considera la matriz A = 1 -4 -5
-1 3 4
a) Comprueba que A% = —A~%,
b) Dadas las matrices
1 -1 2 0
B= 3 0 yC=| -3 2
—4 5 1 -1

calcula la matriz X que verifica A*X + B = AC.

Solucion:

17



0 3 4 0 3 4 -1 0 1

a) A? = 1 -4 -5 1 -4 -5 | = 1 4 4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
1 0 -1
At=( -1 -4 4 | = A2=-4""
1 3 3

b) A*’X +B=AC = A’A*X =AC-B= (A H)(-A ™ HX =AC -B=
A(-AH(-A"HX = A(AC - B) = A(—A )X = A*(AC - B) = X = A*>(AC - B) =

-1 0 1 0 3 4 2 0 1 -1
1 4 4 1 -4 =5 -3 2 = 3 0 =
-1 -3 -3 -1 3 4 1 -1 —4 )

3 —6

6 —21

-3 15

Problema 1.2.6 Una empresa de mensajeria opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanal-
mente hace un total de 70 viajes, y el nimero de viajes por la ruta B es igual a la suma de los
viajes por las rutas Ay C.

a) Sisabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas A y C' es 70, {podemos deducir
el numero de viajes por cada ruta? Razona la respuesta.

b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al nimero de viajes por la ruta B menos 5,
jcudntos viajes hace por cada ruta?

Solucién:
Sean z el numero de viajes por la ruta A, y el nimero de viajes por la ruta B y z el nimero de

viajes por la ruta C.

r+y+2="70 r+y+z2="70
a) y=x+=z = r—y+2=0 = F3 = I} + F, = sistema compatible
2x+2)="10 xr+2z2=235
indeterminado. El sistema tiene infinitas soluciones:
{m+y+z=70 ;f;’g_A
r—y+2=0 =\
r+y+2z="70 r+y+z2="70 =20
b) y=x+z = r—y+z=0 = y=35
2z=y—5 y—2z=05 z=15
1.3. Aragdn
1.3.1. Modelo de 2020
Problema 1.3.1 Considere las matrices:
2 21 1 0 —1
A= 0 2 1 y B= 0 1 0
2 11 1 2 -1



Encuentre la matriz X que resuelve la siguiente ecuacién matricial:

AX-X=8B
Solucién:
AX-X=B= (A-)X=B= X=(A-1)"'B=
2 2 1 1oo\\ /10 -1 0 3 0
0 21 -1 0 1 0 0 1 0 = 1 -4 -1
2 11 0 0 1 1 2 -1 -1 5 1
Problema 1.3.2 Considere las matrices:
2 21 1 0 -1
A= 0 2 1 y B=| 0 1 0
2 1 1 1 2 -1
a) Estudie si existe la matriz inversa de B.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones:
x 0
B Y = 0
z 0
Solucién:
a) |[B|=0= AB .
1 0 -1 T 0 r—2z=0 T=A
b) 0 1 0 y |=1 0 | = y=20 — y=0
1 2 -1 z 0 r+2y—2z=0 z=A

Problema 1.3.3 Sea k un pardmetro real y considere el siguiente sistema de ecuaciones:

r+y—z=1
2+ 3y+ kz=3
z+ky+3z2=2

Determine los valores del parametro real k, para lo que ese sistema es compatible determinado,
compatible indeterminado o incompatible.

Solucion:

B 1 1 —-1]1

A= 2 3 k|3 |,|A=—-(k*+k—-6)=0= k= -3yk=2.
1 k 312

» Sik# -3yk#2= |A] # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s Sik=-3:
B 1 1 1|1 F 1 1 —-11|1
A= 2 3 =313 =| Fr,—-2F | = 0 1 —-1|1 =
1 -3 312 Fs — Fy 0 —4 411

—

1 -111
1 —-1|1 — Sistema Incompatible

Iy
P -
Fs5+4F, 0 0 015

19

o



» Sik=

11 —-1]1 P 11 —-1|1 P
A= 2 3 2|3 = | Iy, —2F, | = 0 1 411 = F =
1 2 312 F;—F 0 1 411 F;— F,
11 -1]1
0 1 411 — Sistema compatible indeterminado
00 0f0

1.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

0 0 -2
Problema 1.3.4 Dada la siguiente matriz: A = 1 2 1
1 0 3

a) Estudie el rango de la matriz A— kI segun los valores de k € R, donde I es la matriz identidad
de orden 3.

b) Calcule la inversa de A — kI para k = 0.

Solucion:
00 -2 E 0 0 —k 0 -2
a) A—kI=( 1 2 1 |- 0 k 0 |= 12—k 1 ,
10 3 00 k 1 0 3—-k
|A—kI|=2—-k) (k> -3k+2)=0=k=2yk=1

& Sik£1yk+#2=— |A]l #0= Rango(A) =3

& Sik=1:
-1 0 -2 o
A—KkI= 11 1 ,|A|0‘ ’17&0:> Rango(A4) = 2
1
1 0 2
o Sik=2
-2 0 -2
A—kI= 1 0 1 , F1 = —2F) = -2F3 =
1 0 1
Rango(A4) =1
0 0 -2 3/2 0 1
b)Sik=0= A—kI=( 1 2 1 |= A-k)'=( -1/2 1/2 —-1/2
1 0 3 —1/2 0 0

Problema 1.3.5 Se pide:
2d 2e+2f 2f

a b c
a) Sabiendo que | d e f | =5 calcule justificadamente | —g —h—1 —i
g h i a b+c c
2 00 1 0
b) Dada la matriz A = 2 2 2 |, resuelva el sistema <A — iAT) X = 9 ], donde
2 00 5

AT es la matriz traspuesta de A.
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Solucion:

2d 2e+2f 2f a b+c c a b+c ¢
a) | —g —h—i —i|=2|d e+f f |=-2|d e+f f|=
a b+c c —g —h—i —i g h4+1 1
a b ¢ a ¢ c b ¢
-2 d e f|+|d f f =-2 e f|=-2-5=-10
g h 1 g i 1 h i

1 —1\ ! 1 1/2 —1/2

2 1 2 = 2 1 -2 | =

2 -1 0 —2 —1/2  3/2
x 1 1/2 —1)2 0 2
y | = 2 1 =2 9 |=( -1
P 2 —1/2 32 5 3

Problema 1.3.6 Se pide:

a) Resuelva el siguiente sistema matricial

2X+3Y:( B

N Ot W
(O RN B V]
N——

3X—2Y:(

b) Calcule ( _? (1) ) Yn € N
Solucién:

a)

— _190 ?321 :$*13Y:<—£ ~13
6X—4Y:<_4 8)



Sustituyendo en una de las ecuaciones:

-1 2 -1 0 -
2X+3Y—( 3 7>:>2X—|—3< 1 1)—(

—_
~N N
N~—

2 0\" 2n 0
<—1 1) _<1—2" 1) vn €N

1.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

0 1 1
Problema 1.3.7 Dada la siguiente matriz: P = 1 -k -2k
1 —k 0

a) Estudie el rango de la matriz A = I + P, donde I es la matriz identidad de orden 3, segin
los valores de k € R,.

b) Para k = 1, calcule la inversa de A del apartado anterior.

Solucion:
1 0 0 0 1 1 1 1 1
a) A=I+P= 01 0 — 1 -k -2k = 1 1—-k =2k |,
0 0 1 1 —k 0 1 -k 1
A= —2k* -3k—1=0=k=—-1yk=—=

1
- Sik;élyk7éf§:> |A] # 0 = Rango(A) =3

& Sik=-1:
1 1 1 11
A= 12 2 ,|A|—0y‘ ‘—1;&0:>Rango(A)_2
1 2
1 1 1
1
- 1 = ——
@ Sik 5
1 L1 1 1 1
1 1/2 1
Rango(A) =2
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11 1 /3 1/3  1/3
b) Sik=1= A= 1 0 -2 |= A"'=| 1/2 0 —1/2
1 -1 1 1/6 —1/3 1/6

Problema 1.3.8 Dadas las siguientes matrices:

3 -1 1 11
B = 1 1 1), =3 -1 ,02:(_;);(1))
-1 1 -1 1 0

a) Compruebe que la matriz B tiene inversa y calcilela.

b) Calcule la matriz X que verifica la siguiente ecuacién matricial: I + BX = C1C5, donde I es
la matriz identidad de orden 3.

Solucidn:
/2 0 1/2
a) |[Bl|=-4#0= 3B ' = 0 1/2 1/2
-1/2 1/2 -1
b) I+ BX =C1Cy = BX=0C1Cy— = X =B YC,Cy— 1) =
/2 0 1/2 11 1/ o 1 00
0 1/2 1/2 3—1(321)—010 =
-1/2 1/2 -1 1 0 00 1
0 3 0
-7/2  5/2 -1
-5/2 —=5/2 0

Problema 1.3.9 Dado el siguiente sistema:

3r—y+2z=1
r4+4y+2=3
20 —dy+az = -2

a) Discuta segun los valores de a € R que tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones.

b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucion:
3 -1 2 1
a) A= 1 4 1| 3 , 1A =13a—13=0= a=1.
2 -5 a| -2

» Sia# 1= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

m Siga=1:
3 -1 2] 1 1 4 1| 3
A= 1 4 1| 3 |=[FR+—FR]=3 -1 2| 1 |=
2 -5 1|-2 2 -5 1]-2
o 1 4 1| 3 F
F,—-3F | = 0 —-13 —-1|-8 | = Fy -
F3—2R 0 —13 —1|-8 F3— Fy
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b) Sia=0:

7
r=—
13

3r—y+2z=1
r+4dy+2=3 —— y:é
20 — by = —2 13
z=0

1.4. Asturias
1.4.1. Modelo de 2020

Problema 1.4.1 Discutir el sistema y resolver en los casos compatibles

2e+y+z=a
20 +y+ 2z =2a
2r+y+32=3
Solucién:
B 2 1 1| a 11
A= 2 1 2| 2a ,|A:Oy‘1 2‘:1;&0$Rang0(14):2.
2 1 3| 3
1 1 a
[A4l=]1 2 2a |=3-3a=0=a=1
1 3 3

» Sia#1= |A4] # 0= Rango(A) = 3 # Rango(4) = 2 = el sistema es incompatible.

s Sia=1:
2 1 11 Fi 2 1 11
A= 2 1 2|2 |=| FKR-2FRK |=| 00 1|1 |=
2 1 3|3 F; — Fy 0 0 2|2
Fi 2 1 11
Fy = 0 0 1|1 — Sistema compatible indeterminado
F; —2F, 0 0 0]0
2e+y+z2z=1 =\
20 +y+22=2 =< y=-2X\
2c+y+32=3 z=1
1 0 0 1
Problema 1.4.2 Dada la matriz A = 2 3 1 4 |, calcula:
1 6 2 4

a) Su rango.
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b) Si existe, una columna combinacién lineal de las restantes.

c¢) Si existe, una fila combinacién lineal de las restantes.

Solucién:
1 0 O 1 0 1
a) |[41]=12 3 1|=0,|A2|=|2 3 4 |=-3#0=—Rango(A)=3.
1 6 2 1 6 4

b) Por ser el rango 3 y tener cuatro columnas una de ellas debe de ser combinacién de las otras.
Por ejemplo: Cy = 0C; 4 3C53 + 0Cy = 3C5.

¢) Como el rango es 3 las tres filas son linealmente independientes. No se puede obtener una
fila por combinacién lineal de las otras.

1.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.4.3 Un operador turistico vende a las agencias locales viajes concertados al Caribe,
Islas Maldivas y Tailandia. A una primera agencia A le vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Maldivas
y 10 a Tailandia, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda agencia B le vende 10 viajes
al Caribe y 20 a Tailandia, cobrando por todo ello 13.000 euros. Y a una tercera agencia C' le vende
10 viajes al Caribe y 10 a las Maldivas, cobrando por todo ello 7.000 euros. Se pide:

a) Plantea un sistema de ecuaciones que permita calcular el precio del viaje a cada uno de los
destinos. Y calcula, si es posible, dicho precio.

b) Si le obligasen a rebajar un 20 % el precio del viaje al Caribe dejando los otros iguales,
jcuanto dinero perderia?

c¢) ;Cudl seria el precio del viaje a las Islas Maldivas necesario para compensar la bajada del
20 % del viaje al Caribe y asf recaudar el mismo dinero? (se mantiene el precio del viaje a
Tailandia).

Solucién:
Sean x precio de un viaje al Caribe, y precio de un viaje a las Maldivas y z precio de un viaje a
Tailandia.

10z 4 10y + 10z = 12000 x+y+2z=1200 x = 300€
a) 10z + 20z = 13000 = x+22=1300 = y = 400€
10z + 10y = 7000 x+y =700 z = 500€

b) 300 - 0,2 = 60€ serfa el descuento del 20% del precio por viaje. al Caribe. Como se han
vendido 30 viajes = 30 - 60 = 1800€ de pérdida.

1800
¢) Hay que repartir 1800€ en 20 viajes a las Maldivas = 90€ Luego y = 400 + 90 = 490€
a 0 -1 T
Problema 1.4.4 Sea la matriz A = -1 0 0 ),aeRyX= Y
0 1 a z

a) Escribe el sistema de ecuaciones AX = X en la forma BX = O.

b) Estudia para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.
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c) Para a = 0 calcula, si existe, la inversa de A.

Solucion:

a) AX=X= AX-X=0= (A-1)X =0,llamando B=A—-1= BX =0

a 0 -1 1 0 0 a—1 0 -1
B = -1 0 0 — 01 0 = -1 -1 0
01 a 0 0 1 0 1 a-1
a—1 0 -1 x 0 (a—1)z—2=0
-1 -1 0 Y = 0 == —rx—y=0
0 1 a—1 z 0 y+(a—1)z=0

b) Se trata de un sistema homogéneo y son siempre compatibles, luego cuando no sea compatible
determinado serd indeterminado. No obstante se comprobard y se sacardn las soluciones.
|Bl|=2a—a*=0= a=0ya=2.

® Sia#0ya#2=— |Bl #0 = Rango(B) = 3 = n° de incégnitas = sistema
compatible determinado. La solucién tnica seria la trivial x =y = 2 = 0.

@ Sia=0

-1 0 -1 Fy -1 0 -1
B= -1 -1 0 =| IKhL—-F | = 0o -1 1 =
0 1 -1 F3 0 1 -1
I3 -1 0 —1
F 0o -1 1 = sistema compatible indeterminado
F3+ Fy 0 0 0
—x—2=0 T=—A
—rz—y=0 = y=A
y—z=0 z=A
& Siag=2
1 0 —1 R 1 0 -1
B = -1 -1 0 =| Kb+ F | = 0 -1 -1 =
0 1 1 F3 0 1 1
) 1 0 -1
Fy = 0o -1 -1 —> sistema compatible indeterminado
3+ Fy 0 0 0
r—2=0 T=A
—rx—y=0 = y=-A
y+2=0 z= A
0 0 -1 0 1 0
¢)Sia=0= A= -1 0 0 |= A'= 0 01
0 1 0 -1 0 0
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1.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.4.5 Dado el sistema de ecuaciones

ar+z=a
2r—y—2z2=—-1 a€R
r+az =a

a) Estudia y clasifica el sistema segin los valores de a.
b) Resuélvelo para los casos en que el sistema sea compatible indeterminado.

Solucion:

- a 0 1 a
a) A= 2 -1 —-1|-1 |,|A|=1-a*=0= a=+1.
1 0 a a

» Sia#+1= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

» Sia=1:
B 1 0 1 1 F 1 0 1 1
A= 2 -1 —-1]-1 = | Fp, —2F; | = 0 -1 -3|-3
1 0 1 1 Fs — Fy 0 0 0 0
— Sistema compatible indeterminado
m Sia=-1:
-1 0 1| -1 Fy -1 0 1|-1
A= 2 -1 -1|-1 |=| KL+2F | = 0 -1 1|-3
1 0 —-1] -1 Fs+ Fy 0 0 0|—-2
— Sistema incompatible
b) Sia=1:
r+z=1 z=1-X
r+z=1 z2= A\
1 2 2
Problema 1.4.6 Sea la matriz A = 2 1 2 . Calcula:
1 0 1

a) Si existe, su inversa.

b) La matriz X cuadrada de orden 3 que verifica:
(X +A)? - X?—-XA=1I3 (I3 matriz identidad de orden 3).

Solucion:
-1 2 =2
a) [Al=-1#0= 347 = 0 1 -2
1 -2 3
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b) (X +A4)? X2 - XA=X>+A24+2XA-X? - XA=A 4+ XA=0 — (A+X)A =
-1 2 =2 1 2 2
I —==— A4+ X =A1—= X =A4"1-4= 0 1 -2 ]J]—-1 21 2 |-=
1 -2 3 101
-2 0 —4
-2 0 —4
0 -2 2

1.5. Cantabria

1.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.5.1 Considera el vector v = ( :v ) = ( 1 ), v € R?, y la matriz de rotacién

Y 0
R(9) = < cosf —sinf )

sinf  cos6

a) Comprueba para 0 = — que R(f) - v rota el vector v un angulo 6 en sentido antihorario.

b) Comprueba para § = — que RQ(H) - v rota el vector v un angulo 26 en sentido antihorario.

[NCR I I R

¢) Comprueba que la matriz R(6) es invertible para cualquier valor de 6.
d) Calcula la matriz inversa de R(f) y comprueba que R™*(0) = R(—0).

Solucion:

wso=3=a(5)=(1 )

™ 0 -1 1 0 . T
R<§)~U_ ( 1 0 )(O)—w— ( 1),elvectorvhaglradoe—§dandoc0mo

resultado el w. El giro ha sido en sentido contrario a las agujas del reloj y el mdédulo de
ambos vectores es el mismo e igual a 1. Ademds u y v son perpendiculares (u-v = 0)

)= ) )= 4

R? (I)-v:( -1 0 )( 1 ):w:( 7(1) ),elvectorvhagirad029:7rdandocomo

2 0 -1 0
resultado el w. El giro ha sido en sentido contrario a las agujas del reloj y el médulo de ambos
vectores es el mismo e igual a 1. Ademds u = —v.

¢) |[R(A)| =cos’+sin*0=1#£0= IR'(0) V9 c R

cosf —sinf )1( cosf sinf
sinf  cosf ~ \ —sinf cosf

d) R7'(9) = ( ) = R(-0)

Ax—y=1

Az — Ay =2\ —2 dependiente del pardame-

Problema 1.5.2 Considera el sistema de ecuaciones: {

tro .

a) Determina para que valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuelvelo en ese caso.
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b) Determina para que valores de A el sistema tiene solucién tdnica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucién en funcién del pardametro A si es necesario.

¢) Determina para que valores de A el sistema no tiene solucién.

Solucion:
= (A -1 1 B . B
A_(4 —A2A—2):>|A|—4—A —0= A=+2

@& Si )\ # 12 = |A| # 0 = sistema compatible determinado (solucién unica)

@« Si)\=2:
A= < i :; ; ) = { ?; Y } = ( (2) _é (1) ) —> sistema compatible indetermi-
nado (infinitas soluciones)

* Si\=-2
A= < 7421 7; _é ) = { ?; toR } = < 73 73) _}1 ) — sistema incompatible (no

tiene solucién)
a) Como se ha visto el sistema tiene infinitas soluciones para A = 2 = 2z —y = 1 =
{ T=t
y=—1+2t

b) Como se ha visto el sistema tiene solucién tinica para A # £2:

1 —1
20-2 =) 1
Tr = = —
| Al A+2
A 1
A 2x=2] 20 +1)
~ IA] T2
¢) Como se ha visto el sistema no tiene solucién para A = —2

1.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Az + 3y = 3\

Swty—3 dependiente del pardme-

Problema 1.5.3 Considera el sistema de ecuaciones: {

tro A.
a) Determina para que valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuelvelo en ese caso.

b) Determina para que valores de \ el sistema tiene solucién tdnica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucién en funcién del pardametro A si es necesario.

¢) Determina para que valores de A el sistema no tiene solucién.

Soluciér%:
Z:(’\g i’??):,» Al =A% 9=0=— \==3

@& Si\# 313 = |A| # 0 = sistema compatible determinado (solucién tnica)
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(9 3|19 | A } _ ( 9 3|3 ) I .

A= < 3 113 ) = { 3 —F ] = \0 0]0 — sistema compatible indeterminado
(infinitas soluciones)

& Si)\=-3:
= (9 3|9\ | FA }7<93—9> . . . .
A= ( 3 1| 3 ) = { s —F )= \0 0 18 = sistema incompatible (no tiene
solucién)

a) Como se ha visto el sistema tiene infinitas soluciones para A = 3 = 3z +y = 3 =
{ =t
y=3-—3t

b) Como se ha visto el sistema tiene solucién tinica para A # +3:

323 A%3A
3 1 3 3 3 3\
|A| A+3 |A| A+3
¢) Como se ha visto el sistema no tiene solucién para A = —3

Problema 1.5.4 Considera la ecuacién matricial XA — 2X = A, en donde A = ( 2 :; ),

siendo a una constante real.
a) Estudia el rango de A en funcién del pardmetro a.
b) Indica para que valores se puede calcular la inversa de A.
¢) Despeja X de la ecuacién matricial.
d) Calcula X para a = 2.
Solucién:
a) |[A|l=—4+a=0= a=4

@& Sia=4=—Rango(A) =1.
@ Sia# 4= Rango(A) =2.

b) Sia#4= |A|#0=3A ' Vac R - {4}

) XA-2X=A= X(A-2)=A= X =A(A-2I)""

v x-aa-en = (5 5)((5 ) -2(0 1))
(5 )0 ) = )2 )-(2 1)
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1.6. Castilla La Mancha

1.6.1. Modelo de 2020
Problema 1.6.1 Se pide:

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R

az + 2y = a?
—x+y+z=5
x—ay—z=—(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 1.

Solucién:
o a 2 0 a?
a) A= -1 1 1 5 A4l =ala—1)=0= a=0.ya=1
1 —a —-1|—-(4+a)

= Sia#0ya#1= |A] # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

m Sia=1:
B 1 2 0 1 Fy 1 2 0] 1
A= -1 1 1 5 =| Bhh+F | = 0 3 1] 6 =
1 -1 —-1|-5 F; — Iy 0 -3 —-1|-6
R 1 2 01
Fy = 0 3 1|6 — Sistema compatible indeterminado
Fs — Fy 0 0 0|0
m Sia=0:
2 0 0 F1 — F3
A= -1 1 1| 5 |= F =
1 0 —-1|—-4 F; — F
1 0 —-1|—-4 Fy 1 0 —-1|—-4
-1 1 1 5 =| Fa+F | = 0 1 0 1 =
0 2 0 0 F3 0 2 0 0
Fi 1 0 —-1|—-4
Fy = 0 1 0 1 —> Sistema incompatible
F; —2F, 0 0 0] -2
b) a=1
r+2y=1 r=1-2\
—r+y+z=5 = =
r—y—z=-5 z=06—3\
Problema 1.6.2 Dadas las matrices:
-1 -1 -1 1 2 2 0 1 1
A= -1 1 0 , B= 0 11 y C = 1 1 0
2 -1 0 1 -1 2 0 1 2



a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que AX —2B = C.

Solucién:
-1 -1 -1 0o 1 1
a) A= -1 1 0 |= Al= 0o 2 1
2 -1 0 -1 -3 -2

b) AX -2B=C= X =A"YC+2B) =

0 1 1 0 1 1 1 2 2
0 2 1 1 1 0 +2 11 =
-1 -3 -2 01 2 1 -1 2
0 1 1 2 5 o 3 2 8
0 2 1 1 3 2 = 4 ) 10
-1 -3 -2 0 -1 6 -9 —-12 -23
1.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
2 1 2 0 1 1
Problema 1.6.3 Sean las matrices A = 0 1 1 y B= 1 0 1
1 0 1 01 0

a) Calcula razonadamente el determinante de AT es decir, la matriz traspuesta de A.
b) Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial XA + 3A = B.

Solucion:

2
a) |[AT| = |A| = 1 [=240+1-(2+0+0)=1
1

_= O N
O~ =

b) XA+34A=B= XA=B-34= X =(B-34)A"!

0 1 1 2 1 2 2 1 2
X = 1 01 -3 0 1 1 0 1 1 =
01 0 1 01 1 01
01 1 6 3 6 1 -1 -1
1 01 -31 0 3 3 1 0 -2 =
010 3 0 3 -1 1 2
-6 -2 =5 1 -1 -1 -3 1 0
1 -3 -2 1 0 -2 = 0 -3 1
-3 1 -3 -1 1 2 1 0 -5

Problema 1.6.4 Se pide:

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

r+y+z=a+1
ax+z=a-—1
r—y+z2=3
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b) Resuelve razonadamente es sistema anterior para a = 0, si es posible.
Solucién:
B 1 1 1|la+1

a) A= a 0 1|la—1 |=|A|=2-2a=0= a=1
1 -1 1 3

® Sia#1= |A] # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas = sistema
compatible determinado (solucién tinica)

& Sig=1:
1 1 1]2 P 1 1 1] 2 F
A=l 1 0 1|0 |=|Fm”AR-F|=(0 -1 0|-2 ]= 5 =
1 -1 13 F— F 0 -2 0| 1 Fs — 2F,
1 11 2
0 —1 0|—-2 | = sistema incompatible (no tiene solucién)
0 0 0 5
b) Sia=0:
z+y+z=1 =3
z=—1 — y=-—1
r—y+z=3 z=-1

1.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

3 1 2 1 0 0
Problema 1.6.5 Sean las matrices A = 1 0 1 el = 0 1 0
0 1 1 0 0 1

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + 31 = A.

Solucién:
3.1 2 /2 —1/2 —1/2
a) A= 1 0 1 |= A= /2 -3/2  1/2
01 1 -1/2  3/2  1)2

b) AX +3[=A=—= AX =A-3= X=A1A-3])=

1/2 -1/2 -1/2 31 2 100

12 =3/2  1/2 101 |=-3010]|=

~1/2  3/2  1/2 01 1 001
/2 —-1/2 —1/2 0 1 2 —-1/2  3/2  3/2
12 -3/2  1/2 1 -3 1 |=[ —-3/2 11/2 -3/2
~1/2  3/2  1/2 0 1 -2 3/2 —9/2 —1/2

Problema 1.6.6 Se pide:

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

r+ay+z=2
r+z=a
ar+2y+z=3
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b) Resuelve razonadamente es sistema anterior para a = 2, si es posible.
Solucién:

1 112
a) A= 1 lla | = |Al=d*-a=0=a=0ya=1
a 1]3

N O R

® Sia#0ya#1= |Al # 0= Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n? de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién unica)

@« Sig=1:

1 1 12 I 1 11 I
A= 1 0 1|1 = | FKh-F | = 0 -1 0-1 = Fy =
1 2 113 Fs— Fy 0 1 0] 1 F3+ Fy
1 1 1 2
0 -1 0|-1 — sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0 0] O
& Sia=0:
1 0 12 Fy 1 01 2
A= 1 0 1]0 =| Ih—-F | = 0 0 0| -2 — sistema incompati-
0 2 1|3 Fs 0 2 1| 3
ble (no tiene solucién)
b) Sia=2:
r+2y+2=2 r=1
z+z=2 == y=20
204+ 2y+z2z=3 z=1

1.7. Castilla Ledn
1.7.1. Modelo de 2021

Problema 1.7.1 Se pide:

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segtn los valores del pardmetro A.
A +z=1
r+y+iz=1
r—y+z=1

b) Resolverlo para A =1

Solucion:

1
I A=A +A-2=0= A= -2y A=1.
1

D

/a0
a) A= 1 1
1 -1

» Sid# -2y A#1= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
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m SiA=—

-2 0 1|1 Fy -2 0 1)1
A= 1 1 -2]1 =| 2F+F | = 0 2 =33 —
1 -1 1)1 2Fs + 0 -2 313
F —2 0 1]1
Fy = 0 2 —-31|3 = Sistema incompatible
s+ Fy 0 0 0|6
m Sid=1
1 0 1]1 2} 1 0 1]1 2
A= 1 1 1|1 |=|FKR-F |=( 0 1 0|0 |= Fy =
1 -1 1]1 F;—F 0 -1 010 Fs+ F;
1 0 111
0 1 0|0 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0|0
b) A=1
r+z=1 r=1-—t
z+y+z=1 = y=20
T—y+z=1 z=t

Problema 1.7.2 Dadas las matrices A = ( ; g ), B = ( 1 (1) ) yM= ( clz Il) ), calculense

a 'y b para que se verifiquen |MA| =2y |M + B| = 3, donde se esta usando la notacién habitual
(con barras verticales) para denotar al determinante de una matriz.

Solucién:
1 1 2 7
|MA|_‘(a )(2 5)‘ 2b 2a+5b‘ b—a=2
|M+B\—( >+(1 )— 2 Lo i obt1-3— —a+2m=2
= 1 “la+1 b1 | ¢ = a =

{ —a+b=2 { a=-2
—a+2=2 ~ 1b=0
1.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.7.3 Se pide:

a) Discutir segin los valores del pardmetro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

T—y+2=0
2r+y—2=0
r+y+Az=0

b) Resolverlo para A = —1

Solucién:
Se trata de un sistema homogéneo.
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a) A= 2 1 -1 |,|A=3A+1)=0= A=—1
1A

» Si\#—1= |A| # 0= Rango(A) = 3 = n® de incdgnitas y el sistema es compatible
determinado. (Solucién unica, la trivial: z =y = z = 0)

s Sid=-1:
1 -1 1 Fy 1 -1 1
A= 2 1 -1 =\ F,-2F | = 0 3 -3 =
1 1 -1 F;—F 0 2 =2
Fy 1 -1 1
Fy = 0 3 =3 — Sistema compatible indeterminado
3F; — 2F, 0o 0 O

Un sistema homogéneo no puede ser incompatible.

b) A= -1
r—y+z2=0 z=0
2r+y—2=0 = y=t
z+y—2=0 z=1

Problema 1.7.4 Sea la matriz A = ( n; 1 _(1] )

a) Determinar los valores de n para los que la matriz A? tiene inversa.

b) Para n = 2, hallar la matriz X que verifica la ecuacién AX + A = 21, siendo I la matriz
identidad de orden 2.

Solucion:

o= ("t )t )=y )

|4 =(n-12=0= n=1= 3(4%) YmeR—{1}

Ny (1 0 4, (1 0
b)Sln—QzA_<1 _1>:>A _<1 _1)

AX+A=2 = AX =2l - A= X =A"'(2I - A)
1 0 2 0 1 0 1 0
x=(y o)) V)=05 5)
1.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.7.5 Se pide:

a) Discutir segin los valores del pardmetro X el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
r+y+2=0
r—Ay=1
2c+ Xz =1
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b) Resolverlo para A =1

Solucion:

a) A=

[N
S >

1]0
01 |,|JAl=A=X=0= A =0y =1
A1

® Si\#A0y \#1= |A| #0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n? de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

& Si\A=0:
1 1 110 Fy 1 1 1 0
A= 1 0 0|1 |= Fy =l 10 0| 1
2 0 01 Fs5 —2F, 0 0 0|-1
— Sistema incompatible
@ Si\A=1:
B 1 1 110 P 1 1 110
A= 1 -1 0]1 =| Fh—-F = 0 -2 —-1]1 =
2 0 11 Fy— 2, 0 -2 —1|1
P 1 1 1]o0
Py = 0o —2 1|1 | =
3F; — 2F, 0 0 00
Sistema compatible indeterminado
b) A=1
r+y+2=0 r=1+1
r—y=1 — y=t
2r+z2z=1 z=-1-2¢

Problema 1.7.6 Dadas las matrices M = ( Pl 1 ) yN = ( _01 (2) >, hallar la matriz P que
verifica que M~ 'PM = N.

Solucion:

M 'PM=N= MM 'PMM '=MNM'=— P=MNM™!
P_( 0 1)(—1 o)( 0 1)1_
-1 1 0 2 -1 1 -
(0 2)(1 —1)7(2 0)
1 2 1 0/ \3 -1



1.8. Cataluna

1.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.8.1 Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del pardametro
real p:

pr+y+z=2
20 +py +p’z=1
20 +y+2=2

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro p.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso p = 2.

Solucién:
p 1 12
a) A= 2 p pPl1 = |Al=—p*+3p - 2p=0=p=0,p=1yp=2
2 1 112

® SipeR-{0,1,2} = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién dnica)

& Sip=0:
01 1|2 2 0 0|1 I3 2 0 0|1
A= 2001 |= 21 1|2 |=|FKR-FK|=(011|1]=
2 1 1|2 01 1|2 F3 01 1|2
I3 2 0 0|1
Fy = 01 1|1 — sistema incompatible (no tiene solucién)
-5 0 0 01
& Sip=1:
1 112 1 1 1 2 F
A= 2 171 F2—2F1 =1 0 -1 -1|-3 |=| F =
2 1 2 Fys—2F 0 -1 —-1|-2 Fy—F,
1 1 2
0 -1 —3 | = sistema incompatible (no tiene solucién)
0 0 1
- S p=
112 2 1 1| 2
A= 411 F2 —F | = 01 3|-1 ==—> sistema compati-
112 Fs—F 0 0 0 O
ble mdetermlnado (infinitas soluciones)
b) Sip=2:
2x4+y+2=2 x:§+)\
2z +2y+42=1 :>{2x+yizi2 :21_3)\
2ty +z=2 yrde=- SN

Problema 1.8.2 Se pide:
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a) Dada la matriz A = resolver la ecuacién matricial A2X = A — 37 donde T es

o = O
—_ O O
O O =

la matriz identidad.

b) Una matriz cuadrada M satisface que M> — 3M? + 3M — I = 0, en la que I es la matriz
identidad. Justificar que M es invertible y expresas la inversa de M en funcién de las matrices
Mel.

Solucion:
a) A2X = A—31— X = (4% (4-3I)=

2

00 1 00 1 10 0
10 0 100 |-3[010 —
01 0 01 0 00 1

010\ '/ -3 0 1

00 1 1 -3 0 |=

10 0 0 1 -3
00 1 3 0 1 0 1 -3
10 0 1 -3 0 |=( -3 0o 1
01 0 0 1 -3 1 -3 0

b) Si |[M| = 0 tendriamos que |M?® —3M? +3M —I| = 0 = |M|* = 3|M|*> + 3|M| — |I| =
0—0—5—0—1;0locualesfalsoporloque M| #0= 3IM~*
M? —3M*+3M —1=0= M’—-3M*+3M =1 =
M(M?* —3M +3I) = I => M es invertible y su inversa es M ' = M? — 3M + 31.

1.8.2. Convocatoria Extraordinaria septiembre de 2021

Problema 1.8.3 Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del pardmetro
real k:

r+ky+z=3+k
kr+y+z=4
r+3y+2=5

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro k.
b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso k = 1, y haga una interpretacién geométrica.

Solucion:

3+k

a) A= — |Al=—k*+4k-3=0=k=1yk=3

—_ =

k1
11
3 1

ot

& SipeR-{1,3} = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién unica)
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& Sik=3:

B 1 3 116 I3 1 3 1 6
A= 3 1 1|4 = | 5, —-3F = 0 -8 —2|-14 — sistema in-
1 3 115 F;— Fy 0o 0 0] -1
compatible (no tiene solucién)
@« Sik=1:
- 1 1 1|4
A= 1 1 1|4 |=][F=F, | = sistema compatible indeterminado (infinitas
1 3 115
soluciones)
b) Sik=1:
7
===
4 E
r+y+z=
=4
phyta=4 = {IRUEI=A 0 7
r+3y+z=>5 Y o 2
z=A
Dos planos coinciden y el tercero les corta en una recta.
a a 0
Problema 1.8.4 Sea la matriz A = 2 a+1 a-1 , en que a es un parametro real.
2a + 1 0 —a—3

a) Busque para qué valores de la matriz A es invertible.

b) Compruebe que, para el caso a = 3, la matriz A es invertible y resuelva la ecuacién matricial
6 3 3

AX = B —3I, en el que B es la matriz B = 2 5 2

1 1 4

Solucion:

a) |[Al=a®>-3a®>+2a=0= a=0,a=1ya=2.
Luego 347! Va € R — {0, 1,2}

b) Comoa=3€R~{0,1,2} = JA~!

33 0 -4 3 1
A= 2 4 2 |= A= 13/3 -3 -1
70 —6 —14/3 7/2 1
AX=B-3= X=AYB-3I)=
-4 3 1 6 3 3 1 00
13/3 -3 -1 2 5 2 |=3( 010 =
-14/3 7/2 1 11 4 0 0 1
-4 3 1 3 3 3 -5 -5 -5
13/3 -3 -1 2 2 2 |= 6 6 6
—14/3 7/2 1 111 -6 -6 —6
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1.9. Comunidad Valenciana

1.9.1. Modelo de 2021

2r+ 3z =«

Problema 1.9.1 Se da el sistema de ecuaciones { = —2y+2z=25 , donde « es un parame-
3r—y+oz2=a+1

tro real.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de « para los que el sistema es compatible y determinado.
b) La solucién del sistema cuando a = —1.
¢) El valor de « para que el sistema tenga una solucién (x,y, z) que verifique z +y + z = 0.

Solucion:

2 0 3 ol
a) A= 1 -2 2| 5 , |A] = =1 # 0 Va € R = Rango(A) = 3 = Rango(4) = n°
3 -1 5|a+1
de incégnitas y el sistema es compatible determinado. (Solucién tinica)

204+ 3z =—1 =7
b) Sia=-1=—= < z—-2y+2z2=5 = y=—4
3r—y+52=0 z=-95
2 0 3 e F 2 0 3 o
c) A= 1 -2 2 5 =| 2F-F |=( 0 —4 1] 10—« =
3 -1 5|a+1 2F; — 3F 0 -2 1|—-a+2
Fy 2 0 3 « r =942«
Fy = 0 4 1|10—« = y=—4
2F; — Fy 0 0 1|—-a—6 z=—-6—-a
=11
Comoz+y+z=0= (9+2a)+(—4)+(-6—a)=0= a=1=( y=—4
z=-T

Problema 1.9.2 Se dan las matrices A = ( _1 g ) yX = < z >
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de « para los que la ecuacién matricial AX = aX sélo admite una solucién.

b) Todas las soluciones de la ecuacién matricial AX =5X.
¢) Comprobar que X = ( le ) es una solucién de la ecuacién matricial AX = 2X y, sin calcular

la matriz A'°°, obtener el valor § tal que A% ( 411 ) =0 ( le )

Solucion:

_ 1 4 ) _ [ ox r+4y =ax
pax=ax=(_| ¢ )(7)=(2)={ 1y =

{ l1-a)z+4y=0
-2+ (6—-—a)y=0
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Se trata de un sistema homogéneo.

l—« 4 2
’ 1 6_alT@ —T7a+10=0= a=2ya=>5.
El sistema tiene solucién tunica para cualquier valor real a distinto de a
(Va € R—{2,5}).

2ya =25

b) Si a=5:
—4x +4y =10 { x=t
{ —x+y=20 = y=t
(1) (1)=(3)
9\ -1 6 1)\ 2
4 8
2(1)=(5)= ax=2x
Ahora tenemos
AX = 2X,
A?X = AAX = 2AX = 22X,
A3X = AA%X = A2°X = 23X,
AYX = AA3X = A3X =2%X,- .- JAO X = 9100 % — 3 — 2100,
1.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

z4+y+(a+1)z=2
z4+(a—Dy+2z2=1 .
20 +ay +z=—1

Problema 1.9.3 Dado el sistema de ecuaciones:

a) Estudiadlo en funcién de los valores del pardmetro real a.

b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible.

Solucién:
B 1 1 a+1l]2
a) A= 1 a—1 2 1 |,|Al=4—ad>=0= a=+2
2 a 1 -1
& Sia# 42 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =n? de incdégnitas y es un sistema

compatible determinado.

& Sig=-2: )
1 1 —=1| 2 Fy 1 1 —=1| 2
A= 1 =3 2 |1 =| hR-F |=( 0 -4 3 |-1 |=
2 -2 1 |-1 | F3—2F 0 -4 3 |-5
R 1 1 -1\ 2
F = 0o -4 3 |-1 = sistema incompatible
F3— Fy 0 0 0 |—4
& Sig=2
1 1 3] 2 I 1 1 3 2
A= 11 2] 1 =| Fh—F = 0 0 —-1|-1 =
2 2 1|-1 F3 —2F, 0 0 —=5|-=5
F 11 3 2
Fy = 0 0 —1]-1 — sistema compatible indeterminado
F3 —5F, 0 0 O 0
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b) Tenemos:

@ El sistema es compatible determinado si a # +2. Por Cramer:

2 1 a+1
1 a—-1 2
-1 a 1 2a + 3
T A T T a2
1 2 a+1
1 1 2
2 -1 1 3
v= IA] T a+t2
1 1 2
1 a—1 1
2 a —1 4
z = =
| Al a+2
@ Kl sistema es compatible indeterminado si a = 2:
r4+y+3z2=2 r=—-1-—X\
r+y+2z=1 = y=A
20+ 2y + 2= —1 z=1
-1 2 m
Problema 1.9.4 Dada la matriz A = 0 m 0 , se pide:
2 1 m?+1

a) Obtened el rango de la matriz en funcién del pardmetro m.
b) Explicad cuédndo la matriz A es invertible.
¢) Resolved la ecuacién XA = I donde I es la matriz identidad en el caso m = 1.
Solucién:
a) |[Al=-m(m*+2m+1)=0= m=0ym=—1
&« SimAO0ym#£-1= |A

=0 = Rango(4) = 3.

-1 2 0
® Sim=0=— A= 0 0 0 | yelmenor _; ?‘5#O:>Rango(/l)2.
2 1 1
-1 2 -1 IR
®« Sim=-1= A= 0 -1 0 y el menor ’:1750:>
0 -1
2 1 2
Rango(4) = 2.

b) La matriz es invertible cuando su rango sea 3, o lo que es lo mismo, cuando su determinante
es distinto de cero:
JA'Ym e R - {0,-1}

1 —1/2  3/4 1/4
c) Sim=1= A= 0
2

1
0 | = A'= 0 1 0
2 1/2 —5/4 1/4

— =N

~1/2  3/4 1/4
XA=T=— X=A"1= 0 1 0
1/2 —5/4 1/4
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1.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

20 —y+z=m

Problema 1.9.5 Dado el sistema de ecuaciones: r+y+32=0 , donde m es un parame-
Sr —4dy+mz=m

tro real. Se pide:

a) La discusién del sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro m.
b) La solucién del sistema cuando m = 1.
¢) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.

Solucion:
B 2 -1 1 |m
a) A= 1 1 3]0 |,|4=3m=0= m=0
5 =4 m|m

® Sim #0= |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =n? de incdgnitas y es un sistema
compatible determinado.

@ Si m = 0: Sistema homogéneo y, por tanto, sistema compatible indeterminado. Un sis-
tema homogéneo no puede ser incompatible, porque siempre existe la solucién trivial.

B 2 -1 1|0 1 1 3]0 P 1 1 3 10
A= 1 1 3]0 = 2 -1 1|0 -2 (= 0 -3 =510
5 —4 010 5 —4 010 F3 —5F; 0 -9 —-15]0
F 1 1 310
Fy = 0 -3 =5|0 — sistema compatible indeterminado
F3 —3F, 0O 0 0|0
20 —y+z=1 r=3
b) Sim=1= r+y+3z=0 = y=3
Sx —dy+z=1 z=-2
4
=—=A
2 0 ' 5
T—yt+z= _ _
c) Sim=0= < z+y+32=0 :{Zﬁ_ y++3z:8 = y:—§/\
5o — 4y =0 y - 3
z=A
1 2 3
Problema 1.9.6 Se dan las matrices A = -1 a 1 y
1 a*>-2 3
1
B=|( -1 J(1 2 3),Obtened
2

a) El rango de la matriz A segun los valores del pardametro real a.

b) Una matriz C tal que AC = 161, siendo I la matriz identidad, cuando a = 0.

T 1
c¢) El rango de la matriz B y la discusién de si el sistema B [y = -1 tiene solucién.
z 2
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Solucién:
a) |A| =16 —4a®> =0 = a = +2
@ Sig#+2 = |A| =0=Rango(A4) =3.

1 2 3
& Sim=2— A= -1 2 1>yelmen0r _1 ;’:47&O=>Rango(A):2.
1 2 3
1 2 3 9 3
& Sia=-2=— A= -1 -2 1 | yelmenor 9 1 ‘87&0:>Rango(A)
1 2 3
2.
b) Sia=0= |A| # 0 = matriz A es invertible
12 3\ "
AC =16 = C=A""16I=16( -1 0 1 =
1 -2 3

1/8 —3/4 1/8 2 —12 2
16 1/4 0 —1/4 | = 4 o0 -4
1/8  1/4  1/8 2 4 2
1 2 3
¢ B=| -1 |(1 2 3)=| -1 -2 -3
2 2 4 6

1 2 3 T 1

1 -2 -3 y | = -1

2 4 6 z 2

B 1 2 3| 1
B=| -1 -2 -3|-1
2 4 6| 2

Como Fy = —Fy y F3 = 2F; = Rango(B) = 1 =Rango(B) < n? de incégnitas.
El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones:

r=1-2XA+3u
T+2y+3z2=1= y=A YA\ peR
z=p

1.10. Extremadura

1.10.1. Modelo de 2021

5 —4 2 100
Problema 1.10.1 Dada la matriz A = 2 -1 1 y la matriz identidad I = 0 1 0
-4 4 -1 0 0 1

Comprobar la identidad A% = 24 — I. Utilizando la férmula anterior, calcular A*.

Solucidn:
5 —4 2 5 —4 2 9 -8 4
A? = 2 -1 1 2 -1 1 |= 4 -3 2
-4 4 -1 -4 4 -1 -8 8 -3



5 —4 2 1 00 9 -8 4
2A—1=2 2 -1 1 — 0 1 0 = 4 -3 2
—4 4 -1 0 0 1 -8 8 -3

Luego A% =24 —I.
At = A%A? = A2(2A—1) = 2A3—A? = 2AA%—(2A—1) = 2A2A—1)—2A+1 = 4A? —2A—2A+1 =
4(2A —T) —4A+T=8A—4I —4A+1=4A-3I

5 —4 2 1 0 0 17 —-16 8
At =4 2 -1 1 J=31 010 )= 8 —7 4
-4 4 -1 0 0 1 ~-16 16 -7

Problema 1.10.2 Discutir el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a € R:

ar+y=1+4+a«
—3r—2y+az=-3—«
I4+a)xr+y—2z=2

Resolver el sistema para a = 1.
Solucién:

- o 1 0 1+a
A= -3 -2 a|-3-a |,|A=3a-3=0= a=1.
l1+4a 1 -1 2

» Sia# 1= |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

s Sia=1:
B 1 1 0 2 Fi 1 1 0] 2
A= -3 -2 1| -4 =| F+3F | = 0 1 1] 2 =
2 1 -1 2 F3 — 2 0o -1 —-1|-2
F 1 1 012
Fy = 0 1 1|2 — Sistema compatible indeterminado
Fs+ Fy 0 0 0]0
Sia=1:
r+y=2 r=A\
—3r—-2y+z2=—-4 = y=2-—2A
2e+y—2=2 2=\

1.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

? ; ) verifica la ecuacion M2+ M+Xo1 =

O y determinar los escalares A\; y Ay de R (donde I y O son las matrices 2 x 2 identidad y cero)

Problema 1.10.3 Demostrar que la matriz M = (

Solucion:

2
, - 2 1) (2 1) (1 0)=( 0 0)
M +>\1M+>\21—O:><1 9 + A1 1 9 + Ao 0 1 =0 o
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<2)\1+/\2—|—5 A +4 >_<0 0):>{2/\1+)\2+5=0
A1 +4 20 +X+5/ L0 0 A1+4=0

— =
A2 =3

Problema 1.10.4 Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales en funcién del parametro A € R:

r—y=2A
T—Ay=A
Ar—y=A
Solucién:
1 =1 A
A= 1 2| X |, A=XxA=-1)2=0=a=1yA=0.
A =1 A

® Si\#1y)#0= |A # 0 = Rango(4) = 3 # Rango(A4) < 2 = el sistema es
incompatible. (No tiene solucién)

* SiA=0:
B 1 -1]0 P 1 -1]0
A= 1 0|0 =|FKR-F |=| 0 110 =
0 110 F3 0 —-110
Fy 1 =110
Fy = 0 110 — Sistema compatible determinado
F3+ Fy 0 010
{ T—y= { T =
y=0 y=0
o Si\A=1:
B 1 -1]1 F 1 —-1]1
A= 1 —-1]1 = Fy, — F; = 0 00 —
1 1|1 F3 — Fy 0 010
Sistema compatible indeterminado = z —y=1—=— { ii tl +t
1.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021
kE 2k 2
Problema 1.10.5 Sea la igualdad matricial M X = N , donde M = -1 k 1 y N =
-1 1 1

_ = =

1
0
1
a) ¢{Cudntas filas y columnas debe tener la matriz X? (Justificar la respuesta).

b) ;Para qué valores de k € R es la matriz M invertible?

47



c¢) ;Puede ser M N invertible para algtin valor de k € R?

Solucion:

a) M- X = N = X.
3X3 mXn 3x2 3x2

b) [M|=k*+k—-2=0=k=-2yk=1= IM ' VkecR-{-21}.

¢) M- N =MN = 3(MN)"' Vk € R. La matriz M N no es cuadrada.
3x3 3x2  3x2

Problema 1.10.6 Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

ar+y=1
r+ay =a
ar+2y=1
Solucién:
- a 1|1 -
A= 1 ala |,|Al=1-a*=0= a=+l.
a 2|1

& Si\#+1 = |A] #0 = Rango(4) = 3 # Rango(A4) < 2 = el sistema es incompatible.
(No tiene solucién)

@& Sig=—1:

-1 1 1 F -1 111
A= 1 —-1|-1 o+ F 0 0|0 =
-1 2 1 Fs— Fy 0 11]0
—> Sistema compatible determinado
—r+y=1 { r=—1
{ y=20 = y=20
& Siag=1:
1 1)1 3] 1 1]1
1 2|1 F; — Fy 0 11]0

Sistema compatible determinado = { x—;—%z 1 == { ;;ié

1.11. Galicia

1.11.1. Modelo de 2021
Problema 1.11.1 Se pide:

a) Suponiendo que A e X son matrices cuadradas y que A + I es invertible, despeje X en la
ecuacion A — X = AX.
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b) Si A= ( (1) _é ),calculeXtalqueA—X:AX.

Solucion:

a) A—X=AX = AX+X=A= A+DNX=A= X =(A+1)"'A
-1 -1
e ta=[(7 )00 1) (7 ) =00 ) (Y )=
b) X = (A+]) A*{(l 3/)\o 1 1 3)-\1 4 1 3)°
( 4/5 1/5)(0 —1)_(1/5 —1/5)
-1/5 1/5 1 3)-\1/5 4/5
Problema 1.11.2 Discuta, segtn los valores del parametro m, el siguiente sistema:

2c —y+32=0
my+ (3—m)z=—6
20 —y+mz=06

Solucién:
- -1 3 0
A= 0 m 3-m|—6 |, |Al=2m(m—-3)=0= m=0y m=3.

2 -1 m 6

» Sim#0ym#3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sim=0:
B 2 -1 3 0 F 2 -1 3 0 F
A= 0 0 3|—-6 = Fy = 0 0 3| -6 = F =
2 -1 0 6 F;—F 0 0 -3 6 F;— F,
2 -1 3 0
0 0 3|—6 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0 0
s Sim=3
2 -1 3 0 P 2 -1 3 0
A= 0 3 0| —6 = Fy = 0 3 0] -6 — Sistema incompatible
2 -1 3 6 Fs—-F 0 0 0 6

1.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.11.3 Sea A = (a;;) la matriz de dimensién 3 x 3 definida por

aij = { (—1)i (i — S : z ; 2 . Explique si A y A+ I son o no invertibles y calcule las inversas
cuando existan. (Nota: a;; es el elemento de A que estd en la fila ¢ y en la columna j, e I es la

matriz identidad)

Solucion:
00 O
Siguiendo las indicaciones tenemos A = 1 1 1 =
-2 2 =2
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A =0 = $A~!

00 O 100 1 0 O
A+1T= 1 1 1 +( 0 1 0 = 1 2 1 =
-2 2 =2 0 0 1 -2 2 -1
[A+1|=-4#4£0= F(A+I)" 1/4 1/4 1/4
—3/2 1/2 —1/2
Problema 1.11.4 Discuta, segtin los valores del parametro m, el siguiente sistema:
r+2y=m
my—+3z=1
r+(m+2)y+(m+z=m+1
Solucién:
B 1 2 0 m
A= 0 m 3 1 Al =m(m—2)=0= m=0y m=2.

1 m+2 m+1|m+1

&« Sim#0ym# 2= |A # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

&« Sim=0:

B 1 2 010 P 1 2 010
A= 00 3|1 )= Fy = 0031 )=
1 2 111 F;—F 0 0 1]1
" 1 2 010
F = 00 3|1 — Sistema incompatible
3F; — Iy 0 0 0|2
& Sim=2
B 1 2 012 I3 1 2 012
A= 0 2 3|1 = Fy = 0 2 3|1 =
1 4 3|3 F3 — Fy 0 2 3|1
P 1 2 012
F = 0 2 3|1 — Sistema compatible indeterminado
F3 — F, 0 0 0|0

1.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.11.5 Despeje X en la ecuacién matricial B(X — I) = A, donde I es la matriz
identidad y A y B son matrices cuadradas, con B invertible. Luego, calcule X si

00 0 1 0 0
A= 11 1) yB=|o01/2 0
—2 2 -2 0 0 1/3

Solucion:
B(X-I)=A= X-I=B'"A=— X=B'A+1=

—1

1 0 0 0 0 0 1 00 10 0
0 1/2 0 1 1 1 +1 0 1 0 = 2 3 2
0 0 1/3 -2 2 =2 0 0 1 -6 6 -5
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Problema 1.11.6 Discuta, segtun los valores del parametro m, el siguiente sistema:

mx+y+z=2m
mr+(m+1y+z=1
mr+(m+1)y+2z=m+1

Solucion:
m 1 1 2m
A= m m+1 1| 1 LAl =m? =0= m =0.

m m+1 2|m+1

& Sim # 0= |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)
& Sim=0:
01 10 R 01 10
A= 01 1|1 |=| FK-F |=| 0 0 0]1
0 1 2|1 Fs—F 0 0 1|1

= Sistema incompatible

1.12. Islas Baleares

1.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

a a a
Problema 1.12.1 Dada la matriz A = a a® 1
a 1 d®

a) Estudia el rango de la matriz A segin los valores de a.

b) Estudia para qué valores de a la matriz A es invertible.

0
¢) Para el valor a = —1, calcular la solucién X, de la ecuacién matricial AX = 0
0
Solucién:
a) |[Al=a*(a®-1)2=0= a=0,a==+l1.
= Rango(A) =3 YaeR—-{-1,0,1}
0 00 0 1
s Sia=0= A= 0 0 1 | ycomo ‘z—l#OzRango(A):Z
1 0
010
1 -1 -1
» Sia=-1=— A= -1 1 1 | ycomoF; =—F,=—F3;=—Rango(4)=1.
-1 1 1
111
m Sia=1=— A= 1 1 1 | ycomo F; =F,=F;—=—Rango(4)=1.
1 1 1

b) 347" Va € R—{-1,0,1}
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1 -1 -1 x 0 rT=A+p
c) AX = -1 1 1 y | = 0 —r—y—2=0— y=A
-1 1 1 z 0 Z=U

Sistema homogéneo compatible indeterminado con dos grados de libertad.

Problema 1.12.2 Sea la matriz siguiente A = ( ; } >

a) Calcula A*, A% y A™! donde A’ es la matriz traspuesta y A~ es la matriz inversa de A.

b) Sea I es la matriz identidad. Calcular X en la ecuacién A? —2AX + 1T = ( (2) _2 )

c¢) Calcular todas las matrices B que cumplen AB = BA"

Solucion:

a)

1

1
(11 s (3
a=(3 1)={2=(2

2

b)A2—2AX+I:(2 0):>AX=1(A2+1—(2
0 —4 0
X =34 (A (2 )=

_(a b _ t
c)SeaB—(c d>yAB BA
(2)(ea)-(ca)ii)=
2 1 c d) \ec d 1 1
at+c=a-+bd
< a+c b+d)7(a+b 20L+b>:> b+d=2a+b
20+c¢c 2b+d /) \ec+d 2c+d 2a+c=c+d
2c+d=2c+d
c=b
d=2a a b
2a =d :>B:(b 2a>
0=0
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1.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.12.3 Considera las matrices A = ( 1 3 ) y B = ( g _é )

a) Calcular los determinantes: det(A) y det(B).
b) Calcula la matriz producto BA, la matriz transpuesta (BA)".

¢) jPara qué se cumpla la relacion AX = BA, cudntas filas y columnas deben tener la matriz
X?

d) Calcula la matriz X que satisface la relacién
AX =BA

Solucion:

a) |[A|= -2y |B| = —17.

wea-(3 3)(18)-(57)
way=(¢ )

¢c) A X=BA=— A- X =B - A =m=n=2
2X2 mXn 2x2 2x2

X tiene que ser una matriz cuadrada de orden 2.

d) AX=BA— X=A"'BA=

(12 (2 =41

Problema 1.12.4 Una empresa fabrica tres tipos de bombillas: A, B y C. B tiene 20 puntos
LED, y la tipo C tiene 50 puntos LED. El nimero de bombillas de 10 puntos LED fabricadas
diariamente es A veces el nimero de bombillas de 50 puntos LED. A la empresa le interesa saber
cuantas bombillas de cada tipo pueden fabricar diariamente.

a) Si A = 2, y esta empresa usa, diariamente, 30000 puntos LED con los que fabrica 1300
bombillas:
i. Plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema.
ii. Clasifica el sistema de ecuaciones lineales y, si es posible, determina cudntas bombillas

de cada tipo se pueden fabricar.

b) Si A = 3, y la empresa fabrica diariamente 1.000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones
lineales y determina el niimero de puntos LED necesarios.
En este caso, cuantas bombillas de cada tipo se pueden fabricar?

Solucién:
Sea x el nimero de bombillas tipo A, y el nimero de bombillas tipo B y z el niimero de bombillas
tipo C. Y tenemos z = Az

a) SiA=2:
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T =2z r+y—+2z=1300
i 10z + 20y + 50z = 30000 — T + 2y + 5z = 3000

z+y+2z=1300 x—22=0
B 11 111300
ii. A= 1 2 5 | 3000 = |A|=1#4£0=

1 0 -2 0

Rango(A) = 3 =Rango(A4) =n? de incégnitas = sistema compatible determinado.

z+y+z=1300 x = 800
4+ 2y+52=3000 = y = 100
x—22=0 z =400

b) Si A =3, 1000 bombillas y p puntos LED:

T =3z T +y+ 2z = 1000
10z +20y +50z=p = ¢ x+2y+5z=p/10
xz+y+ 2z =1000 r—32=0
1 1 1| 1000 Fy
A= 1 2 5| /10 =| lKh-F | =
1 0 -3 0 F5—-F
1 1 1 1000 Fy
0 1 4| /10 — 1000 = Fy =
0 -1 —4 —1000 34+ F
1 1 1 1000
0 1 4| p/10-1000 |; —2000+ p/10 =0 = pu = 20000
< 0 0 0] —2000+ p/10

@ Sip = 20000 el sistema es compatible indeterminado. (Infinitas soluciones)
z+y+ 2z =1000

T 42y + 52 = 2000 —> { TH+y+z=1000

v —35—=0 x—32=0

=3t

y = 1000 — 4t

z=1
Como z, y y z tienen que ser nimeros enteros mayores de cero 1000—4t > 0 = t > 250
yteZ.

@& Si u # 20000 el sistema es incompatible. (No tiene solucién)

1.13. Islas Canarias

1.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.13.1 Calcular el valor de la matriz M = X? — Y2, siendo X e Y las matrices que
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4X+3Y_< o _1)

3 4
axpy=(3 1)

son solucion del siguiente sistema:

Solucion:
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)

2
-1
V)
1
)
)

LW =~

18
4X+3Y—( o )

2X+Y:(i) 4>

x=(
| v (3
== (5 3 (2 =00 8)

Problema 1.13.2 Un granjero compra un determinado mes 274€ de pienso para su ganado. Con
ese dinero ha comprado un total de 66 sacos de pienso de tres marcas diferentes: A, B y C. Se
sabe que el precio de cada marca de pienso que ha comprado es de 5€, 4€ y 4€, respectivamente.
También se sabe que el numero de sacos adquiridos de la marca C' es el doble que el total de sacos
comprados de las marcas A y B juntos. Averiguar la cantidad de sacos que el granjero ha comprado
de cada una de las tres marcas.

Solucién:

Sea x el n® de sacos de la marca A, y el n® de sacos de la marca B y z el n® de sacos de la marca

C.

r4+y+ 2 =066 r+y+z=0606 z =10
Sr+4y +42 =274 = Sr+4y+ 42 =274 — y=12
z=2(x+vy) 2 +2y—2=0 z=44

1.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.13.3 Se consideran las matrices: A = < 411 _é ); B= ( le 7(1) >

a) Sea la matriz M = A+ ¢B , donde ¢ es un ntmero real cualquiera. Calcular los valores de ¢
de forma que el rango(M) = 1.

b) Sealamatriz D = A%+ BA. Averiguar la matriz X que cumple la siguiente ecuacién matricial:

21 3
DXffSO(O 1 4)

Solucion:

(1 -1 1 0\ _ [ c+l -1
a>M‘(4 2)+C<4 —1>_<4c—|—4 2—0)
M| =—c*+5c+6=0= c=6yc=—1:

& Sic£6yc#—1= |M|#0=Rango(M) =2.
@& Sic=6=—= |M|=0=Rango(M)=1.

@® Sic=-1= |M|=0=Rango(M) = 1.

b) D=A*>+ BA=(A+B)A=
G 2)+ 0 2IG 2)=0 55)

(213 - ,1<213)7
DX = 30(0 . 4):>X— 3D (o )=



730< -2 —4)‘1<2 1 3>:
12 -6 0 1 4

_30<71/10 1/15)(213):(61 1)

-1/5 —=1/30 01 4 12 7 22

Problema 1.13.4 En la liga Mate-Basket, las mujeres matematicas con mayor puntuacién son:
Lovelace, Noerther y Germain. Las tres acumulan 17500 puntos. Ademads, lo que ha anotado Ger-
main mas 2500 puntos es equivalente a la mitad de lo anotado por Lovelace. Finalmente, Noerther
anot6 el doble que Germain. ;Cudl es el ranking de puntuaciones de la liga Mate-Basket de las
jugadoras Lovelace, Noerther y Germain?
Solucién:

Sea x el n® de puntos anotados por Lovelace, y el n® de puntos anotados por Noerther y z el n°
de puntos anotados por Germain.

T+y+z= 17500 T4y + 2z = 17500 z = 10000
242500 = 3 — { z—2z=75000 — { 5 =5000
y =2z y—22z=0 z = 2500

1.14. La Rioja

1.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.14.1 Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:

r+y+az=1
2¢ +ay = —1
ar+y+z=1

segun el valor del parametro real a. Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para

a=0.

Solucién:
B 1 1 al 1
a) A= 2 a 0|-1 |,|Al=-a*+3a—-2=0=a=1ya=—2.
a 1 1] 1

» Sia € R—{-2,1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado.

1 1 a
-1 a O
Lt e
|A] a?+a—2
1 1 a
2 -1 0
a 1 1 a—+3
v= |A] Ca?+a—2



11 1
2 a -1
a1 Ll a+1
= A] a+a—2
s Sig=-2
1 1 -2 1 Py 1 1 =2 1
A= 2 -2 0| -1 =| Fb=2F | = 0 -4 4|-3
-2 1 1 1 Fs+2F 0 3 -3 3
P 1 1 -2 1
F = 0 —4 4]|-3 — Sistema incompatible
4F5 4+ 3F; 0 0 0 3
= Sia=1:
B 1 1 1 1 Fy 1 1 1 1
A= 2 1 0]-1 =| F,—=2F | = 0 -1 —-2|-3
1 1 1 1 F;—Fy 0 0 0 0
— Sistema compatible indeterminado
_ r=-24+A
(5020 ==
y= 2=\
b) a=0
1 10 0 1/2 0
A= 2 0 0 | = A'= 1 -1/2 0
0 1 1 -1 1/2 1

Problema 1.14.2 Hallar A y B, matrices soluciones del sistema de ecuaciones:

{ 3A-5B=C
—-A+3B=D
donde C'y D son las matrices:
2 —4 2 4
-1 2 -1 2

Determinar la matriz inversa de C7 D, donde CT es la matriz traspuesta de C.

Solucion:
1
{3A—5B:C AZE(SC'FE)D)
_ — 1
A+3B=D B = £(C+3D)
1 2 —4 2 4 4 2
A:Z 3 7 4 +5 3 0 = 9 3
-1 2 -1 2 -2 4
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. 2 —4 2 4 2 2
B= 74 )43 30 )= 41
-1 2 ~1 2 -1 2
4
— 27—1 6)
CD*(—44 2 _13 —12 )

1/27 1/54
(c'o)™ ( 1/162 —13/162 )

Problema 1.14.3 Sabiendo que |A| = 1, donde:

T oy z
A= a b ¢
1 1 1
calcular el determinante de la matriz B con
T Y z
B= z+1 y+1 z+1

2(x+a) 2(y+0b) 2(z+c¢)
Calcular [4B~1AT|?

Solucion:

x Y z
B = z+1 y+1 z+1 =
2(x+a) 2(y+0b) 2(z+c¢)
T Y z T Y z
x Yy z + 1 1 1 =
2(x+a) 2(y+0b) 2(z+c¢) 20 +a) 2(y+0d) 2(z+¢)
x Y z T Yy 2z x Y
2| z+a y+b z+c =-2 r Yy z + a b c =
1 1 1 1 1 1 1 1 1

—20+1)=-2= |B|=—2
2
4B ATP = 4B ATAB T AT| = (4| BTH|AT)- (4B AT]) = (4] B7|AT))? = (43-|1|-A|) -
1 2
(43-—2-1) = (—32)% = 1024

1.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.14.4 Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:

ar+y+z=2
2z +ay+a’z =1
2e+y+2=2

segun el valor del parametro real a.
Solucién:
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3
N
[
NN

1 112
a a®|1 |,|Al=-a*+3d>-2a=0= a=0,a=1ya=2.
1 112

@ SiacR-1{0,1,2} = |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n? de incognitas y el
sistema es compatible determinado.

2 1 1 a 2 1
1 a o 2 1 a2
2 1 1 0 2 2 1 202 — 1
T = =0; y= = ,
A AT -
a 1 2
2 a 1
2 1 2 20 —1
T ala—1)
@ Siag=0:
0 1 1|2 F, — Fy 2 0 01
A= 2 0 0|1 |=| R—FK |=( 01 1]2 |=
2 1 1|2 F3+2F; 2 1 1|2
Fy 2 01 Fy 2 0 0 1
Fy = 01 1|2 = Fy = 01 1 2
F;— Fy 01 1|1 F3— Fy 0 0 0|-—-1
— Sistema incompatible
& Siag=1:
- 1 1 112 P 1 1 1 2
A= 2 1 11 =| Fb-2F | = 0 -1 —-11]-3 =
2 1 12 Fy—2F, 0 -1 —1]-2
Fy 1 1 1 2
F = 0 -1 —-1|-3 = Sistema incompatible
F3 — F, 0 0 0 1
& Sig=2:
2 1 1|2 F 2 1 1 2
A= 2 2 4|1 =| l[hLh—F | = 01 3|-1 —
2 1 1|2 F;—F 0 0 0 0

Sistema compatible indeterminado

B T =3/2+\
{2x—|—y+z-2 S RIS
y+3z=-1 -
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Problema 1.14.5 Hallar las matrices A — B, A y B, sabiendo que las matrices A y B, satisfacen
las siguientes identidades:

0 0 -1 -2 0 -2
A+B=| 0 -1 0 |, A2—AB+BA-B*=| -2 -1 0
1 0 1 0 0 0
Solucion:
-2 0 -2
A*> -~ AB+BA-B*=(A+B)(A-B)=( -2 -1 0 |=
0 0 0
—2 0 -2 0 0 -1\ '/ -2 0 -2
A-B=(A+B) ' -2 -1 0 J=[0 -1 0 -2 -1 0 |=
0 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 -2 0 -2 -2 0 =2
0 -1 0 -2 -1 0 — 2 1 0
-1 0 0 0 0 0 2 0 2
0 0 -1 -2 0 -2 -2 0 -3
(A+B)+(A—-B)=2A= 0 -1 0 |+ 2 1 0 = 2 0 0 =
1 0 1 2 0 2 30 3
-1 0 -=-3/2
A= 1 0 0
3/2 0 3/2
0 0 —1 -2 0 -2 2 0 1
(A+B)—(A—-B)=2B= 0 -1 0 — 2 1 0 = -2 =2 0 ==
1 0 1 2 0 2 -1 0 -1
1 0 1/2
B = -1 -1 0
-1/2 0 —1/2
0 3 4
Problema 1.14.6 Dada la matriz A = 1 —4 —5 |]. Calcular A=! y 420 | utilizando
-1 3 4
necesariamente la siguiente identidad A® = —I , donde I es la matriz identidad.
Solucién:
0 3 4 1 0 -1
A= 1 4 -5 |=A'=| -1 -4 —4
-1 3 4 1 3 3
0 3 4 0 3 4 -1 0 1
A? = 1 -4 -5 1 -4 -5 | = 1 4 4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A? = A%A = 1 4 4 1 -4 -5 | = 0 -1 0 |=-I
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 -1



At = A3A = A AP =A3A72= A% AS=M3A3=1

-1 0 1
A= (AP =A== 1 4 4
-1 -3 -3

1.15. Madrid
1.15.1. Modelo de 2021

0 1 x 0 1/3 -1/3
Problema 1.15.1 Dadas las matrices A = 1 0 z—1 y B = 0 1 0 ,

z+1 0 3 1 2/3 -2/3
se pide:

a) Determinar los valores de x € R para los cuales A tiene inversa.

b) Para x = —1, calcular la inversa de A.

¢) Para z = 1, hallar (AB")? y (AB")?*?" (donde B' denota la matriz traspuesta de B).
Solucién:

a) |Al=2? —4=0= z=42=— JA ' Vo € R — {+2}.

01 -1 0 1 2/3
b) Siz=-1= A= 1 0 -2 |=A"'=| 10 1/3
00 3 0 0 1/3

w o =

01
c)Siz=1= A= 1 0
20

)

01 1 0 0 1 01 0
C=AB'= 1 0 0 1/3 1 2/3 = 0 0 1
2 0 3 -1/3 0 -2/3 -1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1
Cc? = 00 1 001 |=(-1 00
-1 0 0 -1 0 0 0 -1 0
0 0 1 0 1 0 -1 0 0
c*=c?*.Cc= -1 00 001 |= 0 -1 =1
0 -1 0 -1 0 0 0 0 -1
01 0
02020 _ (03)673 .C = (_1)673 C=—-C=-— 0 0 1
-1 0 0
0 1 -1 0
Problema 1.15.2 Dados la matriz A = a -3 a y el vector B = 1 ], deter-
a—1 =3 a 2

mine el valor o valores de a para los que:
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T

a) Elsistema A| vy | = B no tenga solucién.
z
b) A=A"1.
Solucién:

2)

- 0 1 -1]0
A= a -3 al|ll |; |Al=3—a=0=a=3
a—1 -3 a2

» Sia#3= |A|# 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

= Sia=3:
B 0 1 —-11]0 F=F 3 -3 3|1
A= 3 -3 3|1 = | Fhb=F | = 0 1 —-110 =
2 =3 312 F3 2 -3 312
F 3 -3 311 Fi
F = 0 1 —-11]0 = F =
3F3 — 24 0 -3 314 F5+ 3F,
3 -3 311
0 1 =110 —> Sistema Incompatible
0 0 014
b) A=A1=— A% =17
0 1 -1 0 1 -1 1 0 0
A% = a -3 a a -3 a = 0 1 0
a—1 -3 a a—1 -3 a 0 0 1

Elegimos del producto la segunda fila de la primera matriz por la segunda columna de la
segunda matriz y tiene que dar uno:

a+9—-3a=1=— a=4

Como sélo da un valor este debe de ser inico. Comprobamos que con este valor se cumple el

enunciado:
0 1 -1 0 1 -1 1 00
A2=| 4 -3 4 4 -3 4 =010
3 -3 4 3 -3 4 0 0 1

1.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.15.3 Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones
valoradas en 1560 euros, que corresponden a tres empresas A, B y C. Sabiendo que el valor actual
en bolsa de la accién A es el triple que el de B y la mitad que el de C, que el nimero de acciones
de C' es la mitad que el de B y que el actual valor en bolsa de la accién B es 1 euro, encuentre el
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ntumero de cada tipo de acciéon que le corresponde a cada hermano.

Solucién:
Si una accién de B cuesta 1 € = una acciéon A cuesta 3 € =— una accién C cuesta 6 €.
Sean x el nimero de acciones de A, y el nimero de acciones de B y z el nimero de acciones de C.
Tendremos:

r+y+z=>540 x+y+z=>540 x = 360
3$+y+62y=1560 —{ 3r+y+62=1560 = { y=120
z = B} y—22=0 z =60
12
A cada hermano le corresponderdn ? = 120 acciones de A, ?O = 40 acciones de B y 63—0 =20

acciones de C.

Problema 1.15.4 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del parametro real
a:
ax —2y+(a—1)z=4
—2x+4+3y—62=2
—ar+y—6z2=6

a) Discuta el sistema segin los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 1.

Solucion:

a)
- a -2 a-—1|4 %
A= -2 3 -6 |2 |; |A=3d>-29a+26=0=a=1, a= —
a1 -6 |6 3

26 _
& Siatlya# 3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incdgnitas y el

sistema es compatible determinado. (Solucién dnica)

® Sia=26/3:
B 2/3 —2 23/3|4 3F 26 —6 23|12
A= -2 3 6|2 |=| R |=[ -2 3 —6|2 |=
—-26/3 1 6|6 3F; —26 3 —18|18
£ 26 —6 23|12
= | BR+F | = 0 33 —55[38 |=
B+ F 0 -3 5|30
F 26 —6 23| 12
Fy = o0 33 -55|38 |—=
11F; + F, 0 0 0368

Sistema Incompatible
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1 -2 0]4 ) 1 -2 0|4
A= -2 3 6|2 |=| B+2R |= 0 -1 -6|10 |=
-1 1 -616 Fy+ Fy 0 -1 —610
) 1 -2 0]4
= o = 0 -1 -6|10 | =
Fy— Fy 0 0 0|0

Sistema Compatible Indeterminado

b) Sia=1:
r—2y=4 r=-16—12\
—2r4+3y—62=2 = < y=-10—06X
—x+y—62=26 z=A

1.15.3. Convocatoria Ordinaria junio (coincidente) de 2021

Problema 1.15.5 Dadas las siguientes matrices:

01 1 0
A= m 1 0 |, B=[ 1
1 01 0

a) Determine los valores del pardmetro real m para los que la matriz A es invertible y calcule

Su inversa en esos casos.

X

b) Estudie el sistema de ecuaciones A Y = B en funcién del parametro m.
z

¢) Resuelva el sistema del apartado anterior para el valor m = 2.

Solucion:

a) [Al=-m—-1=0= m=-1= 34 ymecR~{-1}

0 1 1 1 -1 1 1
A= m 1 0 — A l=— m 1 —m
10 1 m+l\ 1 g
T 01 1]0
b) Al v |=B= A= m 1 0|1 |Jcom|Al=-m—-1=0= m=-1
z 1 0 1|0

& Sim £ —12 = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

&« Sim=—1:
01 1]0 F3 1 0 110
A= -1 1 011 =| I | = -1 1 01 =
1 0 1]0 Fy 01 1]0
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F 1 0 1]0 Fy
KB+ R | = 01 1|1 = Iy =
Iy 01 1|0 F;— F
1 0 1 0
0 1 1 1 — Sistema incompatible
00 0|-1
c) Sim=2
T 0 1 1 T 0
Al vy =B — 2 1 0 Y = 1 —
z 1 0 1 z 0
y+z2=0 xr=1/3
2e+y=1 = ¢ y=1/3
x+z2=0 z=-1/3

Problema 1.15.6 Una tienda online de productos gourmet elabora tres tipos de cafés exclusivos,
el Gold Cuvée (a 7,85 euros/kg), el Paradiso (a 13,3 euros/kg) y el Cremissimo (a 24,85 euros/kg).
Para ello utiliza solo dos tipos de grano, el Arabica y el Robusta. El Gold Cuvée tiene un 90 % de
grano tipo Ardbica, el Paradiso un 85 % y el Cremissimo un 80 %.

A lo largo de un mes han necesitado utilizar 27,1 kg de grano del tipo Robusta para atender todos
los pedidos y han ingresado un total de 3112,5 euros. Sabiendo que se ha vendido doble cantidad
de café Cremissimo que de las otras dos especialidades juntas, se pide calcular los kilogramos de
grano del tipo Arabica que se han utilizado a lo largo de ese mes.

Solucién:

Sean x los kg café Gold Cuvée, y los kg café Paradiso y z los kg café Cremissimo.

7,85z 4+ 13,3y + 24,852 = 3112,5 157z + 266y 4 4972 = 62250
0,1x 4+ 0,15y + 0,20z = 27,1 = 2x + 3y + 4z = 542
z2=2(x+vy) 20 4+2y—2=0
z =30
== y =22
z =104

Los kg de tipo Arédbica utilizados son 0,9z + 0,85y + 0,82 =0,9-304+0,85-22+0,8-104 = 128,9
kg.

1.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.15.7 Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en
una red social. Si Jimena perdiera el 25 % de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores
que Sara. Ademads, la mitad de los seguidores de Sara mads la quinta parte de los de Cristina supo-
nen la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule cuantos seguidores tiene cada una de las

tres amigas.

Solucion:
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Sean z el nimero de seguidores de Sara, y el nimero de seguidores de Cristina y z el niimero
de seguidores de Jimena. Tendremos:

z +y + z = 15000 x4y + z = 15000 x = 2000
%75Zy=3§ — o —2=0 —{ y=5000
54_5:1 10z +4y —52=0 z = 8000

Sara tiene 2000 seguidores, Cristina 5000 seguidores y Jimena 8000 seguidores.

Problema 1.15.8 Se pide:

a) Encuentre un tnico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables z e y, que tenga como
soluciones {xr =1, y=2} y {x =0, y =0}.

b) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables z, y y z cuyas soluciones
sean, en funcién del parametro A € R.

A
A—2
A—1

SISO
Il

¢) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incdgnitas, = e y, que solo tenga
como solucion ax =1ey = 2.

Solucion:

a) Un sistema de ecuaciones lineales o bien tiene solucién tnica o bien tiene infinitas soluciones
o bien no tiene solucién. Luego el caso que nos ocupa debe de tener infinitas soluciones, como
una de ellas tiene que ser {x = 0, y = 0} las infinitas soluciones buscadas serfan:

{IZA :>)\:x:%=>2x—y:0

y =2\
La segunda ecuacion del sistema tiene que ser proporcional
{ 20—y =0
—6x+3y=0
b)
T=A
y=A—2 = A=z=y+2=z2+1= { T=y+2
r=z+1
z=A-1
{ T—y=2
r—z=1
c¢) Calculamos un sistema con la solucién buscada, por ejemplo
{ 2r+y=4
r—y=—1

Como el sistema tiene que ser compatible determinado la tercera ecuacién tiene que ser
irrelevante, hacemos una combinacion lineal de las dos, por ejemplo multiplico la segunda
por 3 y le sumo la primera. Me queda el sistema:

20 +y =4
r—y=-1
or —2y =1
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1.16. Murcia
1.16.1. Modelo de 2021

Problema 1.16.1 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro a:

r+y+az=1
r+ay+z=a
ar+y+z=a+3

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién unica. Si es posible, calcule dicha
solucién para a = 0.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.
Solucién:

2)

- 1 1 a
A= 1 a 1| a i JAl=—a*+3a—-2=0=a=1, a=-2
a 1 1

Sia# —2ya#1= |Al # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el

sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

Sia=0:
z+y=1 z=—1
r+2z2=0 = y=2
y+z=3 z=1
b) Sia=-2:
1 1 -2 1 Fi 1 1 -2 1
A= 1 =2 1] -2 =| Kh—-F = 0 -3 3|-3 =
-2 1 1 1 s34+ 2F 0 3 -3/ 3
F 1 1 —2]1
F = 0 -3 31 -3 — Sistema compatible indeterminado
3+ Fy o 0 00
r+y—2z=1 T =A
r—2y+z=-2 =< y=1+2A
—2r+y+z=1 z2=A
c) Sia=1:
1 1 1|1 Fi 1 1 11
A= 11 1|1 |=| FR-F {=| 0 0 0|0 | = Sistema incompatible
1 1 14 s+ Fy 0 0 0|3

Problema 1.16.2 Considere la matriz A =

S O =
O~ =
_ o =
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a) Calcule las potencias sucesivas A2, A% y A%,
b) Calcule la expresién general de A™ para cualquier valor de n € N

c¢) Determine si existe la inversa de A . En caso afirmativo, calctlela.

Solucion:
11 1 1 2 2
a) A= 0 1 0 |,4*=( 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 3 3 1 4 4
A= 010 JyAt=[( 01 0
0 0 1 0 0 1
1 n n
by A"=( 0 1 0 |,VneN
0 1
1 -1 -1
) |[Al=1l=—=3A4'= A= 0 1 o0
0 0 1

1.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
Problema 1.16.3 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro a:

axr+y+z=4
r—ay+z=1
TH+y+z=a+2

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién tnica.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.
Solucién:
a)
a 11 4
A= 1 —a 1| 1
1 1 1|a+2

P JAl=1-a>=0= a=+1

Sia#+1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

b) Sia=-1:
-1 1 1|4 F -1 1 114
A= 11 1|1 | = J28 11 1)1
11 11 - I 0 0 0[]0
" -1 1 1|4
B+F | = 02 2[5 | =
Fy 0 0 0[]0
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Sistema compatible indeterminado

—z+y+z=4 x=-3/2
z+y+z=1 = ¢ y=5/2-2X
r+y+z=1 z=A

c) Sia=1:
1 1 14 Fy 1 1 1| 4
A= 1 -1 11 =|FK-F |=]1 0 -2 0|-3 |=
1 1 13 Fs—F 0 0 0|—-1
Sistema incompatible
1 1 1 1 0
Problema 1.16.4 Considere la matriz A = 01 0 |,B= 0 1 y

1 2 2 2 1

-2 0 -1
¢= ( 1 -1 1 )
a) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

b) Resuelva la ecuacién matricial AX — B = C" , donde C" denota la matriz traspuesta de C

Solucién:
2 0 -1
a) [A]=1#0= 347" = 0 1 0
-1 -1 1
b) AX -B=C'= AX=C"+B= X =A"YC"+B)
2 0 -1 -2 1 1 0 -3 0
X = 0 1 0 0 -1 |+ 0 -1 = 0 —2
-1 -1 1 -1 1 2 1 2 3

1.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.16.5 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro a:

r+ay—2=0
2r4+y+az=0
rT+dby—az=a+1

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién unica.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.

Solucion:

a)

B 1 a —1| 0
A= 2 1 a| 0 : JAl=3(*~-2a-3)=0= a=—1, a=3
1 5 —ala+1

Sia# —1ya#3= |Al # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
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b) Sia=—1:

1 -1 =110 Fy 1 -1 =110
A= 2 1 —-11]0 =\ Fb—-2F | = 0 3 110 =
1 5 110 s — Fy 0 6 210
F 1 -1 —-1/0
Fy = 0 3 110 ==
F3 —2F, 0O 0 01]0
Sistema compatible indeterminado
r=-2\
{ r—y—2=0 SN
Sy+z=0 z=-=3XA
c) Sia=3:
1 3 —-11]0 Fy 1 3 —-110
A= 2 1 310 =\ FR—-2F | = 0 -5 510 =
1 5 3|4 Fs—F 0 2 —-2|4
Py 1 3 =110
F, = 0 =5 51 0 — Sistema incompatible
5F3 4+ 2F; 0 0 0120

Problema 1.16.6 Considere la matriz A = ( _? ; )

a) Si se denota por tr(A4) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su
diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de
a, se cumple la ecuacién A? = tr(A)A — |A|I, donde I denota la matriz identidad de orden 2.

b) Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o invertible).

c) Para a = —3, resuelva la ecuaciéon matricial AX — A* = A, donde A’ denota la matriz

traspuesta de A.

Solucion:

et 3 5)-wen(} 1) %)

AQ—( 2 a)( 2 )_(4—a da )

U1 2 -1 2/ -4 4—a
Luego: A% = tr(A)A — |A|I

b) |[Al=4+a=0= a=—-4=JA ' Vac R~ {-4}

B (2 -3 L (23
C)Paraa——3:>A—<_1 2>:>A —(1 2)
AX —A'=A= AX=A+A'= X =A"1A+ A =

(2)I(2 )+ (3 2
OISR



1.17. Navarra

1.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.17.1 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardametro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a—Dz—-—y=3
(a—Dzx+(a+1l)y—(2—a)z=—-2a
(—2a+2)z —ay + (a®> —a—2)z =3a — 1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Solucion:
a—1 -1 0 3
A= a—1 a+1 a—2 —2a A = (a—1)(a®*+26* ~4a—8) =0 = a =1
—2a+2 —a a*—-a—2|3a—-1
y a==£2.

» Sia e R—-{-2,2,1} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado.

3 -1 0
—2a a+1 a—2
3a—1 —a a’-a-2 1
xTr = =
|A] a—1
a—1 3 0
a—1 —2a a—2
—2a+2 3a—1 a®>—a—2
y: :—2
Al
a—1 -1 3
a—1 a+1 —2a
B —2a+2 —a 3a-—1 1
™ A] T a-2
» Sia=-2:
-3 -1 0 3 F -3 -1 0 3
A=| -3 -1 4| 4 |=| FKBR-F |= 0 0 —4| 1 |=
6 2 4| -7 F3 4+ 28 0 0 4| -1
Fi -3 -1 0|3
F, = 0 0 —4|1 — Sistema compatible indeterminado
3+ Fy 0 0 00
T =\
i
- z=-1/4
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B 1 -1 0| 3 I 1 -1 0| 3
A= 1 3 0]—4 =| FIR,—F | = 0 4 0]-7 =
-2 -2 0 5 F3 +2F; 0 —4 0] 11
I 1 -1 0 3
= Fy = 0 4 0]-7 — Sistema incompatible
F5+ F, 0 0 0| 4
s Sia=1:
0 -1 0] 3 P 0 -1 0| 3
A= 0 2 -1|-2 |=| FRKR+2F |=( 0 0 —-1| 4 |=
0 -1 —-2| 2 35— 0 0 —-2|-1
I3 0 -1 0] 3
Fy = 0 0 -1 4 —> Sistema incompatible
F; —2F, 0 0 0]-9

Problema 1.17.2 Calcula los valores del parametro ¢ para que se cumpla la condicién |A3| =38,
siendo A la siguiente matriz:

t—1 t+4+1 3

A= -t ?+2t ¢t
1—t —1—t =2

Solucién:
t—1 t+1 3 1 t+1 3 F\ +F;
A= |t =t *4+2t t |=@t—-1)] t #*+2t t |= Fy =
1—t —1—t —2 ~1 —1—t -2 Fy
0 0 1 5
t—1) t t*+2t t :(t—l)‘_tl t_1+_2§‘:t(t—l)‘_11 _t;r_zt':
-1 —1-t -2
Fy }_ L t+2 |
{F2+F1 =tt=Nly ‘—t(t 1

A3 = AP =8 = |A|=2=t—t=2—=t?-1t-2=0=t=—1yt=2

1.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.17.3 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

ax+(a—2)y=a—2
az + (> = 2a)y + 2z =a
3ax + (a® —4)y + 2z = 4a — 4
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
Solucién:
B a a—2 0| a—-2
A= a a*—2a 2 a ,|Al = —a(a®* —3a+2)=0= a=0,a=1ya=2.
3a a*—4 1|4a—4
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» Sia e R—-{0,1,2} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado.

a—2 a—2 0
a a’®—2a 2
da—4 a>—4 1 _a—5
= IA] a1
a a—2 0
a a 2
| 3a 4da—-4 1 2(a+1)
v= |A| a? —3a+2
a a—?2 a—2
a a’—2a a
3a a*—4 4da—4
z= =—a
| Al
= Sia=0:
B 0 -2 0|-2 P 0 -2 0]-2
A= 0o 0 2 0 = Fy = 0 0 2 0 =
0 —4 1|4 3 —2F; 0 0 1 0
I 0 -2 0|-2
Iy = 0 0 2 0 =
2F; — Fy 0 0 0 0
Sistema compatible indeterminado
{ RO I R
22=0 vy=
z=0
s Sia=1:
1 -1 0] -1 " 1 -1 0|-1
A= 1 -1 2 1 =| FKh-—KR = 0 0 2 2 =
3 -3 1 0 F3 4+ 3F; 0 0 1 3
b 1 -1 0] -1
= F = 0 0 2 2 = Sistema incompatible
2F3 — Fy 0 00 4
s Sia=2:
2 0 0|0 P 2 0 00
A= 2 0 2|2 |=| -F |=| 00 2|2 |=
6 0 1|4 F; —3F; 0 0 1|4
I 2 0 0|0
F = 0 0 2|2 —> Sistema incompatible
2F; — Fy 0 0 0|6




Problema 1.17.4 Calcula los valores de t para que se cumpla |A- B~ = 1, siendo A y B las
siguientes matrices:

1 t —t t—1 t -t
A= 2t—1 t—1 ¢t ; B=| 1-2t 2t -1
t—2 0 t—2 0o -1 1
Solucién: 1
\A.B_1|:|AHB—1|:|A|®:1:>|A\:|B|
1 t —t
[Al=|2t—1 t—1 t |=t>—3t+2

t—2 0 t—2
t—1 t —t
|IBj=|1-2t 2t —1|=22-3t+1
0o -1 1
22 —3t+1=t>-3t+2=—= 1t -1=0= t==+1

Sit=1= |A| =|B|=0= #AB~! luego esta solucién no es vélida.
Sit=—1= |A] =|B| =6 = 3B luego esta solucién si es valida.

1.18. Pais Vasco

1.18.1. Modelo de 2020

Problema 1.18.1 Discutir, en funcién de m, el sistema de ecuaciones

(m+3)x+my+mz=m-—1
3z +mz=m—2

—y+z=m-—3
Resolver en los casos de indeterminacién, suponiendo que existan.
Solucién:
- m+3 m m|m-—1
A= 3 0 m|im-=2 ]; [Al=m(m—-3)=0= m=0, m=3

0 -1 1 |{m-3

= Sim#0ym#3 = |Al # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sim=0:
- 3 0 0]-1 R 3 0 0]-1
A= 3 0 0f-2 = | L —F = 0 0 0|-1 o
0 -1 1]|-3 F3 0 -1 1|-3

Sistema incompatible
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= Sim=3:

B 6 3 3|2 P 6 3 3|2 P
A= 3 0 3|1 =\ 2Fh—-F | = 0 -3 310 = Fy =
0 -1 110 F3 0 -1 110 3F5; — Fy
6 3 3|2
0 -3 310 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0|0

Sim = 3: (sistema compatible indeterminado)

1
rT==-—A
6x 4+ 3y + 3z =2 3
3r+3z=1 = Y=\
—y+2z=0
z=A

Problema 1.18.2 Dada la matriz A(a)
1 00
Afa)=[ 1 a 0
1 1 1
calcular, razonadamente, el valor de a para que el determinante de A(a)2 valga 4.

Solucion:
\A(a)2| = |A(a)|2 =¢’=4= a=42

1.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 1.18.3 Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales, en funcién del pardmetro
o
ar—y+z=1
3r—y+az=a«a
z+(a—1)z=1
Resolver el sistema para o = 3, si es posible.
Solucién:

B a -1 1 |1
A= 3 -1 a |a |; |JAl=-a’+3a-2=0=a=1, a=2
1 0 a—-1|1

® SiaeR—{1,2} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

@& Sia=1:

1 -1 1)1 I 1 -1 111
A= 3 -1 1|1 = | IZ—-3F | = 0 2 2| -2 =
1 0 0]1 ;- Fy 0 1 -1} 0



Fy = 0 2 —2| =2 — Sistema incompatible
2F3 — Fy 0 0 0] 2
& Sia=2:
2 -1 1|1 Fy 2 -1 1|1
A= 3 -1 2|2 = | 2F, —3F, | = 0 1 1|1 =
1 0 11 2F3 — Fy 0 1 1|1
R 2 -1 1|1
F = 0 1 1)1 — Sistema compatible indeterminado
F;— F, 0 0 0|0
20 —y+z2=1 . 2
r+z=1 y=1-2
z= A\
@ Cuando o =3
3r—y+z=1 rz=-—1
3r—y+3z2=3 = y=-3
r+2z=1 z=1
2 3 «
Problema 1.18.4 Sea la matriz A = 1 « 1
0 a -1

a) Determinar para qué valores del pardmetro « la matriz A no tiene inversa.
b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de A para o = 2.
Solucion:

a) |Al=a®*~4a+3=0= a=1ya=3= A ' paraa =1y a =3 por ser |[A| =0

2 3 2 4 -7 1
b) Sia=2= A= 12 1 |=A4A1=| -1 2 0
0 2 —1 -2 4 -1

1.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 1.18.5 Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales, en funcién del pardametro
a:

ar+2y—z =«

2e+ay+z=2+4+«

T —ay+ 2z =2«

Resolver el sistema para a = 1, si es posible.
Solucién:

- o 2 -1 o
A= 2 a 1 |24+a |; |4 =3*+3a—-6=0= a=1, a=-2
1 —a 2 2«

& SiaeR-{1,-2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
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& Sia=1:

1 2 —1|1 P 1 2 —-1]1
A= 2 1 13 = | Iy —2F | = 0 -3 3|1 =
1 -1 212 35— F 0 -3 311
P 1 2 —-111
Fy = 0 -3 3|1 — Sistema compatible indeterminado
F;—F 0 0 010
& Sia=-2
-2 2 —1|-2 P -2 2 -1 =2
A= 2 =2 110 =| F+ F = 0 0 O0f -2 =
1 2 2| —4 2F3 + Fy 0 6 3| -10

Sistema incompatible

@ Cuando a = 1 el sistema es compatible indeterminado y podemos eliminar la tercera ecuacién:

x:gf)\
r4+2y—z=1 1
{2x+y+z:3 L= yz—g—i—)\
z=A

10 2 0 2 2
Problema 1.18.6 SeanA_<_2 1),3—(2 1>,C—<0 1)

Calcular la matriz X de orden 2 x 2 que verifica
A’X+B=C
Solucién:

(Lo eH--
() (=08 2)=(232)

7
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Capitulo 2

Geometria

2.1.

Restimenes tedricos

Vectores
Sean 7 = (Ul,UQ,U3), 7 = (Ul,’l)g,l}g) y E? = (”U.)l,’wg,w;g)

Up Uz U3

7, o y W son linealmente independientes si | v; vy w3z | # 0. En caso contrario uno de
w; Wy wWs

los vectores es combinacién lineal de los otros.

7 = U1V] + UV3 + U3V3

Producto escalar: { g 7 = |7H7‘ cos o

i j k

Producto vectorial: ? = U XV =] w us us ; el vector _t> es perpendicular a los
(%1 (%) V3
vectores @ y ¥. Se cumple |7 x | = | ||| sina.

|7 X 7| = S donde S es el area del paralelogramo que describen los vectores U y o por

paralelelismo. (El drea de un tridngulo serd 55’ )

U u us
Producto mixto: [7,7,3] = | vy vy w3 | =V, donde V es el volumen del parale-
w1, W2 wWs
lepipedo que determinan los tres vectores por paralelismo. El volumen de un paralelepipedo
es también V = S} ,se - Altura. Para calcular el volumen de un tetraedro tenemos dos férmulas:

1
Vietraedro = évparalelep{pedo Y Vietraedro = ngase - Altura

Ecuaciones

Sea la recta r :

1,

Uy = (u1, ug, us)

P.(a,b,¢)
Vectorial Paramétrica Continua General
T=a+ A
_ —b _
Z =P+ \up Yy =b+ Aug roe_y i No hay
z=c+ A\us u1 U2 u3
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7 = (ul,uQ,ug)

Sea el plano 7 : { U = (v, va, v3)
P(a,b,c)
Vectorial Paramétrica Continua General

uy vy Tr —a
uy vo y—>b | =0
us U3 zZ—C

T =a+ Auy + pvy
7:P+)\7+u7 y = b+ Aug + pve No hay

z=c+ Aug + s Ar+By+Cz+D =0
Ideas:
aq b1 C1
» Tres puntos Py (a1,b1,c1), Pa(ag, ba, co) v P3(as,bs, c3) no estdn alineados si | az by co | #
as b3 C3
0

= El vector u, y la recta r tienen la misma direccién.
= El vector 4, = (A,B,C) y el plano 7 : Az + By + Cz + D = 0 son perpendiculares.

Posiciones de rectas y planos:

— — uy
—> T
= Dos rectas: r : { Ur s { Us y P.P;. Construimos la matriz A = u
P, P P—>P
T+ s

Si Rango(A) = 3 = Se cruzan.

S

u,
Rango < 177;

s

Si Rango(A) = 2:

w
Rango ( 77; ) = 2 = Se cortan
) = 1 = Son paralelas

Si Rango(A) = 1 = Coinciden.

%

uy.
= De unarecta r : { P,
y se sustituye en el plano: A(a + Auy) + B(b + Auz) + C(c + Auz) + D = 0 Al resolver esta
ecuacién pueden ocurrir tres casos:

y un plano 7 : Ax+ By+Cz+ D = 0: Se pasa la recta a paramétricas

a) Encuentro un valor de A = kK = se cortan. El punto de corte se encuentra sustituyendo
el valor de A en la ecuaciéon paramétrica de la recta.

b) Encuentro infinitos valores de A = la recta se encuentra contenida en el plano. (La
solucién de la ecuacién queda de la forma 0 = 0)

c¢) No existen valores de A = la recta es paralela al plano. (La solucién de la ecuacién
queda de la forma 7 = 0)
s De dos planos my : Ayx + B1y + Ciz + Dy y 7o : Asx + Boy + Coz + Ds. Puede ocurrir:

A B A C B Ch
! ! ! L —1 # —— en cualquiera de ellos los dos planos se cortan en

VLTER LT R G
una recta.
A B
b) /T; = B; = g; # —— en este caso son paralelos.

c) A = =1} = G _ & en este caso coinciden.
A2 Bg CQ Dg

80



s Detres planos 7y : Ajx+B1y+Ciz+D1, mo : Asx+Boy+Coz+ Doy w3 : Azx+Bsy+Csz+Ds.
Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y se discute por el teorema de
Roché. Si el sistema tiene solucién unica los tres planos se cortan en un punto. En el caso de
que tenga infinitas soluciones se analizan los planos dos a dos. En el caso de que no tenga
soluciones se analizan los planos dos a dos.

Férmulas:

» Distancia entre dos puntos: d(A, B) = |1ﬁ|

H %
PP, x

» Distancia de un punto a una recta: d(P,r) = %%A
Uy

_ |Aa+ Bb+ Cc+ D|
VAL B+ 02
PP, al, )|

» Distancia entre dos rectas que se cruzan: d(r, s) = ﬁ‘ﬁ‘—
Up X Usg

» Distancia de un punto a un plano: d(P, )

) °-T
= Angulo entre dos vectores: cosa = kilki

— =
4 Uy * Us

» Angulo entre dos rectas: cosa = ]
Uy || Uy

—r

, Uy * Upy

L Angulo entre dos plaHOS: COStx = T— 77—
|ty |||

—
, . Uy - Upy
» Angulo entre una recta y un plano: sina = ———-
|| |tr ]
P+Q
2

s Punto mediode Py Q es A =

= Punto simétrico de P respecto de QQ es A =2Q — P

» Esfera: (z —a)? + (y — b)*> 4 (2 — ¢)? = r? es una esfera de centro C(a, b, c) y radio= r.
Ideas métricas:

= Punto simétrico de P respecto al plano 7:

e Calculo r que pasa por P perpendicular a m, u = ..
e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P P

= Punto simétrico de P respecto a la recta r:
- — =
e Calculo 7 perpendicular a r que contenga a P, u; = u,..
e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P"-P
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Recta perpendicular a otras dos que se cruzan (y las corta): Se calcula como interseccién de

uj uf
los dos planos 7 : w , T ul
P, Py

dondeﬁ:m}xﬁg

Recta que pasa por un punto P y corta a dos rectas que se cruzan: Se calcula como interseccién

de los dos planos
PP PP

BN ’ITZ y T2t 17;
P.oP P;o P

Recta paralela a un plano 7 y que corta a otra recta t que a su vez corta a m y que pasa por
el punto P:

e Calculo un plano 7’ paralelo a 7™ que contenga a P.

e Calculo P’ punto de corte de 7’ y ¢.

e La recta buscada es la que une los puntos Py P’.
Ecuacién de la circunferencia resultante de cortar una esfera con un plano (vertical u hori-

zontal). Si el plano es z = k, se sustituye en la ecuacién y resulta una circunferencia. Tened
cuidado, el centro de esta circunferencia es (a, b, k).

@ = CP

Plano tangente a una esfera de centro C' en el punto de tangencia P: 7 : )
Contiene a P

Encontrar los puntos de una recta r que estan a una distancia A de un punto P: Se calcula
la ecuacién de una esfera de centro P y radio A. Se buscan los puntos de corte de esta esfera
y la recta r.

Plano Mediador 7 entre dos puntos P; y P»: Es el lugar geométrico de los puntos P(zx,y, z)
que cumplen d(P, P;) = d(P, P,).

Plano Bisector 7 entre dos planos m; y ma:Es el lugar geométrico de los puntos P(z,y, z) que
cumplen d(P, 1) = d(P, m3).
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2.2. Andalucia

2.2.1. Modelo de 2021

-2 -2 -1
Problema 2.2.1 Considera larecta r : a: = L 3 = i 1 ylosplanosm :x =0y m : y =0.

a) Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 71 y ms.

b) Determina la posicién relativa de la recta r y la recta interseccién de los planos 71 y ma.

Solucién:
= _ [ r=2—-A
a)r:{;r(;éll)’&l) = r:q y=2+3" = P2-X\2+3\1+))
r\4y &y Z:1+)\
d(P,mm1) =d(P,m) = 2= A =243\ =
{2—>\:2+3)\:>)\:0:>P1(2,2,1)
2-A=-2-3\= A=-2= P(4,-4,-1)
z=0 z=0 u = (0,0,1) —
b) t { L=t y=0 =t { ! Y = PP.=(2,2,1)
y_o Pt(oaoa)
z=A
2 2 1
[PtPTJTT),Ut)]: -1 3 1 |=8#0= rytsecruzan.
0 0 1

Problema 2.2.2 Counsidera el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1).

a) Halla el drea de dicho tridngulo.

b) Calcula el coseno del dngulo en el vértice A.

Solucién:

a) AB = (0,-1,2) y AC = (~1,1,1)
e
L J
0

Sr = 4B x | = 5|

S
()

1
-1 | = 5‘(_37 -2, _1)| =

-1 1

r—ll\DPT'\L

AL -AC  —1+2 15
+ :\/>2>a:7502’13”

T ABac V53 15

2.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.2.3 Considera las rectas

r:{2x—3y+z—2:0 - ifi;ﬁ’l
—3r+2y+224+1=0 L — 9249\
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a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1,0,—5).

b) Calcula el seno del dngulo que forma la recta r con el plano 7 = —2z +y + 2z = 0.
Solucién:

r=3-—2\ 178):(_2’1’2)
@) siq y="1HA =iy g iy )

z=—2+2\ S\

Un = u, = (—2,1,2) = 7’ : —2z+y+22+ X =0, imponemos P € 7’ = —24+0—-10+\ =

0= A A=12=7':22+y+22+12=0

77
_J22-3y+2-2=0 5 D A o

@, -uy|  16—7-10 /138
jurllaz] — V138-v9 414

r+3  y+4  z-3

2
P(1,0,2) y A(a,1,0), se cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

cos(90° — a) = sina =

Problema 2.2.4 La recta r =

y la recta s, que pasa por los puntos

Solucion:
@ = (2,2,3) Z =R
T P(—3,—4,3) = r:{ y=—-442X\
" o z=3+3\
=1 -1
s.{@:ﬁ:(a—m,—mﬁr, §:u+(a n
PGZP(17O72) 222_2/1'
Punto de corte:
—3+22 =1+(a—1pu A=1
3+3A=2-2u a=2

Luego a = 2 y el punto de corte es Q(—1 — 2, 6).

2.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.2.5 La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano 7 corta a este

11
o 5 (1,1 1)
en el punto 3’3

a) Calcula la ecuacién del plano 7.
b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a .

Solucion:

11 1 1
a) 7:@1:(1,1,0)—(1,575) = (0,5,—5) =2(0,1,-1) L7 =, = (0,1,-1) = = :

1 1
y — 2z + A =0 imponiendo B € 71 = 0—&-5—5—&-)\:0: A=0
Luego m:y — 2 = 0.
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0+1-0 2V2
NG 5 V2 u

Problema 2.2.6 Considera las rectas

b) d = 2d(A, )

r=3+A -~
r= y=1 sz{jtg_l
z2=-3-X -

a) Estudia la posicién relativa de r y s.

b) Halla la recta que corta perpendicularmente a r y a s.

Solucion:
T iif+A ﬁr'{m:(l’o’_l)
z=-3—A Pr(3,1,-3)

S

_ r=1-p — _
{x—l—y—l = s5:{ y=upu :s:{us_( 1,1,0) y
=0 z=0 )

P,P. =(2,1,-3)

_)
—
o) [RPL@@|=] 10 -1 :OyRango(;z):
-1 1 0 °

1
Rango( 1 0 > =2 = ry s se cortan.

b) Calculamos el punto de corte de r y s

z=-3-A=0 —3-A=0 o=

La recta h que corta perpendicularmente a r y a s:
q > _}P B) y

T k
— o T A
1 1 0 Y
Ph(07170>

2.3. Aragom

2.3.1. Modelo de 2020
Problema 2.3.1 Se pide:

a) Determine el valor de la constante real m para que los cuatro puntos siguientes:
A(1,1,0), B(1,3,1), C(2,1,-1), D(1,m,m)
sean coplanarios, es decir, estén en un mismo plano.

b) Determine el drea del tridngulo que definen los puntos A, By C.
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Solucion:
a) AB = (0,2,1), AC = (1,0,—1) y AD = (0,m — 1,m)
0o 2 1

[AB,AC,AD] =|1 0 —1|=-m-1=0= m=-1

0 m—1 m

1 1 1_ o 1 _§ 9

- = =
i ] k
0 2 1
1 0 -1

Problema 2.3.2 Determine la ecuacién del plano m que contiene a las dos rectas r y s siguientes:

3 +2:=4 577 9 )

_{x—2y2—4 _y+1l z—1

Solucién:
El problema no tiene sentido si las dos rectas se cruzan o coinciden. Estudiamos su posicion relativa.

3x—2y+2=0 L — 83\ P.(—4,0,8)
r=A —
y+1 z—1 u§:(1a27_1)
srp=2"1" = — s y=—1+2\ :>S:{ , -
2 -1 11 P,(0,—-1,1)
—
PSP?" =N (_47()’8) - (0’ _17 1) = (_47 177)
-4 1 7 —
'_+ J—
[ﬂ,u_;,PSPT]: 2 1 -3 :0yRang0(A):2yRango<Li§):Rango(2 ! 3>:
1 2 1 Ug 1 2 -1
2 = r y s se cortan.
La ecuacién del plano 7 que contiene a las dos rectas seria:
= (2,1,-3) z y+1 z-1
! w=(1,2,-1) = 7:|2 1 -3 |=0=7:52—y+32—-4=0
P(0,-1,1) 1 2 -1

2.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.3.3 Calcule la ecuacién implicita de la recta (como interseccién de dos planos) que

pasa por el punto A = (0,1,1) y es paralela a los planos: m; que contiene los puntos By, Ba, B3, y
m =x + 2z =1, siendo:

B; =(-1,0,2), By=(1,3,1), Bs=(2,—1,0).

SoluciéL>
B1By = (2,3,-1) r+1 y =z

M :{ BiB3=(3,-1,-2) = m: 2 3 -1 |=0=
B1(-1,0,2) 3 -1 =2

m—Tx+y—11z—7=0
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e
i ] k
U XUm=| 1 0 2|=(-2-31)
-7 1 -11
T = X i = (-2,-3,1) o
r P, = A(0,1,1) = 7r:{ y=1-3\ =
T e z2=1+X
, i_y—l_z—1:
-2 =3 1
T y—1
— == 3r-2y+2=0
T _:r2 2—31
= =1 = r+22-2=0

Problema 2.3.4 Sean los siguientes vectores:
= (—1,1,1), 4 =(0,3,1), uj=(1,-2,0), us=(—2,0,1)
a) Compruebe si los vectores {v1 U3 v_>} son linealmente dependientes o independientes, siendo
vl =2uf —ub, v3=u{+uf, vi=us
b) Calcule las siguientes expresiones:
(2uf —ub) - (2uf —u3); (g —af) x (@ — )

siendo - y X los productos escalar y vectorial de dos vectores respectivamente.

Solucion:
a) v] =2ui —us =2(—1,1,1) — (0,3,1) = (=2, —1,1)
U =u 4+ uh = (—1,1,1) + (1,-2,0) = (0,-1,1)
U—2>:u_4>: (727031)
-2 -1 1
[U_1>, U_2>, v_g] = 0 -1 1 |=2#4#0= v17@7 v3 son linealmente independientes
-2 0 1

)
(2uf — ) - (2uf —up) = (=2,—1,1) - (=2,—1,1) =4+ 1+1=6
e uf—uy = (—2,0,1)—(=1,1,1) = (=1,—1,0)

77 F
(U’—>4 N 171)) X (174) - rLT{) = (_17 170) X (_1a 170) =| -1 -1 0= (07070)
-1 -1 0

2.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.3.5 Calcule la ecuacién implicita de la recta que pasa por el punto (1,—2,0) y es
perpendicular al plano determinado por los puntos (1,0,1), (3,1,0) y (2,—1,1). Exprésela como
interseccién de dos planos.

Solucién:
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Sean A(1,0,1), B(3,1,0) y C(2,~1,1) = AB = (2,1,~1) y AC = . La recta r que

buscamos TN

i j k
1 -1 0
Pr(17_270)
=1 y+2 =z
T T T3
—1 2
x]_ %:}x—l_y—FQﬁﬂ'l I—y—3:0
rz—1 z
. :§:>3m—3:z:>7r2:3x—z—3:0

r_{.’l?—y—?):()
"1 3x—2-3=0

2.4. Asturias
2.4.1. Modelo de 2020

Problema 2.4.1 Los puntos A(0,1,0) y B(—1,1,1) son dos vértices de un tridngulo. El tercero

=4 . .
C pertenece a la recta r : { i 1 Adems3s la recta que une A y C' es perpendicular a la recta r.

a) Determina el punto C.
b) Calcula el drea del tridgngulo.

Solucion:

N z=4 =

T{j:f = r:¢ y=2A zr:{uT_(O’l’O) = C(4,\,1)

a) AC = (4, A1) — (0,1,0) = (4, A — 1,1)

AC L@t — AC - =0=— (4, A—1,1)-(0,1,0) = A—1=0=— A=1— C(4,1,1)

b) AB = (~1,1,1) — (0,1,0) = (—1,0,1) y AC' = (4,0,1).

T 5%
1 1 1 5
:f‘A§XA8‘=*| ~1 0 1|l=210,50)]=zu?
2 2 7, 0 1 2 2

Problema 2.4.2 Dados los puntos A(2,1,0) y B(1,0,—1) y r la recta que determinan. Y sea s la
TH+y=2

recta definida por s : { ytz=0 "

a) Estudia la posicién relativa de las rectas.

—
b) Determina un punto C' de la recta s tal que los vectores CA y C@ sean perpendiculares.
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Solucion:

Pr:B(LOa_l) Z:—]_—f—)\
'{x+y:2 . fo—u . { i=(-1,1,-1)
T ly+2=0 Sy YT H 771 Py(2,0,0)
Z=—U
—
a) PP, =(2,0,0) — (1,0,—1) = (1,0,1)
N 10 1 Lo PP
[PT 1?17]: 11 1|=o0, ’1 . ‘:17&0:,»Rango T =2 =
-1 1 -1 u
) : 11 u,
Las dos rectas estan en el mismo plano, y como 111 F 2 # 0 = Rango = )=

2 = r y s se cortan.
b) Sea C(2 = p, p, —p)
AC = (2= i,y —p1) = (2,1,0) = (=gt p— 1, —p1),

C@:(1707_1)_(2_N7N’_M):(_1"_;“'7_:“7_1"_;“')
AC L CB— AC-CB=0— (—pyp—1,—p) - (=1 4+p,—p,—1+pu) =0=
—(=1 )+ (= D)(=p) + (=) (14 p) = 3> +3u=0= p=0, p=1
Sip=0= C(2,0,0)
Sip=1= C(1,1,-1)

2.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

1 -1 =
Problema 2.4.3 Dadas las rectas r : % = y72 =2zys: { . +Z2y_ 1 1

a) Comprueba que las rectas se cruzan.

b) Obtenga el plano 7 que contiene a s y es paralelo a la recta r. Halla la distancia entre el
punto P = (—1,1,0) de la recta r y el plano .

c¢) Calcula la distancia entre las rectas.

Solucion:
{B=n P {E=2Lo
" P(-1,1,00 Y Z:l 51 Py(-1,0,1)
—
a) PP, =(0,—1,1)
0o -1 1
—
[PT s,ﬂ,zﬁ]: 3 -2 1|=1#0= ry ssecruzan.
-2 1 0
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17;2(—2,1,0) xr+1 y z-—1
b) m:{ up=(3,-2,1) = 7:| -2 1 0]=0=
P,(—1,0,1) 3 =2 1

Tm:x+2y+2=0

-14+24+0 V6

d(pm) = 210
Pm) = a1 6

¢) Como r || m cualquier punto de r a 7 tiene la misma distancia. Como s estd contenida en
7 la distancia buscada es la calculada en el apartado anterior. De todas formas la calculamos.

- = 2

i ik
lur xuwll=]] 3 -2 1||=[(-1,-2,-1)=6
-2 1 0

1 V6

PRz

d(T,S):ﬁ—%—GU/

Uy X ug|
=1
Problema 2.4.4 Dados los puntos A(1,1,0) y B(0,0,2) ylarectar: < y=1+ X Halla:
z=1+2A

a) Un punto C € r de forma que el tridngulo ABC sea rectdangulo con el dngulo recto en B.
b) El plano 7 que pasa por Ay By es paralelo a r.
Solucién:

2) Cer= C(LL1+A1+A), BA=(1,1,-2) y BC = (1,14 A, A—1). Como BA L BC —
BA-BO=0— 1+(14+A)—-20—1)=0— A=4— C(1,5,5)

P.(1,1,1)
’(Ir‘): 0,1,1) T y z—2

T E:(—l,—l,Q) = r:| 0 1 1 =0=
B(0,0,2) -1 -1 2

m:3xr—y+2—2=0

2.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021
Problema 2.4.5 Sea el tetraedro de la figura formado por A(3,0,0), B(0,2,0), C(0,0,6) y D(a, 3,1).

Calcula:
D

a) El drea del tridngulo limitado por los puntos A, By C.
b) La ecuacién del plano m que pasa por los puntos A, By C.
A

¢) El valor de a para que el vector /ﬁ sea perpendicular al plano 7 anterior.

d) Para a =5, el punto D’ simétrico de D respecto al plano .

Solucion:
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) AB = (-3,2,0) y AC = (—3,0,6)

T 7%
1
‘Exﬁ’*f 3 9 0 ||=216(2,3,1)] = 3v1d u?
2
-3 0 6
E:(—Z’),Q,O) r—3 y =z
b) T:Q AC =(-3,0,6) = 7:| -3 2 0|=0=
A(3,0,0) -3 06

m:2x+3y+2—6=0

c) /ﬁ:(a73,3,1)

/ﬁJ_ﬂ':> /ﬁ:ku_ﬂ)

a—3 =2k k1
(¢ —3,3,1) =k(2,3,1) = 3 =3k == { B
11—k a=>5

d) Sia=5= D(5,3,1). Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta r L 7 tal que D € r:

I z=5+2\
{“’”*“ =230 ) g3
P, = D(5,3,1) S

@ Calculamos el punto de corte D" de r con 7:
264+20)+3B+3N)+(1+N)—-6=0= A=—-1= D"(3,0,0)

@ D" es el punto medio entre D y D’:

D+ D’
2

=D" = D' =2D" — D =2(3,0,0) — (5,3,1) = (1,—3, 1)

r+y+2=0

Lm0 Calcula:

Problema 2.4.6 Sean el punto P(1,0,1) y la recta r : {

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r.
b) La distancia de r a P y el punto @ € r donde se alcanza dicha distancia.

c¢) La ecuacién del plano 7 que contiene a r y estd a la misma distancia de P que r.

Solucion:
r+y+z=0 T=-A u = (—1,0,1)
a)r'{xm:o — "\ Yz :”:{Pr(,o,o)



b) PP = (1,0,1)
PP x

]
=[] -1 | =12(0,1,0)| =

1

PP <
AP = T = T = VB

Sea Q(—A,0,\) ]1@]—| A0, — (1,0,1)] = [(“A—1,0,A — 1)| =
VEA-12 4 (A =12 =v2 = A =0= Q(0,0,0)

o o=l

%
k
1
1

¢) d(P,m) = d(Q. P) = |QP| = |(1,0,1)] = V2

Por otra parte el vector Q? es perpendicular a 7 = w:z+z+ A =0y Q € 7T =
0+04+04+A=0= A=0=7m:24+2=0

2.5. Cantabria

2.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.5.1 Se dispara un misil en linea recta desde el punto A = (1,2, 8) hacia la posicién
de la base enemiga B = (3,4,0).

a) Calcula la ecuacién de la recta que contiene la trayectoria del misil.

Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta en B.

)
b) Calcula el punto en el que el misil cruza el plano z = 4.
c)

)

d) Calcula un vector perpendicular a los vectores O@ y jﬁ .

Solucién:
=34+ A
@ =AB=(22-8) =201,1,-4) ) T=°T
a) T s =44+ A
P = B(340) SR

b) Sustituyendo 7 en el plano 2 =4 = 04+0+ (—4\) =4 = A =—-1= P(2,3,4)

¢) d(A, B) = ‘Eﬁj = (2,2, -8)] = 2V18 = 6v2 u

7%
—OBxAB=(3,4,00x (L1,—4)=| 3 4 0 |=/(-16,12,—1).
11 -4

Problema 2.5.2 Considera el plano 7 : 224 3y —4z = 10 y los puntos A = (1,2,1), B = (2, 3, 3).

a) Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A y B.
b) Halla el vector normal del plano 7.
¢) Determina la posicién relativa del plano 7, y la recta que pasa por los puntos Ay B

)
)
)
d)

Halla la ecuacién del plano paralelo a m que contiene al punto A.
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Solucion:

a)

T:{;T:?i_z(f’lﬂ) = r:{ y=2+)X
T (7 a) Z:1+2A

b) Uy = (2,3,—4)
¢) Sustituimos r en 7
20+ +32+N) —4(1+20)=10= A= -2
Luego la recta corta al plano 7 en el punto H(—1,0,—3). Son secantes.
d) Un plano 7’ paralelo a 7 tiene de ecuacién 2z+3y—4z = X imponiendo A € 7’ = 2+6—4 =

d=X= 7' :20+3y—4z=4

2.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.5.3 Considera los puntos A = (1,1,0), B = (0,1,1), C = (—1,0,1) y el origen de
coordenadas O.

a) Calcula la ecuacién del plano, m, que contiene a los puntos A, By C.

b) Comprueba que el origen de coordenadas, O, estd contenido en el plano .

c¢) Comprueba que 1@ es paralelo a O? y que B es paralelo a B?

d) Calcula el drea del paralelogramo ABCO.

Solucion:

a) AB = (~1,0,1), AC = (-2, ~1,1)

AB = (~1,0,1) c-1 y—1 =z
i AC=(-2,-1,1) = 7:| -1 0 1|=0=
A(1,1,0) -2 -1 1
m:x—y+2=0
b) Sustituyendo 0(0,0,0) enm= 0-04+0=0= O e
¢) AB = (~1,0,1) y OC = (~1,0,1) = AB = 0C = AB || OC
A0 = (~1,-1,0)y BC = (~1,-1,0) = A0 = BC = A0 || BC
d) El drea del paralelogramo es:
2 2 2 Vi -
? J
s=[ABx40|=1| -1 o 1|I=
-1 -1 0
(1, _171)‘ =3’ = ¢
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r=3—A
Problema 2.5.4 Considera los puntos A = (2,1,5), B=(3,4,1) ylarectar=¢ y=4—-3\ .
z=1—4\
a) Calcula la ecuacién de la recta, r’, que pase por Ay B.

b) Determina la posicién relativa de las rectas r y r'.

¢) Calcula el drea del tridngulo de vértices A, B y el origen de coordenadas.

Solucion:
T (18,
" P(3,4,1)
=3+ A
a)r’:{uw AB = 1,3,-4) _, . y=4+3X
PT/:B(341) TN
ur 3 4

b) P =P.=(3,4,1) y Rango( u_r> ) :Rango( 1 3 _4 ) =2 = r yr secortan en el
punto P = P, = (3,4,1)

) OA = (2,1,5) y OB = (3,4,1)

77 F
1 1 vV
S, = f‘(fi 043>‘:7| 9 1 5 ||=1i(—19,13,5) = Y220 2
2 2 2
3 4 1
2.6. Castilla La Mancha
2.6.1. Modelo de 2020
-1 1
Problema 2.6.1 Sean la recta 7 : xT = % _Z ; el punto P(3,1,—1) y el plano 7 : 2z +y —

z=0
a) Calcula la distancia del punto P a la recta 7.

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Py
por el punto @), siendo @ el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a m que contiene

a P.
Solucién:
a) r: { ;7(; 5)3’71’1? = r:d y=2A ]3—}>’ (2,1,0)
A z=—142\
- = -
i j k
BPxal=|| 2 1 0|=@2-4-1)=v2
3 1 2




b) = Calculamos 7' || 7/P € n":
720 4+y—2+A=0=6+1+14+A=0=A=-8=—=17":20+y—2—-8=0
= Calculamos @) punto de corte de 7’ con 7:
20430+ (N = (-142))-8=0= A=1= Q(4,1,1)
= Calculamos la recta t que pasa por Py Q:
t:{u_%:@:(l,OJ) L r=3+A

y=1
P, =P(3,1,-1) = _142)

Problema 2.6.2 Dados los puntos A(1,2,0); B(0,—1,2); C(2,-1,3) y D(1,0,1).

a) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que contiene a la recta que pasa por
Ay By es paralelo a la recta que pasa por C'y D.

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A4, B, C'y D.

Solucion:
— r=1-2 T 0D
W= AB = (~1,-3,2) u, =CD=(-1,1,-2)
a)r:{ C o = r:¢ y=2-3\ ys:{ W o —
P, = A(1,2,0) - P, = D(1,0,1)
r=1-—A
S y=A
z=1-=2\
ur = (—1,-3,2) r—1 y—2 =z
T 17;:(—1,1,—2) = 7:| -1 -3 2 |[=0=nmn:z2—y—2+1=0
P.(1,2,0 11 2

b) AB = (~1,-3,2), AC = (1,-3,3) y AD = (0,2, 1).

1 -1 -3 2 4
V=d@ 93] =1| 1 -3 3= =
0 -2 1

[N )
IS

2.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.6.3 Se pide:

1 -1
r+1 — ?i =z T Calcula razonadamente la distancia

a) Sea el punto P(1,0,1) y larectar =

del punto P a la recta r.

x=042\ 1 1 .
b) Sean las rectas s=<¢ y=1—2a\ yt= _ Y = . Calcula razonadamente
_ a -1 1
z=042\
el valor de a € R para que las dos rectas sean paralelas.

Solucion:
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_>
S our=(1,1,-1) 55 _ _ _
a) r'{PT(fl,O,l) y PP, = (—1,0,1) — (1,0,1) = (—2,0,0)
Fi
—_—
uxPP.l=|| 1 1 —1[|=120,1,1)=2v2
-2 0 0
S =
d(P ) u,. X PP, 2\@ 2\/6
7’[“ = = = u
@] VER
= _ o o o
b)SZ{US7(2’ 2@,2) yt:{Ut (CL, 171)
P,(0,1,0) Pi(1,-1,2)
2=ka =9
W = = ki = (2, -20,2) = ko, 1) = { 2a=—k — {5
2=k o
—r —
Cfw=(2,-2,2) { u = (1,-1,1)
Luego.s. { PS(O,].,O) b Pt(]-,_]-a2)

Para comprobar que no son coincientes sustituimos P; en t:

0-1 ,14+1 0-2
1 7 -1 1

Como P, ¢t = r || t cuando a = 1.
Problema 2.6.4 Sean los puntos A(0,0,1), B(2,1,0), C(1,1,1) y D(1,1,2).
a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.

b) Calcula razonadamente la ecuacién del plano que pasa por los puntos A, By C, y la de la
recta perpendicular a este plano y que pasa por el punto D.

Solucion:

a) AB = (2,1,-1), AC = (1,1,0) y AD = (1,1,1).

1 1|2 bl 1 1
VT:fHﬁ,@,ﬁH:f\ 11 0l]=-1==-
6 6 6 6
11 1
E:(Zl,—l) x y z—1
b) m: m:(l,l,O) =7:12 1 -1 |=0=
A(0,0,1) 11 0
m:rx—y+z—1=0
rlr= u =u,=(1,-1,1)
e DY (e ab
P, =D(1,1,2) Y24
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2.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 2.6.5 Sean los planos 71 = ax+y+22=3ym=2r—y+az=0
a) Determina razonadamente el valor de a para que los planos 71 y w2 sean perpendiculares.
b) Para a =1 calcula la distancia del punto P(2,0,1) al plano .
Solucién:

a) m:(a7172)ym:(27_15a)

N , N N 1
T L e == Ups; L Upijy = Upi; - Upis = 0= 2a —1+2a=0= a:Z

b) Sia=1l—m m=c+y+22:—-3=0

24+0+2-3 1 6
dPm)=""_—T2 " - — Y2,
VIi+1+4 V6 6

2.7. Castilla Leon
2.7.1. Modelo de 2021

Problema 2.7.1 Dadalarectar:x+2=y=z—2yel plano 7 :x — 2z + 2 =0, se pide:
a) Determinar la posicién relativa de r y 7.

b) Calcular el punto simétrico respecto de 7 del punto de r (—2,0,2) y hallar la recta que es
simétrica de r respecto del plano 7.

Solucién'

—(1,1,1) r=-24+A
T ( 2,0,2) = r:< y=2A

B z=24+ A

a) Sustituyendo r en m = (—24+A)+0(\) —(2+A)+2=0= —2 =0 lo que es imposible y,
por tanto, la recta r y el plano 7 no tienen ningin punto en comin y son paralelos. (r || )

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

= Calculamos una recta t L 7/P(—2,0,2) €t

; {Uz—zﬁ_(m,—m ., ;c:o_2+A
P, = P(-2,0,2) o

= Calculamos el punto P’ de corte de t y 7
24A-2-N+2=0= A=1= P'(-1,0,1)

» El punto P’ es el punto medio entre P y el simétrico P” buscado

P+P”

5 =P = P'=2P'—P=(-20,2) - (~20,2) = (0,0,0)
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Como la recta r || 7 la recta simétrica h de r respecto de 7 tiene que ser paralela a r —>

uj = 17; y tenemos

— _ = z=A
S uh=ur=(1,1,1) . —
h {Ph:P”(O,QO)) — Z;i

1
Problema 2.7.2 Dadalarectar:z—1= % =z—1yelplano 7 :x —y+ z = 0, se pide:

a) Determinar la posicién relativa de r y 7.

b) Calcular la distancia del plano 7 al punto de la recta r, (1, —1,1) y hallar el plano paralelo
a 7 situado a la misma distancia de r que 7.

Solucién:
— r=14+ A
r:{“T_(l’Q’l) = r:{ y=—-14+2) yu, =(1,-1,1)
Pr(lv_lal)
z=1+A

a) Sustituyendo r en m = (14+A) — (—=14+2X)+ (1 4+ A) =0 = 3 =0 lo que es imposible y,
por tanto, la recta r y el plano 7 no tienen ningin punto en comuin y son paralelos. (r || 7)

b)
n+1+1 3

Viti+1 V3

Sea 7' : ' — y + z +m = 0 el plano que buscamos. Tenemos d(r, 7') = d(m, ') = /3

d(P,m) = 3u

1+14+1 3
prititml _BEml_ g w3

d(r,7’) = d(P, N TS TS Ry

o 3+m=3= m=0= 71 :x—y+2=0= 7 no vale
B+m|=3—= { 3+m=-3=—=m=-6=—=7:2—y+z—-6=0
2.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
Problema 2.7.3 Se pide:
= (0,0,0).

a) Hallar la recta perpendicular al plano 7 : z + y + z = 1 que pasa por el punto A

b) Calcular la ecuacién del plano respecto del cual los puntos P = (1,1,1) y @ = (1,3, —1) son

simétricos.

Solucion:

-

Ny
I

> > >

[ w=ug=(1,1,1)
a)r'{ = 4(0,0,0)

b) Dos métodos:

@ Método 1: i, = P(§ (0,2,-2) =2(0,1,-1) = 7’ : y — 2+ X = 0. Este plano tiene
P
;_Q = (1,2,0), sustituyendo

que contener al punto medio M entre Py Q — M =
enelplano: y +2+A=0= 0+2-0+A=0= A= 2= 7' :y—2-2=0
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@ Método 2: Se trata de calcular el plano mediador 7. Un punto cualquiera de este plano
M(z,y, z) tiene que cumplir

d(P, M) = d(Q, M) — ‘W‘ _

o]

Ve 4@ -12 4 (- 12 =@ - 12+ =32+ + 1) =

miy—2-2=0

1 -2
Problema 2.7.4 Dadalarectar : % = yT - = y el punto P = (0,0, 0), hallar la ecuacién
del plano 7 que contiene a r y pasa por el punto P. Solucién:

—
= (— — —_—
r: { Uy ( 171a 2) yPPr — (_1’2’0)

Py (~1,2,0)
@j( 1,1,-2) Ty oz
™ PP, =(-1,20) = 7:| -1 1 -2 |=0=
P(0,0,0) -1 2 0

Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

2.7.3.
Problema 2.7.5 Dadas lasrectas r=x =y + 1= i ys= { r—y+3 :_0 , se pide:
2 2c —24+3=0
a) Determinar la posicién relativa de r y s.
b) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y s.
Solucién: \
= (1,1,2 v = (1,1,2
" { PT(O,(—l,Q)) » 81 ‘Zigi; s { PS(O,g,Z’)) )

_>

a) Como u, = 172 = r y s o son paralelas o son coincidentes. Son coincidentes si Ps € r lo que
—2
es falso, sustituyendo P; en r tenemos 0 # 3+ 1 # — Por tanto, r y s son paralelas.

b)
u = (1,1,2) z oy+1 z—2
m:q PPs=(0,4,1) = 7:| 1 1 2 =0=
P.(0,-1,2) 0 4 1
m:Tr+y—42+9=0
y—2 z—1
Problema 2.7.6 Dada la rectar:x—lzilz 3

a) Calcular el plano m que pasa por A = (1,2, 3) y es perpendicular a la recta r.

b) Calcular el plano 7o que pasa por B = (—1,1,—1) y contiene a la recta r.

Solucion:
. iz (1,-1,2)
" P(1,2,1)
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a) Tm =u = (1,-1,2) = m :x—y+2z+ A = 0 imponemos A = (1,2,3) € m —

1-2464+2A=0= A=-H=m:2—y+22—-5=0.

b)
u—>7“:(1’_172) z+1 y—1 z+41
T2 BP.=(2,1,2) = m: 1 -1 2 =0 =
B(~1,1,-1) 2 1 2

m:dr —2y—324+3=0

2.8. Cataluna

2.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

-1
Problema 2.8.1 Considere el punto P = (—1,3,1), el plano 7 : z = y y la recta r : LY

2 3
z—2

a) Encuentre las coordenadas del punto P’ simétrico a P respecto al plano .

b) De todos los planos que contienen a la recta r, encuentra la ecuacién cartesiana del que es
perpendicular al plano .

Solucién:
a) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta t 1 m tal que P € t:

— — r=—1+ A\
. Ut :Uw:(lv_]-vo) . —92_
t'{PtZP(—l,?),l) = t: Z:il% A

@ Calculamos el punto A de interseccién de t con 7
(-1+X0)—-B3=-XN+0=0= A=2= A(1,1,1)

@ El punto A es el punto medio entre P y el simétrico P’:

P+P
+2 — A= P'=24-P=(2,2,2)— (-1,3,1) = (3,~1,1)
;= (1,-1,0) r—1 y z-2
b)rca o La:{ u=u=(231 = 7 : 1 -1 0 =0= ' :
P.(1,0,2 2 1

r+y—5z+9=0

2.8.2. Convocatoria Extraordinaria septiembre de 2021

Problema 2.8.2 En R? se dan los puntos A = (3,1,1), B = (0,0,1), C = (4,1,2) y D = (1,1,1),
donde t es un valor real.

a) {Para qué valor de ¢ los cuatro puntos son coplanarios?

b) Encuentre el valor de ¢ para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos tenga
un volumen de 5 u>.
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Nota: El volumen de un tetraedro definido por los vectores vy, vs y vs es igual a un sexto del valor

1
absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores, V = G |det (v, v2,v3)]

Solucion:

a) Sean los vectores AB = (—3,-1,0), AC = (1,0,1) y AD = (—2,0,t—1)

3 —1 0
[AB,AC,AD]=| 1 0 1 |=t+1=0=t=-1
20 -1

b) vzé‘[ﬁ,ﬁ,/ﬁ”:%|t+1|:5:» It+ 1] = 30 =

{t+1=30:> t=29
t4+1=-30= t=—31

2.9. Comunidad valenciana

2.9.1. Modelo de 2021

Problema 2.9.1 Se da el plano 7 : 2z + y + 2z = 8 y el punto P(10,0, 10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia del punto P al plano 7.

b) El drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos A, B y C, obtenidos al hallar la interseccién
del plano 7 con los ejes de coordenadas.

¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C.

Solucion:
204 0+20—-8] 32
= = —
Vi+1+4 3

b) Puntos de corte de 7 : 22 + y + 2z = 8 con los ejes coordenados:
Con OX hacemos y =0y z2=0=—= 20 =8 =— z =4 = A(4,0,0)
Con OY hacemos z =0y 2 =0—=— y =8 = B(0,8,0)
Con OZ hacemos z =0ey=0= 2z =8 = z=4 = (C(0,0,4)

a) d(P,m)

¢) Calculamos los vectores:
AP = (10,0,10) — (4,0,0) = (6,0,10), BP = (10,0,10) — (0,8,0) = (10,-8,10) y CP =
(10,0,10) — (0,0,4) = (10,0, 6)

6 0 10
1 1 12 2 .
Vt:fHAﬁ,Bﬁ,OﬁH::ﬁ 10 -8 10 || = 2121256 s
6 6 6 3
10 0 6
. T— o Y z
Problema 2.9.2 Se dan en el espacio la recta r : T = i= B el plano 7 : x + 2y + 3z = 6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La posicién relativa de la recta r y el plano 7 en funcién de los pardmetros reales o y 3.
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b) La distancia entre la recta r y el plano 7 cuando a =6y § = 3.

¢) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0 ue no corta al plano .
) plano que pasa por (0,0,0) y q P

Solucién:
— 4 rT=a—A\

a) T { ur = (=1,—4,8) = r:{ y=—4X  Sustituimos en 7
P.(,0,0) 2= B\

(=N +2(—4N)+3(BN) =6 = -9A+38 \=6—a= (-9+38)A=6—a
s Sia=6yf=3—0=0=rcCnm
s Sia£6yf=3=—=0=6—a#0= 1|«

. _ b6—a
" Sia#6yB#3=—= /\_—94‘35

b) Por el apartado anteriorsia =6y f=3= 0=0= rCrnyd(r,m)=0

— 1y 7 se cortan.

c¢) Si el plano 7’ no corta al plano 7 <= 7' | # = 7 : z+2y+ 32+ m = 0 como
Ocrt = 0+04+04+m=0= 7" :2+2y+32=0
2.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
Problema 2.9.3 Se dan los planos 71 : x+y+2 =a—1,m : 2x+y+az=ayn3:x+ay+z=1.
a) Determinad la posicién relativa de los tres planos en funcién del pardmetro a.
b) Para a = 1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 71 y 3.

c¢) Para a = 2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos m y ma.

Solucion:
B 1 1 1|la—-1
a) A= 2 1 al| a A =—a*+3a-2=0=a=1ya=2
1 a 1] 1

& Sia#1ya#2= |A|# 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) =n? de incégnitas y es un
sistema compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.

* Si

1 1 1)1 P 1 1 1)1 P
A = 2 1 2|2 = | Fb—-2F = 0 -1 0}0 = F =
1 2 111 F; — I 0 1 010 Fs5+ F;
1 1 1|1
0 -1 010 =— sistema compatible indeterminado
0 0 O0}0

Los tres planos tienen infinitos puntos comunes. Ahora los comparamos dos a dos:

1
M COn Ty : — # — => 7 y T Se cortan en una recta.

il
1 con Ty : I =+ 5 —> 71 y T3 Se cortan en una recta.
2 1
T COI T3 : 1 #* B = T y T3 se cortan en una recta.

Luego 71, mo y 73 se cortan en una recta.
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@& Siag=1:

B 11 1]0 o) 1 1 110
A= 2 1 1|1 |=| RB-2Fr |=[ 0 -1 -1|1 | =
11 1)1 F—F 0 0 01

sistema incompatible

No hay puntos comunes a los tres planos. Ahora los comparamos dos a dos:
1

1 con Ty : B #* 1 = T Yy T2 Se cortan en una recta.
1 1 1 0

T con T3 : I=1°1 #* 1 — 71 y 73 son paralelos.
2 1

o CON T3 @ — F# 1 = mo y 73 Se cortan en una recta.

Luego 7 y 73 son paralelos y w3 corta a ambos.

b) Sia=1= m y 73 son paralelos, como se ha visto en el apartado anterior.

¢) Sia =2
_{x+y+z:1 _ xfé_A
Tl 224y +22=2 Z:)\

Problema 2.9.4 Dados el punto P(1,2,3) y el plano 7 = 3z + 2y + 2z + 4 = 0, se pide
a) Calculad la distancia del punto P al plano .
b) Calculad el punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano .
c¢) Calculad la ecuacién del plano 7’ que pasa por P’y es paralelo a 7.

Solucién:

a)ﬂPw%—B+4+3+M— 14
U V9+4+1 0 V14

b) Seguimos el siguiente método:

14 u

@ Calculamos una recta r L « tal que P € r:

T == (3,2,1) z=1+3)
T P, = P(1,2,3) = Yy =242\
r=sh Z=3+A

@ (Calculamos el punto de corte A de r con 7:
31430 +224+20)+ B+ M) +4=0= a=-1= A(-2,0,2)

@ El punto A es el punto medio entre P y el que buscamos P':

P+ P
2

— A= P' =2A—P=(-4,0,4) — (1,2,3) = (-5, -2,1)

o) mr= 7n":3x+2y+z+A=0como P e’ = —15—-4+1+A=0= A=18 =
73z +2y+2+18=0
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2.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

r+y—-1=0 z-1l oy oz
oy 105" 1 —_1—2}7 P

m:x +my+ z =2 que depende del pardmetro real m Obtened:

Problema 2.9.5 Se dan las rectas r : {

a) La posicién relativa de las rectas r y s.
b) El valor del pardmetro m para que la recta r esté contenida en el plano .

c¢) Los puntos A, B, C interseccién del plano 7 con los ejes de coordenadas cuando m = 2, asi
como el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y P(2,2,2).

Solucion:
{x+y—1:0 T=A ap = (1,-1,2)
T o, = rig o y=1-2A :>r:{ v RN
2% —2—1=0 A P.(0,1,-1)
s xil*iffés iii;\i—)\ = s {@:(1’_1’2)
1 12 N P,(1,0,0)

P@PT - (_17 17 _1) u_7'r> = (lama 1)

a) Como Uy =u, = (1,-1,2) = r y s o son coincidentes o son paralelas.

—
PP\ 11 -1 )_
Rango< = ) —Rango( 1 _1 o )=2=r || s

b) ParaquerCﬂsetienequecumplirvfﬁ-ﬁzo: 1l-m+2=0= m=3 = 7:
r+3y+2z = 2. Para que r C 7 también se tiene que cumplir P, e 7 = 0+3—-1=2= r Cnw
Luegosim=3 = r C .

c) Sim=2= rm:x4+2y+z=2
Corte con eje OX hacemos y =0y 2 =0= z =2 = A(2,0,0)
Corte con eje OY hacemos =0y 2=0=— y=1=— B(0,1,0)
Corte con eje OZ hacemos z =0ey=0= z=2= ((0,0,2)
AB = (-2,1,0), AC = (-2,0,2) y AP = (0,2,2)

ve =B ae ] - | -

1
| =—[12] =2 w®
6

O NN
N O =
NN O

Problema 2.9.6 Dados los puntos P(1,1,0), Q(2,—1,1) y R(«, 3, —1) se pide

a) La ecuacién del plano que contiene a P, @ y R cuando « = 1, y la distancia de dicho plano
al origen de coordenadas.

b) La ecuacién de la recta r que pasa por R cuando o = 1 y es paralela a la recta s que pasa
por Py Q. Calculad la distancia entre las rectas r y s.

c¢) Los valores de « para los cuales P, @ y R estdn alineados y la ecuacién de la recta que los
contiene.
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Solucion:

a) Sia=1= R(1,3,-1)

PO =(1,-2,1) r—1 y—1 2
e ﬁ:(O,Z,—l) =7 1 -2 1 |=0=
P(1,1,0) 0 2 —1

miy+2z—1=0
Co+0+0-1 V5

O,y =207 VO
Om="rtss 5 "
b 5. ] W =PO=(1.-21) r,{m:@:(mg)
"\ P1,1,0) YU R, 3,-1)
r=1+ A\
—1 y- 1
rid y=3-2A — T _yz3_z+

2= -1+ 1 —2 1

Por construccién r y s son paralelas luego d(r, s) = d(R, s). Tenemos PR = (0,2,-1) y

) )

- -

i J k
\p—éxz:\ 0 2 —1||=00,-1,-2)=+5
1 -2 1
‘P_}%x@) 5 /30
d(R,s) = =—== u
W)= @ =6

c¢) Tenemos ]@ =(1,-2,1)y ﬁ = (o —1,2,—1). Los tres puntos estdn alineados si ﬁ =

k’@ﬁ (—1,2,-1)=k(1,-2,1) = K 2=-2k = { =1
= a=0
Luego a = 0. La recta t que los contiene:
— r=1+ A\
W =P0=(1,-21) B r—1 y—-1_ =z
o = t: =1-2\ = r: = ==
{P(1,1,0) ' A —2 1

2.10. Extremadura

2.10.1. Modelo de 2021
Problema 2.10.1 Dados los puntos A(1,2,1), B(0,3,1) y C(1,0,—1).

a) Hallar un vector unitario y ortogonal a los vectores 1@ y @ .
b) Hallar el drea del tridngulo que forman los puntos A, By C.

Solucion:
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a) AB = (0,3,1) — (1,2,1) = (~1,1,0)
AC = (1,0,—1) — (1,2,1) = (0, -2, —2)
7J_ﬁy7J_A‘C)”:>7—ExE

T 7%
0 -2 =2

7
El vector ¥ L zﬁ71@ tiene maddulo \/g, luego el vector buscado seria w; = ﬁ

(1 1 1) —7_( 1 1 1)
VN RV ) RV BV SV U
=§(Ex,@‘:%|(—2,—2,2)|:\/§u2

Problema 2.10.2 Sea r la recta determinada por el punto P(0, —2,3) y el vector @ = (1,2, —1).

a) Hallar el plano 7 paralelo a r y que contiene a la recta z =y=z+1

b) Hallar el plano 7’ perpendicular a r y que pasa por el punto Q(0, —2,3).

Solucién:
i (1,2, 1) T=A
{ = r:iq y=-—2+4+2A
P.=P(0,— 3) =3
-9 —>
a)Sth Zyzz+1:>s:{ :(78271)1)
- = =
e b K
Up =Ur XUs=| 1 2 —-1|=(3,-3,-3)=3(1,—-1,-1)
2 1 1

La ecuacién del plano 7 : t —y — z+ A = 0 imponiendo que P, e 1 = 2—-0+ 14+ =0=
A=-3=rm:z—y—2—-3=0

b) ' Lr= up =up = (1,2,-1) = z+2y—24+4A=0como Qen’ = 0—4—3+ )=
0= A \=7T=7:2+2y—2+7=0

2.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
—4 -2 2
Problema 2.10.3 Dados el plano n = kx+y — 2 =0y la recta r = x 7 = Y T = z +1 .

a) Determinar los valores del pardmetro k € R para que el plano 7 contenga a 7.

b) Para k = 0, calcular el dngulo que forman 7 y 7.

Solucion:

a) ’U‘—’/T> = (k717_]-) Yy
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b) Sik=0= 1:y—2=0= 0, = (0,1,—1)

—
@l 0+1+1 1 i
T B e e R L4

juzl-furl V26 V3

cos(90° — ) =sina =

Problema 2.10.4 Sea el plano @ = z + y + z = 1. Encontrar un plano paralelo a 7 tal que el
tridngulo formado por los puntos de corte de dicho plano con los ejes tenga drea 2v/3.

Solucién:

' | m= 7’ :x+y+2+)\=0. Este plano corta a los ejes coordenados en los siguientes puntos:

@ Con eje OX hacemos y =0y z2=0= z+ A =0= A(-),0,0)
@ Con eje OY hacemos 2 =0y z2=0= y+A=0= B(0,—\,0)
@ Con gje OZ hacemos t =0ey=0=—= z+ A=0= C(0,0,—))

Tenemos los vectores: AB = (0,—X,0) — (=X,0,0) = (\,=)\,0) v
E = (07 07 _)‘) - (_>\a Oa 0) = (>\7 07 _)\)

=

N

|
o >=

1 1
| = §|/\2(1, 1,1)] = 5/\2\@ =2V3

>/>/®~L
|
> O

Los planos buscados son: 7} :x+y+2+2=0ynh:x+y+2—-2=0

2.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

r=1+2A
Problema 2.10.5 Sean las rectas r y s dadas por r : =2-3\ y
z=1

{a:+y+z:2
s .
r—y—z=4

a) Obtener un plano 7 que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

Solucion:
— r = —
UT:(L 370) . _ 1 _ {us:((), 171)
r {Pr(172,1) s: y=—-1-X = s P.(3,-1,0)
z=A
ur = (1,-3,0) x—1 y—2 z-1
a) m:{ us=(0,-1,1) =« 1 -3 0 =0=
P.(1,2,1 0 -1 1

m:3xr+y+2—6=0
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b) P.P; =(2,-3,-1)

2 -3 -1
Hpvﬁpsﬂﬁ,gg} =/|1 =3 0 ||=]|-2[=2
0 -1 1
- = 2
i j k
m‘xu—;':' 1 -3 0 |:|—(3,171)|:\/ﬁ
0 -1 1
B
d( ) ‘ |:Pf’Psa uf’7 US] 2 2\/ﬁ
r,s) = = = U
! >l Vil 1

Problema 2.10.6 Calcular un vector de médulo 3 que sea perpendicular a los vectores U =
(1,1,-1) y ¥ = (2,1,0) Solucién:
T =UxT— 1Ty L L7

T 7 OF
T=uxv=| 1 1 -1]|=(@,-2-1)
2 1 0
El vector que se busca sera:
ﬁ?j@%m_w'ﬁ%%\EJM%
‘?‘ \/6 67 67 6 2 ) ) 2
También valdria:
—/6 6
y = (zf“é 2>

2.11. Galicia

2.11.1. Modelo de 2021
Problema 2.11.1 Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicién relativa de los planos w1 : mx —y +2 =0y 73 : 22 + 3y = 0 en funcién
del parametro m.

b) Obtén la ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A(0,0,0), B(1,0,1) y C(0, 1,0).

Solucién:
m = _
a) m con Ty = 5:?:>m:?.
Sim = %2 =—> 7 y me son paralelos. En caso contrario se cortan.
AB = (1,0,1) T Yy z
b) 7' : 1@:(0’1’0) = 7a:|1 0 1|=0=7":2—-2=0
A(0,0,0) 0 10

Problema 2.11.2 Se pide:
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a) Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1,—3,0) y es perpendicular
r—y+2z2=1

a la recta { y—z=0

b) Calcula la distancia del punto @(1,1,1) al plano 7 : —z+y + 2z +4 = 0 y el punto simétrico
de @ respecto de 7.

Solucion:
A L S (@=L
T y—2=0 T Z:)\ T P.(1,0,0)

tr=u=(-1,1,1)= 7:—2+y+z2+m=0comoPer= —1-3+0+m=0=—
m=4=n:—x+y+2+4=0

b) d(Qm):|—1+\1/;1+4|:5\3/§u

Para calcular el punto simétrico seguimos el siguiente procedimiento:

Ug:u—ﬂ%:(_lalal)

= Calculamos una rectat L 7/Q € t = ¢: {

Pf:Q(17171)
r=1-X\
t:d y=14+X
z=1+A

= Calculamos el punto de corte de ¢ con 7:

—(1—/\)+(1+/\)—|—(1+)\)+4:0:>a:—g:> Q’<§’_§,_§)

Y- (- ) - (81T

2.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
Problema 2.11.3 Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Obtenga la ecuacién implicita del plano 7 que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y

C(0,0,3).
b) Calcule el punto simétrico de P(10,—5,5) con respecto al plano 7 : 6z + 3y + 2z — 6 = 0.
Solucién:
AB = (~1,2,0) t—1 y 2z
a) m:{ AC=(-1,0,3) => 7| ~1 2 0[=0= 7:6x+3y+2:-6=0
A(1,0,0) -1 03

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta r L 7 tal que P € 7:

T == (6,3,2) $:1_0+6’\
= Y 5+ 3\
P, = P(10,-5,5) R
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@ (Calculamos el punto de corte P’ de r con 7:

6(10+60) +3(=5+30) +2(5+2)) —6=0= A= —1 = P'(4,-8,3)

@& P’ es el punto medio del segmento PP donde P” es el simétrico que buscamos:

P+ P
2

=P = P"=2P'— P=(8,-16,6) — (10,—5,5) = (-2, —11,1)

Problema 2.11.4 Se pide:

r=1+2A
a) Halle el valor de a si el plano 7 : ax+y+2z = 0 es paraleloalarectar: ¢ y=14+X AeR.
z=24+A

b) Estudie la posicién relativa de los planos 71 : 2z+y+mz+m =0y my: (m—1)z+y+32=0
en funcién del parametro m.

Solucion:
r=14+A —

a) r:q y=1+2A ﬁr:{?;((ll’;)’l) y 4y = (a,1,1)
Z:2+>\ T b )

U Lup = up-t,=0=a+1+1=0= a=—2

2 1 m
b) = - = —
m—1 1 3
2 1 2 1 3 3
—— = - = m = 3, luego para este valor tenemos: — = - = — # — = los dos planos
m-—1 1 2 1 370

2 1
son paralelos. Para m # 3 = — 7 =+ 1 —> los dos planos se cortan.
m —

2.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.11.5 Se pide:

a) Obtenga la ecuacién implicita del plano 7 con ecuaciones paramétricas

r=1—2A
T yYy=2+4+u A €eR
z=14+X+2u

b) Calcule el valor de m para que los siguientes puntos sean coplanarios: A(0,m,0), B(0,2,2),
C(1,4,3) y D(2,0,2). Obtenga la ecuacién implicita del plano 7 que los contiene.

Solucién:
r=1-X\ U =(-1,0,1)
a) T y=2+u = r:{ U =(0,12 =
z=1+A4+2p P(1,2,1)
r—1 y—2 z-1
T -1 0 1 =0=7m:iz—-2y+2+2=0
0 1 2
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) AB = (0,2 —m,2), AC = (1,4 —m,3) y AD = (2, —m, 2)

0 2—m 2
[AB,AC,AD] = |1 4-m 3 |=-2m+4)=0=— m=—4
2 —-m 2
E:(,G,) z y+4 =z
T8 AC=(1,83) = 7|0 6 2|=0=mia+y—3z+4=0
A(0,~4,0) L8 3

Problema 2.11.6 Calcule el punto simétrico de P(1, 1,2) con respecto al plano 7 : 2z —y+2+3 =
0.

Solucion:

@ (Calculamos una recta r L 7 tal que P € r:

{uﬁ—uﬂ—@—ll) _ ;f}f?
P, = P(1,1,2) Y — 24

@ (Calculamos el punto de corte P’ de r con 7:

20420)—(1-A)+24+N)+3=0= A =-1= P'(-1,2,1)

@& P’ es el punto medio del segmento PP donde P” es el simétrico que buscamos:

P+ P
2

=P = P'=2P' —P=(-2,4,2)—(1,1,2) = (-3,3,0)

2.12. Islas Baleares

2.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.12.1 Considera los puntos: A = (5,a,7), B=(3,—1,7) y C(6,5,4).

a) Determina el valor del pardmetro a para el que los puntos A, B y C forman un tridngulo
rectangulo, con el dngulo recto en el punto B.

b) Para el valor de a = —2, calcula el drea del tridngulo de vértices A, By C.

c¢) Para el valor de a = 5, calcula el dngulo formado por los vectores zﬁ y 1@
Solucién:

a) @:(2,1+a,0)y@=(3,67—3)
BA-BC=6+6(1+a)+0=0= a=—2

b) BA = (_;1,Q>y3_8*:(3,6,—3)
‘B ‘ |B4] _V5-3vV6 _3V30 ,
2~ o U
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¢) Sia=5= A(5,5,7), B=(3,-1,7) y C(6,5,4)
AB = (=2,-6,0) y AB = (1,0, -3)
AB- A “2H0H0 2L g5eaurr

i) ~ 2o

COSx =

Problema 2.12.2 Dadas las rectas

]

- 10 3 r
el 1m:y—z :ZY : y =6+ 4\
- z=—142\

a) Calcula el valor de m para que se corten en un punto.

b) Calcula el punto de corte.

Solucién:
a)
rT=m-—U r=1 m—pu=1
r:¢ y==10+4p , s:{ y=6+4\ = ¢ —10+4p=6+4X
z=-34+pu z=—-142A =34+ pu=-14+2X\
p=>06
—t )\:
m="7

Luegom =7

b) El punto de corte es P(m — pu, —10 +4p, —3 4+ p) = P(1,6 + 4\, —1 + 2)) = P(1,14,3)

2.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.12.3 Dadas las rectas:

1

— Yy=—3

y=z+3 2
m{ Y3t . an ,
r=2z4+3

a) Calcula la ecuacién vectorial de cada una de las rectas (I) y (I1).
b) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta (IT) que contiene a la recta (I).
¢) Calcula el plano perpendicular a la recta (II) que pasa por el punto (—1,0,2).

)

d) Calcula la recta de direccién perpendicular a las de las rectas (I) y (II) que pasa por el

origen.
Solucién:
r=A —
y=x+3 uy = (1,1,2)
a) (I):{ _ = (I):{ y=3+2A ﬁ([):{
z=2x+2 S — 249y Pr(0,3,2)

= (I):(z,y,2) =(0,3,2) + A(1,1,2), VAR
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1 =
y=-—=2 v=34 2 arf = (2,0,1)
_ 1 1
(1) = (I):{ y = (ID):{ p <37_7,0)
rT=22+4+3 2= 2

1
= (II): (z,y,2) = <3,—§,0> +u(2,0,1), VueR

ur; =(2,0,1) x y—3 z—2
b) m:{ up=(1,1,2) = 7:|2 0 1 |[=0=
P;(0,3,2) 11 2

mix+3y—2z—5=0

)= 7' :224+2+AX=0
Imponiendo P(—1,0,

2Q)en’ = 240+24+A=0= A=0=
7 2x+2=0

- = =

i 5k

d)ﬁZWsz 1 1 2 :(1737_2)
2 0 1
— =\

A ut_(1737_2) . _4
t'{P=0(o70,0> N N, AR

Problema 2.12.4 Dados los puntos: P = (1,0,1), @ = (1,1,0) y R(0,1,1).
a) Comprueba que P, @ y R no estan alineados.
b

Calcula la ecuacién vectorial del plano que determinan P, @ y R.

)
c¢) Calcula el drea del tridngulo que tiene por vértices P, Q y R.
)

d) Calcula, de forma razonada, la condicién que deben cumplir a, b y ¢ para que los puntos P,
Q, Ry S = (a,b,c) pertenezcan a un mismo plano.
Solucién:
a) PQ = (0,1,-1) yPT'% ~1,1,0)
Rango _(1) 1 0 > =2=— P, @y R no estan alineados.
PO = (0,1,-1) r—1 y z—1
b) 7: p_}%:(fl,l?()) = 7 0 1 -1 |=0=
P(1,0,1) -t
m:x+y+2—-2=0
77w
1 3
\1@ x ﬁ\ Yo 1 D= ke =2 e
-1 1 0 2 2

d) S(a,b,c)em:z+y+2—2=0= a+b+c=2
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2.13. Islas Canarias

2.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.13.1 Dados los siguientes puntos en el espacio tridimensional: A(0, —2,3), B(1,—1,4),
C(2,3,3) y D(4,5,5).
a) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios. A continuacién, calcular la ecuacién del
plano que los contiene.

r=142X+3u
b) Calcular la ecuacién de la recta r, perpendicular al plano 7 : y=-—-2+A que pasa
z=1-3A=3u

por el punto A

Solucion:

a) AB = (1,1,1), AC =
1 1 1

{ﬁ, ﬁ , ﬁ] =2 5 0 |=0= los tres vectores estan en el mismo plano, son copla-
4 7 2

narios.
El plano 7" que contiene a estos puntos es

E:(l,l,l x y+2 z-3
i 144(/)*:(2’5’0 =71 1 1 |=0=
A(07_2,) 2 5 0

r=14+2X2+3u 2,1,-3) r y+2 z-3
by m:¢ y=—-24+2X = 7
2=1-3\—3u P(1,-2,1) 3 0 -3

U =
o
1
Tir4y+z—1=0= u, =u, =(1,1,1)

(
=(3,03) =71:/2 1 -3 |=0=

"1 P.o= A0, -2,3)

Problema 2.13.2 Dadas las ecuaciones de los planos

r=14+A+p
m2x+3y—2=9, m:q y=-2-—A+2u
z2=3+3A—pu

a) Hallar la ecuacién de la recta paralela a los planos w1 y 72 que pasa por el punto medio del
segmento cuyos extremos son A(1,—1,0) y B(—1,-3,2)

b) Calcular el dngulo formado por los planos 71 y mo.

Solucion:

w=(1,-1,3) r—1 y+2 2-3
i T =(1,2,-1) = m: 1 -1 3 =0=
P(1,-2,3) 1 2 ~1
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Ty b —4dy —32—4=0= Uy, = (5,—4,-3)

T2 43y —2—9=0= U, =(2,3,-1)

i J k
a) Uy XU =| 2 3 —1 |=(—13,1,-23)
5 —4 -3
{ Uy = ity X Uy = (13,1, -23) =134
T _A+B = r:{ y=-24+A
pr=——=(0-21) Z—1-23)\

b) Calculamos el dngulo agudo:

[y - Umy| |10 — 124 3] _ VT srsey
lunt| - Jum|  VId-5y2 70

cosx =

2.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.13.3 Dadas las siguientes ecuaciones en el espacio tridimensional:
r:db—r=y—3=5—=z2
m:3x —4y — 82+ 35
a) Comprobar que la recta r y el plano 7 se cortan en un punto. Averiguar dicho punto.

b) Calcular la ecuacién del plano que pasa por el punto A(2,2,2), paralelo a la recta r, y
perpendicular al plano .

Solucion:

r—5 y—3 z-5 T=5-A
r:5—r=y—3=50—z=— 1" = = — y=3+A
-1 1 -1 L —5_ )

. { 777’> = (7131771)
"1 P(5,3,5

a) Sustituyendo ren 1 = 3(65—A) —4(3+A) —8(5—A)+35=0= A =2, luego r y 7 se
cortan en un punto.

Sustituyendo A = 2 en la recta r obtenemos el punto de corte P(3,5,3).
%

u. = (-1,1,-1) r—2 y—2 z-2
b) o ur=(3,-4,-8) = 7' :| -1 1 1 |=0=
A(2,2,2) 3 -4 -8

7120+ 1ly—2—44=0

Problema 2.13.4 Dado el plano 7 : —x + 3y + 22 + 5 = 0 y las rectas secantes:

-5 1
r:%:y+2:1—z, s:x—g :%:z
a) Sea A el punto de interseccién de las rectas r y s.

Hallar la ecuacién de la recta que es perpendicular al plano 7 y que pasa por A.
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b) Calcular el dngulo que forman las rectas r y s.

Solucién:
=542\
- - 2 z-1 *
r:x 5=y+2:1—z:>7":m 5:y+ -z = r:{ y=-24+A
2 2 1 -1
z=1—-2AX
.{177’):(271,—1)
"l P(5,-2,1)
s~x+1_i—zz>s~x+1_i—f:>s- xi:;+6u
6 27 6 271 Wy F
Z=p
,{'LTs):(Ga_Qv]-)
%1 Py(~1,0,0)
r=54+2A=—-146u 5422 =—-1+46u A=0
a) y=—-2+A=—-2pu = -2+ A=—-2u :>{ :1 =
z=1-A=yp 1—-A=pu K
A(5,-2,1)
hlr= u,=u,=(-1,3,2) Luego
— _ [ r=5—t
h:{y:;é%?nzih: y=—2+3t
S A z=1+42t
= =
Uy - U] [12 -2 —1| 3v/246 oot
b) cosa = = = = a = 54"5859
) ] Jutl V6 VA 82
2.14. La Rioja
2.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
Problema 2.14.1 Hallar la ecuacién de una recta, tal que:
a) pasa por el punto P(0,1,1),
b) estd contenida en el plano m =z +y+ 3z —4 =0,
\ _Jx=z+3
c¢) es perpendicular a la recta r = { Y= —z+4
Solucién:
r.{x:z—i—?) o xfii‘i\ :>r'{ ;=(1,-1,1)
ly=-2+4 ' g;/\ "l Pr(3,4,0)

T=r4+y+3z2—-4=0= uﬁ—(1,1,3)

La recta s que buscamos tiene como vector director u, L u, y w Ly luego

— 7 —
1

= xur= 1 -1 1|=-221,-1)
1 1 3



=2\
) = s: y=1+X
z=1—AX

Problema 2.14.2 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(2,—1,1) y corta
perpendicularmente a la recta

r—2 y—1
T = =

A
2 2

Solucién:
Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos un plano 7 L 7 tal que P € 7:
Uy =ur=(2,21)= 7:204+2y+2+A=0imponemos Pe m = 4—2+1+A=0=—=

A=-3=7m:2x+2y+2—-3=0

@ Calculamos el punto de corte A de w con r, para ello pasamos la ecuacién de r a paramétricas:

(m=ean [T
/A PT(Q,LO) T Z:/\

Sustituimos en 7

1 41 1
22420 +2(1+2) +A-3=0— A= -2 — A<§,§7_§>

@ La recta s que buscamos pasa por A y por P:

41 1 2

—

s — = 7_151_ oY o) o :717_7
W= AP = (2 )(33 3) ~(1,-2,2)
P, =P(2,-1,1)

r=24+A
s:q¢ y=-—1-2A
z=142\

2.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.14.3 Hallar la ecuacion de una recta, tal que:
a) pasa por el punto P(1,1,1),

b) estd contenida en el plano m =z +y — 2z — 3 =0,

=3+ A
¢) es perpendicular alarectar =< y=2-— A
z=1-=2\
Solucion:
T o =(1,-1,-2)
riQ o y=2—X\ = r: P.(3,2,1)
z=1-2\ T

T=r4y—22-3=0= u, =(1,1,-2)
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La recta s que buscamos tiene como vector director 175 1 QT; y u_g 1 u—,T) luego

- =
i j k
ur=urxup=| 1 -1 -2 |=2(20,1)
1 1 -2
) {17;:(2,0,1) . ;iiJrQ)\
P, = P(1,1,1) =142

Problema 2.14.4 Calcular el valor del parametro real a para que las rectas r y s se corten y
calcular este punto.

:{4x+z:a :{x+y+z:0
T lrzty=2 T lz+2z2=2a
Solucién:
_ =\ — 1
T:{i$++z_—2a > r: y:2—)\ :>r{,;(6(1 )1 4)
y= z=a— 4\
T =2a—2p —
Jrz4+y+2=0 ) _J _{usz(—27171)
S'{x—i—Qz:Qa = s5:4 y=—-2a+pu = s: P,(2a, —2a,0)
z=p
A=2a—-2p a=—2
2-A=-"2a+p = A=0
a—4X=p w=-2
Para que r y s se corten el pardmetro real es a = —2 y el punto de corte es P(0, 2, —2).

2.15. Madrid
2.15.1. Modelo de 2021
Problema 2.15.1 Se consideran los puntos A(3,1,2), B(0,3,4) y P(—1,1,0). Se pide:

a) Determinar las coordenadas de un punto @ sabiendo que los vectores 1@ y ]@ son lineal-
mente dependientes, tienen sentidos opuestos y tienen el mismo moédulo.

b) Determinar las coordenadas del punto de interseccién de la recta r que contiene a Ay P,y
de la recta s que contiene a By al punto C(2,—1, —2).

¢) Calcular el coseno del éngulo formado por P—1>4 y ]@

Solucion:

:( 3,2, ) ]@:71@:(3,72,72).Tenemos]@:QfP:> Q:P+I@:
1,1,0) + (3, -2) = Q(2,—-1,-2).

&
“%‘sl
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b) Tenemos:

— 342\

f @ = AP = (-4,0,-2) = —2(2,0,1) et

r P = A(3,1,2) = r:< y=1
T e z=24+A
S,{mzﬁ:(2,—4,—6)=2(1,—27—3) —a:d g5
Ps:B(Ov3a4) Z:4—3,LL

r=3+2\=pu
A= -1
y=1=3-2u = b=1 = H(1,1,1)

=24 A=4-3u
¢) PA=(4,0,2) = ‘13_21):2\/5,19_5:(1,2,4): ’ﬁ’:\/ﬁyﬁ-ﬁ:4+0+8:12

PA-PB 12 6 _ 6/105
’Fﬂﬁ%w_%@%ﬁ_vﬂﬁ_ 105

CoOSx =

a = 549'32"
9 =1 r=-34+2\
Problema 2.15.2 Dadas las rectas r : { 42 __2 , S y=2-—A , se pide:
y o z2=1+X

a) (0,5 puntos) Hallar la distancia del origen a la recta s.
b) (0,5 puntos) Determinar la posicién relativa de r y s.

¢) (0,75 puntos) Escribir la ecuacién del plano que contiene a la recta r y al vector perpendicular
aryas.

d) (0,75 puntos) Escribir la ecuacién de una recta perpendicular comin a r y a s.

Solucion:
) {szzl A xz;:? . {773.:(—2,—1,1>
ly+z=2 Y P (1,2,0)
s y = Y — { 37 ) )
= P(=3,2,1)
s
a) O-Ps:(_37231) y
T 7K
—
w,xOP,|=|| 2 -1 1||=[(-3,-51)]=+35
-3 2 1
% H
40.5) ug X OP; V35 V210
78 = = =
| V6 6
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—4 0
—
{PTPS,zTT)?u_}S} =| -2 -1 =4#0= ryssecruzan r } s.
2 -1

) U= xur=| -2 —1 = (0,4,4) = 4(0,1,1)
2 -1
w = (0,1,1) r—1 y—2 2z
il up=(-2-1,1) = m:| O 1 1|=0=
P,.(1,2,0) -2 -1 1
m:rx—y+2+1=0

o‘croserf_a>
u; = (0,1,1) x+3 y—2 z-1
T up=(2,-1,1) = m:| 0 1 1 |=0=
Py(-3,2,1) 2 -1 1
myirx+y—2+2=0

‘. { rT—y+z+1=0
"lrz4+y—24+42=0
2.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

—x—y+z2z=0

Problema 2.15.3 Sean la recta r = { %+ 3y —24+1=0 yelplanomr =2z +y—2+3=0.

Se pide:
a) Calcular el dngulo que forman r y .

b) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano m con respecto al plano
z—y=0.

¢) Determinar la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano 7.

Solucién:
%
“\7 &k
a) =1 -1 -1 1| =(-2,1,-1) y un punto de la recta puede ser P.(—1,0,—1). El
2 3 —1

vector ortogonal al plano 7 es u, = (2,1,-1)

— =
w| |—4+141 1 .
cos(90° — 0) = sina = 1r il A=A IHI L ge0gr6 597
Uy

R VNG 3

b) Calculamos el punto de interseccién de r con 7, tenemos:

p{Bolrnen oy
PT(_1707_1) z=—1—\

Sustituyendo en 1 = 2(—1 —2\)+ A — (-1 —A)+3 =0 = X = 1 y sustituyendo en
r= A(-3,1,-2)

Para calcular el simétro de A respecto del plano ©' : —y + z = 0 seguimos el siguiente
procedimiento:
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@ Calculamos una recta t 1L 7'/A € t:

t_{u_%:ﬁ(o,—Ll) r ;i_iA
P, = A(-3,1,-2) SRR

@ (Calculamos el punto de corte A’ de t con 7'

=N+ (=240 =0 — /\:g

1 1
Sustituyendo en t = A’ (—3, ~5 _5)

@ Calculamos el punto de corte A” sabiendo que A’ es el punto medio entre A” y A:

_A_|_A//

Al
2

— A" =24 —A=(-6,—-1,—1) — (=3,1,—2) = (—3,-2,1)

¢) Calculamos la recta proyeccién como interseccién de dos planos, uno de ellos es 7 : 2z +y —
2+ 3 =01y el otro 7" serd un plano perpendicular a 7 que contenga a 7:

= (2,1,-1) t+1 y z+1
o u=(-21,-1) =" 2 1 -1 |=0=7":y4+241=0
P.(-1,0,-1) -2 1 -1
r=—-1+A
J224+y—2+3=0 ) _
h'{y+z+1=0 =5 b Z;:i A

Problema 2.15.4 Sean los planos my =z +y=1ym=xr+2=1.
a) Halle los planos paralelos al plano 71 tales que su distancia al origen de coordenadas sea 2.
b) Halle la recta que pasa por el punto (0,2,0) y es perpendicular al plano 7.
c¢) Halle la distancia entre los puntos de interseccién del plano 71 con los ejes z e y.
Solucién:

a) Los planos paralelos a 7 tienen de ecuacién ' : z +y + A =0

A
40,7 = 0E0FA o N CovE s A= 42V
V2
Los planos serfan: 7} :z+y+2V2 =0y mh:x+y—2V/2=0
— _ T=A
 ur =ur, =(1,0,1) ) B
b)r'{PT(O,Q,O) = 7r: gz/:?\

c) m:x+y=1coneje OX hacemos y=0y 2=0=— 2z =1= A(1,0,0)
m :x+y=1coneje OY hacemos x =0y 2=0=— y=1= B(0,1,0)

d(A, B) = ‘E‘ = |(~1,1,0)| = V2 u
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2.15.3. Convocatoria Ordinaria junio de 2021 (coincidente)

Problema 2.15.5 Desde el punto P; = (1,1, —1) se ha trazado una recta, r, perpendicular a un
plano, 7. El punto de interseccién del plano con la recta es P» = (0,0,0). Se pide:

a) Hallar una ecuacién de la recta r.
b) Hallar una ecuacién del plano 7.

¢) Hallar la distancia de P; al plano .

Solucion:
—_— = A
a) r = PPy = (1,1,-1) = r Z:)\
P.=P,=(0,0,0) W ¢

b) g =y =(1,1,-1) = 7m:24+y—2+A=0como P»(0,0,0) e = 0+0—0+\A=0—=
A=0=nm:z4+y—2=0

‘1+1+1| \f
= =+V3u
V3

Problema 2.15.6 En un laboratorio se lanza un rayo ldser desde el punto P(2,3,—5) en la di-
reccién del vector ¥ = (—1,-2,2), para que impacte en una placa metdlica plana de ecuacién
m=3x — 2y — 2z =1, con el fin de perforar un orificio.

c) d(Py,m)

a) Calcule las coordenadas del punto de impacto.

b) Si el dngulo entre el 14ser y el plano es menor a 45°; el rayo serd reflejado y no se realizard
el orificio. Determine si ese es el caso.

c) Para optimizar la velocidad de perforacién, se decide lanzar el rayo desde P en direccién
perpendicular a 7, y lanzar simultdneamente otro rayo, también perpendicular a 7, desde un
punto situado al otro lado del plano y a la misma distancia de m que P. ;Ddénde habria que
situar el origen del segundo rayo para que ambos impacten en el mismo punto del plano?

Solucion:

a)

— 1 r=2-—A
r:{ur_ﬁ_( 1,-2,2) = 7r:{ y=3-2\
B =P(2,3,-5) z=—5+2)

Sustituyendo en el plano:

3(2-A) —2(3—2)\) —2(=5+2\) =1=> A=3= P,(—1,-3,1)

o . |ITT> ) u—ﬂ')| ‘(_17 _2a2> ! (37 _27 _2)|
b) cos(90° — o) = sina = = =
) st ) T Vo VI7
|—3+4—4] VI7
3VI1T 17

c) Hay que calcular el punto simétrico de P respecto de

= o = 14°2'11” = no se realiza la perforacién.
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@ Calculamos una recta t 1 m tal que P € ¢t

W= = (3,-2,-2) T=2+3\
t: P, = P(2,3,—5) = t:{ y=3-2X\
r T z=-—5—2\

@ Calculamos el punto P’ de corte de ¢ con 7

(24 30) — 23— 20) — 252\ =1 —> A= — > —

17
(10 o)
17717 17

@ El punto P’ calculado en apartado anterior serd el punto medio entre el buscado P” y

ol dadd B p 14 138 134 20 87 49
+

P = :>P”:2P’—P:(————>—23—5:<—————>
2 AR TR T ARG ) 17°17 17

2.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

-2
Problema 2.15.7 Dado el punto A(1,0,—1),larectar =2z —-1=y+1 = ZT y el plano
T=x+y— 2z =06, se pide:

a) Hallar el 4ngulo que forman el plano 7 y el plano perpendicular a la recta r que pasa por el
punto A.

b) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por A, forma un dngulo recto con la recta r y no
corta al plano .

Solucién:
0 —
T:{ur_(lvlaz) ’1,6—71—>:(1,1,—1)

a) El plano n’ L r = iy =y = (1,1,2) = 7' : 2+ y+ 22+ A = 0 imponiendo A € 7/ =

140-2+A=0= A=1l= 7 :2+y+22+1=0

s~ Jumuwl _JLL-D-MLDI 0

[t - Jutme| V3.6 3v2
%

b) Para que este apartado tenga sentido r y m tienen que ser paralelos. En efecto, U =
(1,1,2)-(1,1,-1)=1+1-2=0.
Por el apartado anterior ya sabiamos que r || 7.

Elegimos un punto B(1,—1,2) € r y calculamos la distancia de B a =
1-1-2-6/ 8

B 88
dBm=—F— =53
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c) La recta s que buscamos es perperglicular a r y paralela a m por lo que u L y u L
- =

T J k
U= w=uxu=1 1 2 |=
1 1 -1
(—3,3,0) = 3(—1,1,0)
u_>s:(_17170 x_1_>\
s {PS:A(l,O,—l) =3 Z:Al

Problema 2.15.8 Dadas las rectas

r—2 y+1 z+4 S:{erz:?

" o 2rx+y—22=1

1 1 -3
a) Escriba una ecuacién de la recta perpendicular comin a r y a s.

b) Calcule la distancia entre r y s.

Solucién:
— rT=2-A —
S our=(1,1,-3) ) \ h - .{us:(—l,O,l)
T'{PT(Q,—L—ZL) s Z;i\+2(2 AN+22=5 = s: P.(2,5,0)
T 7 F
a) 17,5 :1TT> ><u_>S: 1 1 -3 |=(1,2,1) Calculamos la recta t como interseccién de dos
-1 0 1
planos:
w = (1,2,1) r—2 y+1 z+4
™ w=01,1,-3) = m:=| 1 2 1 |=0=
P.(2,—1,—4) 1 1 -3
mlr—4y+2—14=0
w = (1,2,1) r—2 y—5 =z
T up=(-1,0,1) = m:=| 1 2 1|=0=
PS(27570) _1 0 ]_
m:x—y+2+3=0
t.{7x—4y—|—z—14=0
"lz—y+2+3=0
—
b) P.Ps =(2,5,0) — (2,—1,—4) = (0,6,4)
0 6 4
—
HPTPS,zT,Z,u—;} =l 1 1 =3||=16/=16
-1 0 1

> o
o2 s,
’ g x ug| V6 3



2.16. Murcia

2.16.1. Modelo de 2021

Problema 2.16.1 Los puntos A(3,0,0), B(0,3,0) y C(0,0,3) son tres de los vértices de un te-
traedro. El cuarto vértice D estd contenido en la recta r que pasa por el punto P(1,1,1) y es
perpendicular al plano 7 que contiene a los puntos A, By C.

a) Calcule la ecuacién del plano que contiene a los puntos A, By C.

b) Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular al
plano .

¢) Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

Solucién:
AB = (-3,3,0) r—3 y =z
a) m: R:(f&o’g) = 7r:| -3 3 0|=0=7m:24+y+2—-3=0
A(3,0,0) -3 0 3
G r=14+A\
= 1,1,1)
b) r {wiu”(” = r:{ y=1+2A
P, =P(1,1,1) Y

&) DA+ AT+AT+A) = AD = (—2+ A1+ A1+ A

N FO N RN I 1
V=] -3 3 0 [|==-]27TA|=18=> |A\|=4= \=+4
6 3 0 3 6

SiA=4= D(5,5,5).
SiA=—4= D(—3,-3,-3)

Problema 2.16.2 Considere las siguientes rectas:

=5 y—6 =241 z—=1 'y z+1

a) Estudie la posicién relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el dngulo que forman
ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin a ambas

rectas.

Solucion:
— =54+ — _

Tenemos: r : {1;3’(_ (61;1’1)1) = r: y=6+ A y S : {1;;’(_ E)l’ji) 1) s :
r\Ys Y z=—14+\ s\4: Y

r=14+ A\

y=2A

z=—-1—X\
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6
1 1 |=4#0= ry s secruzan.
1

b) Calculamos la recta ¢ como interseccién de dos planos:
Primero calculamos su vector director:

- = =
i j k
w=urxuw=|1 1 1 |=2(-1,1,0)
1 1 -1
w = (—1,1,0) rt—5 y—6 z+1
: u=1,1,1) =71:| -1 1 0 |=0=rm:24y—2:-13=0
P.(5,6,—1) 1 1 1
w = (—1,1,0) r—1 y z+1
o u=(1,1,-1) =a:| -1 1 0 |=0=n:24+y+22+1=0
P,(1,0,-1) 1 1 -1

t.{z+y722713:0
"lz4+y+224+1=0

2.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.16.3 Considere los planos de ecuaciones m1 :z —y+2=0y m:x+y—2z=2.

a) Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacién de la recta r determinada por la
interseccién de ambos planos.

b) Compruebe que el punto A = (3,2,1) no estd en m; ni en 72 y calcule la ecuacién del plano
3 que contiene a la recta r y pasa por el punto A.

Solucion:
1, -1
)Tenemos que — ;é— = 1 y T2 se cortan en una recta r:
r=1
T:{x—y—i—z-O = r: { r=(0,1,1) = y=1+2A
r+y—z2=2 P.(1,1,0)
z=A
b) Sustituyendo Aenm =— 3-24+1=2#0=— A& m.
Sust1tuyend0Aen772:> 3+2—-1=4#2= A&mo.
u’l”i(()?]"l)
—
T3y PA=(2,1,1) =
P,(1,1,0)
r—1 y—1 =z
T3 0 1 1| =0=m3:y—2—1=0

2 1 1

Problema 2.16.4 En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
Considere los puntos A = (a,4,3), B=(0,0,5) y C = (0,3, —1).
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a) Calcule los valores de a para los cuales el tridgngulo ABC' tiene un dngulo recto en el vértice

A.
b) Tomando el valor de a = 3, determine la ecuacién del plano que pasa por los puntos A y B

z—y+2=0

y es paralelo a la recta dada por { %4y =3

Solucion:

a) AB = (0,0,5) — (a,4,3) = (—a, —4,2)
AC = (0,3,-1) — (a,4,3) = (—a, 1, —4)
AB L AC — AD-AC =0 — A +4-8=0= a’=4=— a=42

b) Sia=3=— A=(3,4,3)y B=(0,0,5) = AB = (-3, -4,2)

=\ —
Jx—y+2=0 . o .{urz(17—2,—3)
AB = (-3, -4,2)
9 w=(1,-2,-3) =
B(0,0,5)
T Yy zZ-—5
T =3 —4 2 =0= 7:16x—Ty+ 102 —50=0

1 -2 -3

2.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

r—1 y z-1 3'{x_2y:_1
TS Uyt .

Problema 2.16.5 Considere las rectas de ecuaciones r : T =1 1
a) Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.
b) Determine el dngulo que forman las dos rectas.

¢) Calcule la ecuacién del plano que contiene a las dos rectas.

Solucién:
a)
r {WZ%LL_U —r x:i+A
Pr(lvovl) 2=1-=\
{x72y:fl — ;i/:1+2u s {@:(231571)
y+z=1 J Py(—1,0,1)
—
PP, = (2,0,0)
2 0 0
'__> p—
[PSPT,ET),u_)S]: 1 1 -1 :0yRango<1 ! 1>:2$ r y s se cortan.
2 1 -1
2 1 -1
1+A=-1+2u \ =9
A=pu :>{ ~ . = ry sse cortan en el punto P(3,2,—1).
l-A=1-p p=2
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— =
L u 24+1+1 4
b) cosa = ‘i wl _P2+itd] = a=19°28'17"
@l -las] V3V 3v2
= (2,1,-1) -1 y z-1
o) m:d ur=(1,1,-1) =« 2 1 -1 |=0=
P,(1,0,1) 11 -1

miy+z2—1=0
(—1,12,4) son dos vértices de un tridngulo. El

Problema 2.16.6 Los puntos A =(2,0,0) y B =
tercer vértice C se encuentra en la recta r dada por

.{4z+32233
V=0

) Calcule las coordenadas del tercer vértice C' sabiendo que la recta r es perpendicular a la

recta que pasa por Ay C.
b) Determine si el tridngulo ABC tiene un dngulo recto en A y calcule su drea

Solucién:
r:{433_+032:33:>r: =0 :”:{ =2(3,0,-4) _
V= Z=11- 2\ P,(0,0,11)
3
xr =3\
r y=20
z=11—4)\
a) C(3X,0,11 — 4)
= A (3X\ —2,0,11 — 4))
P, = 200)
U, Ly = - u, =9N—6+0—44+16A=0= A\ =2
Luego C(6,0,3)
(— 312 )AngulorectoenAzRJ_ﬁﬁ AC-AB =0
,4) = —12+0+ 12 =0 = el vértice A es un dngulo recto

b) AC = v AB =
@Af(, 3)-(=3,1

e 7B vssvi s
Se= 2 - 2 ¢

2.17. Navarra

2.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.17.1 Encuentra la ecuacion general del plano m que es paralelo a las rectas
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:{x—|—2y+z—|—3=O r—3 y+2 z+2

r4+6y—2z—7=0 y8= 3 3 1
y equidista de ambas.
Solucién:
T Te e TR B e NE SYSRS
r+6y—2z—7=0 Y — 54 o) P.(2,0,-5)
r—3 y+2 z2+2 z=3+3X = (3,3,1)
S 5 = 3 — 1 = s5:¢ Yy=-243\ = s: P.(3,-2,—2)
2= _2+A S b) 9
Para analizar la posicin relativa de las rectas calculamos el vector P.Ps = (3, —2,—2)—(2,0,—5) =
1 -2 3
—
(1,-2,3) y tenemos [PTPS,EZ,IT;} = -4 1 2 |=-7T0#0= ry s se cruzan.
3 31
- = -
O I
Up=w xu,=| -4 1 2 |=-5(1,-2,3)
3 3 1

Luego 7 : x — 2y + 32 + A = 0 este plano tiene que estar a la misma distancia de P, que de P;
2—0—154+ A  [34+4—-6+)]
vV1+449 VvV1+449

—134+A=1+ A= —13 =1 no tiene solucién
“B34+A=-1-A= A=6

d(Py,m) =d(Ps,m) =

|[—13+ A =14\ = { = 7m:x—-2y+3z+

6=0

z—1 y+1 2-1

-2 -1 2
Otro lado lo determinan los puntos A(—1,—2,3) y B(2,—2,—1). Calcula los otros dos vértices del
paralelogramo sabiendo que su perimetro mide 16 u.

Problema 2.17.2 Un lado de un paralelogramo esta sobre la recta r =

Solucién:
T_a:—l_y+1_z—1:>T_ xiil_—”;\ :>T_{1TT>:(—2,—1,2)
T T T T T2 YT "1 P(1,-1,1)

z=1+2\

Estudiamos la posicién relativa de los puntos A y B respecto a la

recta r.
—-1-1 - —2+1 _ 3—1 .

Sustituimos A en r y tenemos 5 = = 5 = 1
Aer.

- -1, -241
Sustituimos B en r y tenemos 3 # 7 = B¢r.

Tenemos P = A + ATl —> AP =\l —> ‘Eﬂ — A& = A0 = 3]\ = ‘ﬁ\ =3\
48] =12, -2,-1) - (-1,-2,3) = (3.0,~4)| = V& =5
Perfmetro= 2 ‘,@j 42 ]A_é‘ — 6N +10=16= [\ =1= A==l
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SiA=1= P=A+4u =(-1,-2,3) 4 (-2, —1,2) = (=3,—3,5)
—

P’:P+PP/:P+,@:(—3,—3,5)+(30 —4)=(0,-3,1)

SiA=-1— P= A—ur—( 1,-2,3) — (-2,-1,2) = (1, 1,1)

P —P+PP =P+ AB— 1,1)+(3,o,—4):(4,—17—3)

2.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 2.17.3 Encuentra la ecuacién continua de la recta que corta perpendicularmente a las

siguientes rectas:

»
1l
Il
|

r:{Qy—&—z:O r—6 y—6 2z-2
“lazt+y=0 7 1 5 2
Solucién:

f2+2=0 )z {u

=6—A
—6 y—6 z-2 “ =
N z2=242X\ 5(6,6,2
Para analizar la posicién relativa de las rectas calculamos el vector P.Ps = (6,6,2) — (0,0,0) =
6 6 2
—
(6,6,2) y tenemos [PTPSJTT),'LL_)S} =] -1 1 -2 |=88#0= ry s secruzan.
-1 5 2
La recta t perpendicular a ambas tiene de vector director:
- = =
i g k
wW=u,xus=| -1 1 -2 |=4(3,1,-1)
-1 5 2
Calculamos la ecuacién de la recta t como interseccién de dos planos.
Ut = (37 1, —1)
il U =(-1,1,-2) —
PT( 70’ O)
x Yy oz
™ 3 1 -1 |=0=m:x—Ty—42=0
-1 1 -2
u = (3,1,-1) -6 y—6 z—2
T up=(-1,5,2) = m: 3 1 -1 |=0=
P,(6,6,2) -1 5 2
Tr—5y+ 16z —44 =0
TN s
Tz — 5y + 162 — 44 = 0 YT
z=A
; x—7 y—1 =z
-3 -1 1



Problema 2.17.4 Halla un plano que sea tangente a la esfera de radio 3 y centro (0,0,0), y que

. r—3 -4 z+44
corte perpendicularmente a la recta r = =Y =

. Encuentra el punto de tangencia

del plano con la esfera, y calcula la ecuacién continua de la recta que pasa por ese punto y corta
perpendicularmente a r.
Solucién:

@ Ecuacién de la esfera: (z —0)2 + (y —0)2 + (2 =02 =9 = 2 +¢y* + 22 =9

A
« G=(21-2)= r:20+y-2:+A=0ydO,n)=3= dO,7) = % N
A
% =3 = )\ = 13 Hay dos planos tangentes:

m2x4+y—2249=0 m:2x4+y—22—-9=0

@ Puntos de tangencia:
Calculamos la recta s que pasa por 0(0,0,0) y es perpendicular a los dos planos U =g =

(231a_2)
(m-@l-2 )y
Ps:0(07070) 2= —9)\

Los puntos de tangencia son los puntos de corte de esta recta con cada uno de los planos:
Conm :220)+A—=2(-20)+9=0= A=-1= Pi(-2,-1,2)
Conma :220)+ A —2(-2))—-9=0= A=1= P»(2,1,-2)

@ Ahora calculamos los puntos de corte de r con los planos tangentes m y 7o

r—3 y—4 z+4 z=3+2X
T =TT T = r:g y=4+A
N z2=—4—2)\

Conm :234+20)+(44+A)—2(-4—-2)+9=0= A= -3 = (Q1(-3,1,2)
Conmg:2(34+2\) 4+ 44+ X)) —2(—4-2\)—-9=0= A =—-1= (2(1,3,-2)
Hay dos rectas:

L, =
.l {utl:P1Q1:(—3,1,2)—(—2,—1,2):(—1,2,0) Ly TH2 oyl

P, = Pi(-2,—1,2) S 2
z—2
0
—_—
° t2 . @:PZQZ:(1737_2)_(2717_2):(_1a270) :>t2 . r—2 — y_l —
P, = Py(2,1,-2) —1 2
z+2
0

2.18. Pais Vasco

2.18.1. Modelo de 2020

Problema 2.18.1 Sean la recta
[ Ar—3y+4z=1 o B
T2y +2=0 yelplanom:z —y+ Az =0
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a) (Existe algin valor de A para que el plano sea paralelo a r?

b) Encontrar el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,0, 0).

Solucion:
%
77
a)ﬂ: 4 -3 4 |=(58, ) (l—lA)yu,nJ_uﬂ:>u7 U =0=
3 =2 1

5—8+A=0= A=3

b) up =1y = (5,8,1) = 7' : 52+ 8y+ 2+ A =0 como 00,0,0) e’ = 0+04+0+\=
0= A=0=7":524+8y+2=0

Problema 2.18.2 Se consideran los tres puntos A(0,0,1), B(1,1,1) y C(—1,—1,2). ;Estén ali-
neados?

En caso afirmativo hallar la ecuacién de la recta que los contiene.

En caso negativo calcular el plano que los contiene.

ucion:
Zé (1,1,0) y AC(—

= kAC = (1,1,0) = (=k,—k,k) = k =0y k = —1 lo cual es imposible y, por tanto no
estan alineados.

0 0 1
1 11 —Oy’ (1) i ‘——1 :Rango(@,/@) = 2 = Los puntos no estan alineados.
-1 -1 2
AB = (1,1,0) z oy z2-1
T ﬁ—(—l,—Ll) — 7| 1 1 0 =0= m:x—y=0
A(0,0,1) -1 -1 1

2.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 2.18.3 Sean r la recta que pasa por los puntos A = (1,a,—1) y B = (b,1,1) y 7 el
plano de ecuacién x + y — 2z = 2b.

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r sea perpendicular al plano .

b) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r esté contenida en el plano 7.

Solucion:
r:{ﬂj:gﬁ:(”‘Ll_“2) = (1,1,-2)
P.=A=(1,a,-1) T T
b—1=k b=0
a) up =k, = (b—1,1—0a,2) =k(1,1,-2) = { 1—a=k = { a=2
2=—2k k=-1

b) Uy Ly = -ty =0= (b—1,1-a,2)-(1,1,-2)=b—14+1-a—-4=—-a+b—4=
0= —a+b=4
Pen=14a+2=2b= a—2b=-3

{—a+b:4 :>{a:—5
a—2b=-3 b=-1
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Problema 2.18.4 Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P =
(=2,1,0) y corta perpendicularmente a la recta r de ecuaciones paramétricas

{z=1-2t,y=1+4+¢tz=t}
Calcular la distancia de P al punto de corte de ambas rectas.

Solucion:
. { u—>1”:(_2a1’1)
"1 P(1,1,0)

@ Calculamos un plano 7 L r tal que P € m como U =up = (-2,1,1) = 7: 2z4y+z+A =

0 sustituyendo P tenemos 4 +14+04+A=0=—= A= —5luegonm: 2x+y+2—5=0
@ Calculamos el punto P’ interseccién de la recta r y el plano
—2(1-2)+(1+t)+t—-5=0= t=1= P'(-1,2,1)
@ La recta h que buscamos pasa por Py P’
T=-24+A

— 55
h:{“h—PP—“’lvl) — h:d y=1+2
) z=A

= (1,1,1)] = V3 u

. . =
@ La distancia es ’PP

2.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021
Problema 2.18.5 Sea r la recta de ecuaciones paramétricas
{r=t, y=2+2t, z=1+3t}

ysean A= (1,2,3) y B = (3,2,1). Encontrar la ecuacién del plano paralelo a la recta r y que pasa
por los puntos A y B. Calcular la distancia de la recta r a ese plano.

Solucion: _ ( )

ur = (1,2,3 _ oy _
r'{PT(,Zl) AB = (2,0,-2) = 2(1,0, 1)
u = (1,2,3) r—1 y—2 2-3

m:{ ¥=(1,0,-1) = x:| 1 2 3 |=0=
A=(1,2,3) 1 0 ~1
mix—2y+z2=0
_jo—4+1] V6

dr.m) = d(Pr,m) = S :

Problema 2.18.6 Sean los puntos A = (0,2,1), B =(1,5,0), C =(-1,0,2) y D = (1,1,1).
a) Calcular el valor de b para que A, B, C'y D estén en el mismo plano.

b) El plano que contiene a los puntos A, B, C'y D es perpendicular al segmento PQ y lo divide
en dos partes iguales. Si P = (1,2, —3), calcular las coordenadas de Q.

133



Solucion:

) Sean AB = (1,b—2,~1), AC = (—1,-2,1) y AD = (1, ~1,0)
b—2 -1
[4B,A¢, AD) = | - 2 1 |=b-4=0—b—14
1 -1 0
b)
AB = (1,2,-1) z y—2 z-1
T zﬁ:(,—l,O) = 7:| 1 2 -1 |[=0=
A(0,2,1) 1 -1 7%
T:x4+y+32—5=0
@ Calculamos la recta t 1 7 tal que P € ¢
t:{?j_u”(_(lé’)?’) — 1] y=2+)
k z=-3+3\

Calculamos el punto de corte de ¢t con 7:

(1+X)4+24+AN)+3(-3430)—-5=0= A=1

Sustituyendo en ¢ obtenemos el punto de corte P’'(2,3,0)
El punto P’ es el punto medio entre P y Q:

p
PYO _ p o g op - P = (4,6,0)— (1,2,—3) = (3,4,3)
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Capitulo 3

Analisis

3.1. Restmenes tedricos
Tabla de Derivadas
funcién derivada funcién derivada
y=k y =0 y==z y =1
Y= ax™ y/ — naxn—l y = au™ y/ — naun—lul
y=uzxv y =u £ Y = uv Yy =u'v+u
u’ u u'v — uv’
= Yu = = — =
y=u Y= y=- y =
o’ o’
y=Inu v =— y =log,u y ==
Yy =u’ y = u’ (v Inu) +vu’ T y = a" y =u'a"lna
y=e" y =u'e" y = sinu y = cosu
Y = cosu y = —u'sinu y = tanu y = u sec’u
y = cotu y = —u csctu y=cscu |1y =—u'cscucotu
7
/ l . ’ u
y = secu y = secutanu y = arcsinu Y = ——
, V1
u u
Y = arccosu y = ——— y = arctanu Yy =—
N 1+u

Regla de la Cadena

y = flg(x))
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Representacién grafica de funciones
Hay que seguir los siguientes pasos:

1 Dominio Buscar Puntos Singulares 2 Signo f(x)>00 f(z) <0

Corte con OX : f(x) =0 Par: f(—z) = f(z) con OY

3 Ptos. Corte 4 Simetria :

Corte con OY : =0 Impar : f(—z) = —f(x) con O
Verticales: x = p
ij}lpf(I) = o0 Creciente : f'(z) >0
Horizontales : y = p Decreciente : f'(z) < 0~
lim flx)=p Si f'(p) = 0 Punto Critico :
Z T o0 3 s . .
5 Asintotas : Si 3y = p = No Oblicuas 6 Monotonia : M?%lmo si f,7<p) <0
Oblicuas : y = mx +n Minimo si f*(p) > 0
. flx) Pto. Inflexion si
m= lm == f"p)=0y f"(p) #0
n=lim_(f{x) - ma)
Céncava : f(x) >0 U
Miximo : 7N\ Convexa : f"(z) <0 N
Méximos y de creciente a decreciente | Si f”(p) = 0 Punto Critico :
Minimos Minimo : \, § Curydtura : Pto. Inflexion si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9 Periodo : flz+T) = f(z)
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Tabla de Integrales Inmediatas

Tipo Simple Compuesta
! fa+1
Potencial a # —1 /fc“dx: e /f”/f’dz: P
, 1
Logaritmica / —dz = In|x| / f7 dx =1n|f]
x

Exponencial / evdr = e* ef - flde=ef

z i

Exponencial / a®dr =~ / al - fldx = 4

Ina Ina
Seno / cosxdxr = sinz / f'cos fdr =sin f
Coseno / sinzdr = —cosx / f'-sinfdr = —cosf
Tangente sec? dx = tanzx / f'-sec? fdr =tan f

/(1+tan2x)dm:tanm - (1+tan® f)dz = tan f
f/

/ - dr =tanz cos? dr = tan f

Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdox = —cot f
/(1+cot2a:)dx:—cota: (1 +cot? f)dx = —cot f
1 7
/ —— dx = —cotw f dx:fcotf
sin® x sin®
1
Arco seno

ﬁ dxr = arcsinx
-z

dx = arcsin f

Arco coseno

. T
———— dx = arcsin —
Va2 — 12 a

dr = arcsin i

ﬁdxz arc cos x
—x

dx = arccos f

T
———— dx = arccos —
‘/a2_$2 a

dxr = arccos =

ﬁ
Jif? a
\/71"2
\/71‘2

/
/
/
/

Arco tangente

T
- dx = arctan —
T a

/ T + 72 dx = arctan f

_ /
dr = arctan —

Neperiano — Arcotangente

dr = In+arctanx
c

a2+f2
L MF0
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Definiciéon de Derivada

f'(z) = lim fle+h) - f=) f'(a) = lim flath) - f(a)

h—s 0 h h—0 h

Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

m_f(z) = lm f(z) = f(a)

T—a~ r—at

» Si lim f(z)# lim f(r) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
T—>a~ z—> at

punto)

» Si lim f(z) = h’m+ f(z) # f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
r—ra~— Tr—ra

en ese punto)

Derivabilidad
Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a”) = f'(a™).

fla-) = 1m L@FM =@ g - fla+h) —f(a)

h—s 0~ h h—s 0t h

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un mdximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a,b], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (a < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abscisas, es decir, e € [a, b] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

c € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Calculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /z f(t)dt donde ¢ € [a,b]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)
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Teorema de integraciéon por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b b
/ F(@)g(x) de = [ (2)g(@))’ - / f(@)g (@) de

/ uwdv = uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)

Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. SI hacemos el cambio de variable ¢ = g(x) se cumple que

b g(b)
) (z) dz = d
/a Flo(@)g () / L

Limites cuando z — 00
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

P(z)

L= mi}niw Q(m)

s lim P(z) = 400 el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
xr—>00

mio.
. . A
= Sin>m = L =Signo 5)

s Sin<m=— L=0

s Sin=m— L=

ol

Si lim P(x)9® =[1°°] = ¢*, donde

Tr—>00

A= lim Q(z)(P(z) —1)

Tr—>o0

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

i 1) _ {0 . {ioo} oy T@ o S@

T p g(x) 0 +oo

0 z—>p g(x) I — g/(x)

Aproximaciones cuando z — 0

sinz &~ x tanz &~ x e ~l+x log(l+z)~x

. T
a*~1+zlna | arcsinz~x | cosz~1— — arccos%§—$
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3.2. Andalucia
3.2.1. Modelo de 2021

Problema 3.2.1 Considera la funcién f definida por

22+ 37 + 4
flx) = oy g  Para x# -1

a) Estudia y halla las asintotas de la gréfica de f.

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Solucidn:

a) Asintotas:

@ Verticales: z = —1
2
4
g EtSTt+d
r——1 2x + 2

) 22 +3z+4 {2}
Im ———m=|—|=-
z—3—1— 2c + 2 0—

22+ 3z +4 { 2 } n
im — =|—| =400
r—s—11 2z + 2 0+
@ Horizontales: No hay
i 22 +3x+4
m — =
@ Oblicuas: y =mz +n
, (z 224+ 3x+4 1
m= lim —= = = —
N z—o0 212 4+ 21 2
, , 22 +3zx+4 x)
n_wh_r>noo(f(m)—ma?)—xh_r>noo( 2r+2 2 =1

1
Luego la asintota oblicua es y = ix +1

2 _
b) fla)=2 2 e 148

2(z +1)2
(=00, —1 —V2) | (-1 —v2,-1+V2) | (-1 + V2, 0)
f'(z) + - +
f(zx) creciente decreciente N\ creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1 — \/5) U(-1+ V2, o0) y decreciente en el
intervalo (—1 —v/2, —1)U(—1, —14v/2). La funcién presenta un mfnimo relativo en el punto

/3 1+2\/§>

1—2v2
—1+V2; J = (0,41;1,91) y un méximo relativo en el punto (—1 — 5

2
= (—2,41;-0,91)
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/ -
\ s +1
R st
Min(041;,1.90)—

 Mix(-241;-h91) 000
—

Problema 3.2.2 Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = (z — a)e”.
a) Determina a sabiendo que la funcién tiene un punto critico en = 0.

b) Para a = 1, calcula los puntos de inflexién de la grifica de f.
Solucién:

a) f(x)=e"(x—a+1)como f(0)=0= —a+1=0= a=1

b) Sta=1= f(z)=(z—1)e" = fl(z)=2e" = f(z)=(z+1)e*=0= z = -1

(700771) (71300)
N +
concava —

f(x) | convexa —~

La funcién cambia de curvatura en x = —1 y en ese punto la funcién tiene continuidad y, por
tanto, se trata de un punto de inflexién.

1 xr
Problema 3.2.3 Sea la funcién f : (0,+00) — R definida por f(x) te

1 —. Halla la primitiva
—e
de f cuya gréifica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable t = e*)

Solucion:

z t=¢e" = dt = e"dx
F(z) lidx:
1—e*

1+1¢
1 1 = — _dt =

1+t A B —Alt-1)+Bt]
tl—t) t t—1 t(1—t)
1+t=—-A(t—-1)+ Bt 1 9
t=1= 2=B8B B

1+t 1 2

L t(1—t) t t—1

Inft| —2Injt — 1|+ C =Inle*| — 2In|e® — 1|+ C =z —In(e* — 1)+ C
F1)=1-2In(e-1)+C=1= C=2In(e—1) ~ 1,083
F(z) =2 —In(e® — 1)? +21In(e — 1)
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Problema 3.2.4 Considera las funciones f : (—2,4+00) — R definida por f(z) = In(z 4 2) (In

1
denota la funcién logaritmo neperiano) y g : R — R definida por g(z) = 5(3: —3).

a) Esboza el recinto que determinan la gréfica de f, la gréfica de g, la recta © = 1 y la recta
x = 3. (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos graficas)

b) Determina el drea del recinto anterior.
Solucién:

a) Dando valores se obtiene:

=1 =3

b)
’ 1 22 2]
S=/ (1n(x+2)—f(x—3)) d;v:(x+2)ln(x+2)——+f} =
1 2 4 21
3125 ,
IH<T7>—1_3,751U

Inciso:

1
/1n(ac—|—2)dx: [ u=1In(z+2) = du:7z+2dx ] len(a:—|—2)—/ xx

dr =
dv=dr=— v=ux +2

xln(m+2)—/ (1—$_2’_2) dr=zln(z+2)—z+2ln(z+2)=(x+2)In(z+2) -z

3.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.2.5 Se sabe que la grafica de la funciéon f definida por

2

+bx +2 . i . .
flx) = % para (x # —1) tiene una asintota oblicua que pasa por el punto (1,1) y tiene
pendiente 2. Calcula a y b.

Solucién:
La ecuacién de la asintota oblicuaesy —1=2(z—1) = y=2x— 1= m=2yn=-1
24b 2
m = lim M: lim w:a:2
r—o0 I r—00 e —

222 +br + 2 9
rz—1
r=2, b=-3

n:h'm(f(m)fQI):Hm( x):b+2:71:>b:73
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Problema 3.2.6 Considera la funcién continua f : R — R definida por

(Bx—6)e® si <0

fw) = 36(sinz —ax)
———— si >0
x
a) Calcula a.
b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa z = —1.

Solucion:

a) f es continua en las dos ramas hay aplicar las condiciones de continuidad en z = 0:

lim f(z) = lim ((3z — 6)e”) = —6

z—0~ z—0~
. 36(sinx — ax) {O} 36(cosx — a)
1 =1 = || =1 —
Jp S =l R ¥
. [01 .. 36(—sinz) {0} ., —36cosx
eon =1} = [g] = g, 2 = [7] = i =% — s
Luego a = 1.
’ 9
b) Enz=—-1=a= f(z) =Bz —6)e* = b= f(-1)=—-
e
6
fll@)=3—-1)e" = m=f(-1)=—-
e
A . 9 6
La recta tangente en su ecuacién punto pendiente: y—b = m(z—a) = y+- = ——(2+1) =
e e
6 15 s ;.
y = ——x — — en su ecuacién explicita.
e e

Problema 3.2.7 Sea la funcién f : R — R definida por f(z) = 42> — z*.
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) Esboza la grafica de f y calcula el drea del recinto limitado por dicha grafica y el eje de
abscisas.

Solucion:

a) fl(x) =122% —42® =42’(3—2) =0= =0y =3

(—00,0) (0,3) (3,00)
f(z) + + -
f(z) | creciente /| creciente /' | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 3) y decreciente en el intervalo (3, c0). La funcién
presenta un méximo relativo en el punto (3,27)
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b) f’(z) =242 — 1222 = 1222 —2) =0= 2 =0y 2 =2

(—00,0) (0,2) (2,00)
F@ | - - -

f(x) | convexa ~ | céncava — | convexa —

La funcién es convexa en el intervalo (—o0,0) U (2,00) y céncava en el (0,2)
La funcién presenta los puntos de inflexién (0, 0)
La funcién tiene de puntos de corte (0,0) y (4,0)

v

Py

4 514 2
51:/0 (4x3—x4)da::x4—x5}0:§6
2
5=\51|=§u2

Problema 3.2.8 Considera la funcién f : [0, +00) — R definida por

F(x):/ox (2t + V) dt

Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de F' en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:

32 24\

2 = 2 1/2 :2 7:2 —_—
/(t+\/¥)dt /(t+t )dt t—|—3/2 =3
+2t;/i :x2+2x\/5

F(x):/ox(2t+\/f)dt:t2 3

0

r=1=a= b:F(l)zgyF’(x)=2x+\/§:> m=F(1)=3

5
La recta tangente en su ecuacién punto pendiente: y —b=m(z —a) = y— - =3

3

4
Yy =3z — 3 en su ecuacion explicita.

3.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021
Problema 3.2.9 Calcula a y b sabiendo que

lim a(l — cosx) + bsinz — 2(e” — 1)

=7
x—0 x2
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Solucion:

. a(l —cosx)+bsinz —2(e” — 1) 0l g, asinz+bcosx —2e” p—2 [0] 1'H
lim =|=| = lim = |=| =
z—0 2 z—0 2z 0

I acosx — 2sinx — 2e” :a—2 T a—16yb=2

z—0 2 2

Problema 3.2.10 Halla a > 0 y b > 0 sabiendo que la grifica de la funcién f(z) : R — R dada

2
por f(z) = tiene en el punto (1,2) un punto critico.

1+ axt
Solucién:
o ba? ;o 2bx(1 — axt)
@)= g = 0 = e
fl)=2= f(l)zlia:2: b=2+2a
/ / 2b(1_ ) 7
ffHy=0= f'(1) = PEE =0= 2b(1—a)=
{azl, b=4
a=-1, b=0

Problema 3.2.11 Considera la funcién f : R — R definida por

f(x)zl—!—/om te' dt

Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f y sus puntos de inflexién (abscisas donde
se obtiene y valores que se alcanzan).

Solucion:

u=t— du=dt
_ ot _ ot
/tetdt: dv=edt= v=e :tet—/etdt:tet—et

/udv:uv—/vdu

xr
/ tet dt = tet—et]gzxez—ez—l—l
0

fl@)=1+ze® —e*"+1=0ae" —e"+2

fl(x)=e"+xe® —e* =ze" = f'(x) =" 2" =€e"(z2+1)=0= 2z =—1

(—o0,-1) (—1,00)
f"(x) - +

f(z) | convexa ~ | céncava —

La funcién es convexa — en el intervalo (—oo, —1) y céncava — en el intervalo (—1, 00). Tiene un

2
punto de inflexién en (—17 2 — 7>
e
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1
Problema 3.2.12 Considera la funcién f definida por f(z) = ; i_ T (para xz # 1, x # 1). Halla

una primitiva de f cuya grafica pase por el punto (2,4)

Solucion:

224+ 1 | dividiendo 2
F(m):/ﬂildas = /(1—1—17271)6[:10:

r 2 A B A(x+1)+ Bz —1) 7
h 1 z+1 22 —1
2=A(x+1)+B(x—1)
1 =924A=— A=1 —

L xz—lzx—l—’_x—i—l J

1 1
:c+/ dﬂf—/ de=z+Iln|lz—1—-Injz+1|+C
x—1 x+1
F(Q)=2+ln1—ln3+C:2_1n3+C:4: C=2+1n3

Fl)=z4+n|lz—1] —-Injz+1|4+2+1n3

3.3. Aragén

3.3.1. Modelo de 2020

Problema 3.3.1 Determine la integral: /Tel dx
2T _

usando el cambio de variable t = e”

Solucion:
t=¢"
2 | dt=edx | _ [ 2t dt
e — 1 dt dt 21t
dr = — = —
er t
2t
——dt =
/(t+1)(t—1)t
2t _é+ B N C A —-1)+ B> —t)+C(t* +t)
t+DE—-1t t t+1 t—1 (t+1)(t—1)t

—t+2=At* - 1)+ B> —t)+ C(t> + 1)
t=0— 2=-A=— A=-2
t=—1=—= 3=2B= B=3/2

-2

3/2 1/2> 3 1
— 4+ L= )= 2Int|+=-Inlt+ 1|+ =-Ilnjt—1|+C =
/(t+t+1+t—1 n||—|—2n|+|+2n| | +

3 1 3 1
—21nem+§ln\ez+l|+§ln|ez71|+C’:—2x+§ln|er+1\+§ln|e“’fl|+0
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In(1 2
T U o)

Problema 3.3.2 Calcule el limite: T m—
z—r+oo In(1 + %)

Solucién:
In(1 + 2?%) 00 , 1ia;2 2z(1 + e) 2z + 2xe” 00
fm 7:[—}: lim —= lim ——= lim 7:[
z—r+oo In(1 + %) 00 v—rtoo o w0 ef(1+2%)  w—rdoo e + a?e”

[oo] i 2e* + 2e* + 2xe”
=|— im
00 z—>+oo €7 + 2e% + 2xeT + 2xe® + x2e®
44 2x 00 2x B 2
= lim 7:[—]: Iim —=0
z—t+o00 3 + 4z + 2 00

24 2e” 4 2xe*
im
z—rto0 €% 4 2xe® 4 12e”
e*(4 + 2x)
im ——————
z—+oo e¥(3 + 4z + 22)

lim
r—>+oco I

T—+400 I
Problema 3.3.3 Considere la funcién:
f(@) =In(1+2?)
a) Determine los méximos y minimos relativos de la funcién f(z), si existen.

b) Determine los puntos de inflexién de la funcién f(x), si existen.

Solucidn:
a) f'(z) = 1_2:;2 =0= z=0.
(_OO’O) (O’OO)
f(x) N +
f(x) | decrece \, | crece

La funcién f decrece en el intervalo (—oo,0).
La funcién f crece en el intervalo (0, co).
La funcién f tiene un minimo en el punto (0, 0).

2(a? —
b) f(z) = —H 00— o= 4L
(—OO, _1> (_17 1) (1700)
f(x) - + -
f(x) | convexa —~ | céncava — | convexa —~

La funcién f es convexa en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
La funcién f es céncava en el intervalo (—1,1).
La funcién f tiene puntos de inflexién en (—1,1In2) y (1,1n2)

S
(—J,Inz)\ my
//4

Min(0,0)
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Problema 3.3.4 Se desea construir un contenedor con la forma habitual de una caja (tipo caja
de zapatos cerrada) cuya capacidad sea de 35 m?. Dado que el tinico material empleado para su
construccién es bastante costoso, se desea que la cantidad total de material empleado sea minima.
Ademas, el contenedor debe ser cerrado, es decir hay que construir sus seis caras.

Sabiendo que la base es un rectangulo cuyo lado largo es el doble que el corto, determine las di-
mensiones del mismo para que el coste del material empleado para su fabricacién sea minimo.

Solucion:

£
212

*« V(z,y) =22%y=35= y=

& S(x,y) = 42* + 2zy + 4oy = 42* + 62y sustituyendo y =

210z 8z* 4 210z 8x3 — 105
S(x) = 422 + 7 =5 = S'(z) = ——=0=
3/
T = ;05 ~ 2,359 m

S(z) | decrece crece

/105 .
> y crece en el intervalo

v'10 35
tiene un minimo en x = —— = 2,359 — y = 393502

Las medidas de la caja tienen que ser 2,359 m de anc},lo, 4,718 m de largo y 3, 145 m de alto.
El drea minima total serfa S(2,359) = 66,77 m?

V105
2

La funcién decrece en el intervalo (0, , oo) , por tanto,

uE

= 3,145

3.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.3.5 Dada la siguiente funcién

22 Hbr+2 si <0
fl@)=<¢ In(z+1)
ax

si x>0

a) Determine los valores de a,b € Rpara que la funcién f(z) sea continua en R.
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b) Calcule aquellos valores que ademds hacen que la funcién f(x) tenga un extremo relativo en
el punto x = —1, y determine el tipo de extremo que es.

Solucion:

a) f es continua en la rama x < 0 y también lo es en la rama z > 0. Para que sea continua en
R hay que estudiar la continuidad en z = 0:

lim f(z) = lim (2® 4 bz +2) =2

x—0~ z—0~

1
ln(x—i—l) _ {O} L'H ™ Z+1 1

lim f(z) = lim

z—0+ z—0+ ax 0 z—0t @ a
1 1 .
2=—-= a= 3 y b puede ser cualquier valor real.
a
b)) Enz = -1 = f(x) = 2> +bx +2 = f'(z) = 32> +b. Si x = —1 es un extremo

= f(-1)=0= 3(-1)*+b=0= b= -3.
Tenemos f'(z) = 322 — 3 = f"(z) = 6z = f"(~1) = -6 <0 = 2 = —1 es un maximo
relativo.

Problema 3.3.6 Calcule el valor de a € R, (a # 0) para que se verifique el siguiente limite

lim (1 — sin? x) o 2
z—0 N

Solucion:

lim (1 — sin? x)a/zQ = lim ((3052 x)a/x2 = [1*°]
z—0 x—0

lim In (cos2 x) ofz* =1In2
z—0

a/z> 2a1 5 0] r/
lim In (cos® z) " = lim In (cos x)2a/x2 = lim w = {7} =
z—0 z—0 z—0 T 0
. —2a22% ., —2atanzx 0l m . 20—
lim BL = lim ——— = |- | = = lim —=% =
z—0 2x x—0 2x 0 x—0 2
—a=In2=— a=—-1n2

|
Problema 3.3.7 Calcule / ——dx
3 -3z +2
Solucion:

Se observa que se puede construir en el numerador la derivada del denominador. Hacemos cambio

1
de variable t = 2® — 3z + 2 = dt = 3(2* — 1)dr = da = mdt sustituyendo:
2 —
z? -1 a? —1 1 1 (1 1 1
—————dr = . dt== [ —dt=-Inft| +C=-In|z> -3 2|+ C
/z373m+2x / ¢ 3@2-1) 3/t glultl+ O =g nfe” =3 +2/+
- y 22° — ?
Problema 3.3.8 Para la siguiente funcién f(z) = R

a) Estudie el dominio de definicién y calcule las asintotas horizontales, verticales y oblicuas caso
de existir.

b) Calcule la recta tangente a la curva en el punto = = 1.

149



Solucién:
a) Dom(f)=R—{-1,2} (2* —2-2=0= 2z =—1, v =2)

Asintotas:

@ Verticales:

o r=-—1
: 2

i 2% — 22 {—3} n
im =|—| =400
-1+ T2 — 1 —2 0t
o r =2
i 223 — 22 {12}
im =|—|=-
z—2- 22 —x — 2 0+
i 23 — 22 {12} n
m ———=|—| =T
z—2t 12 — 1 — 2 0+
@ Horizontales: No hay
3 203 — g2 ; 223 — 12
Im ———=-00; lim — =

go—oo g2 —x—2

@ Oblicuas: y = mx +n

3_ .2
m:h’m@: lim 233796:2
r—oo I x—>—ool’371’2721'
, ; 23 — 22
nlegrgo(f(x) —mzx) = IEIPOO <m —23:) =1
y=2x+1
1 23 — 422 — 11 4
b) b= f(@) = f(1) = 3. Por otro lado f'(x) = 2 x<x2 _“x_Q)Z” ) v m= 1) = f%
1 9 9 7
— = — _ = —— —1 = —— —
y—b=m(x a)=>y—|—2 4(a: )=y 4x—|—4

3.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021
Problema 3.3.9 Dada la siguiente funcién

— si x>1

5—az? si z<1
flz) = 6 aceR, a#0
ax

a) Calcule los valores de a € R para que la funcién f(z) sea continua.

b) Determine justificadamente para qué valor de los anteriores se verifica que el drea encerrada
por la funcién f(z), el eje OX y las rectas x =0y z = e sea 6 u?.

Solucion:
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a) f es continua en la rama x < 1 y también lo es en la rama z > 1. Para que sea continua en
R hay que estudiar la continuidad en z = 1:
lm f(z)= lim (5 —az?)=5—-a

r—1— r—1—

lim f(z) = lim 6.6

z—1t z—11t axr a
6
5—a=—-=a’-5a+6=0= a=3ya=2.
a

b) Sea S en [0,1], Sg en [1,e] y S = |S1]|+|S2| = 6 La funcién no corta al eje OX ni para a = 3
ni para a = 2 en el intervalo [0, 1] ni en el [1, e].

! a3’ a
Slz/ (5 —az?) dr = 51:——} =5—-=
0 3 1y 3
52:/ de: §ln(x)} N
1 az a . a
6 150 —a®+18
S5 2 0 _DOTaHI o 2 3,418=0=>a=3, a=—6
3 a 3a
Luego a = 3.
Problema 3.3.10 Calcule el siguiente limite:
1
lim (sin (zx>) G
r—1 2
Solucién: )
(o (T NYTDT _ 007 _ A
()=
Y 1 (T sin (5 {0} L'
A=lm Aoy (sin (52) 1) = 1im G—22 o) —
i 2608 (52) _ m LH 0 “Fsin(ge)
z—1 —2(1 —x) 0 z—1 2 8

1

Luego lim (sin (Ea:>) 7 _ %

r—1 2
Problema 3.3.11 Se desea construir un depdsito con forma de prisma regular de base cuadrada.
Ademss, el depdsito es abierto (sin tapa superior). La capacidad total debe ser de 64 m?. El mate-
rial de construccién de los laterales tiene un precio de 70 euros por m?, mientras que el de la base,
mas resistente, es de 140 euros por m?. Halle las dimensiones del depésito para que tenga el menor
coste posible.
Solucién:
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64
Viz,y) =2?y=64—= y=—

22
P(x,y) = 4zy - 70 + 2% - 140 = P(z) = w + 1402% = w
P(z) = 7280(35;_ ) g b= 0— 2 —4
P'(z) = w = P"(4) =840 > 0 = z = 4 es un minimo relativo. La altura es
Yy = % =4.

La longitud de los lados del cuadrado de la base es de 4 m y la altura es también de 4 m. El precio
de coste minimo es P(4) = 6720€.

Problema 3.3.12 Para la siguiente funcién

X

flz) =

e

a) Estudie la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas. Calcilelas cuando exis-
tan.

b) Calcule la recta tangente a la curva en el punto = = 2.
Solucién:

a) Dom(f) =R —{0,1} (2* —2=0= 2 =0, z = +1)
Asintotas:

@ Verticales:

e xr =20 . .
e
lim = {—} = 400
20— T3 — 0+
i = |5
m ———=|—| =-0
z—0+ T3 — T 0-
o r=—1
i e {eil}
m —=|—|=-
r—s—1- 23 — 2 -
» e {e‘l} n
im =|—| =+00
r——1+ 3 — 0
e r=1 "
e e
lim = [—} = 400
r1- X3 — 0+
er e
lim ——— = [ =] = —o
z—1+ 0 — 0—
@ Horizontales:
et —_ et 1 1
lim ——— "=" lim = lim = =0= y=0
z——o00 I3 — 1 t—oo —t3 4+t t—ooo et(t — t3) —00
, er ool rL'g e’ o007 L’ ,er o001 L’
iy (2] - (2] i - 2]
z—00 T — X 00 z—o0 3% — 1 00 z—00 6 00

T

lim — = oo = No hay
z—oo O
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@ Oblicuas: y = mx +n

Cuando £ — —oo no hay por haber horizontales en esa rama.
Cuando x — —o0:

m = lim M lim c =00
T—o00 I z—oo r4 — 12
Luego no hay asintotas oblicuas.
2 (3 3 2 _ 1
fla) = f(2) = %. Por otro lado f'(x) = € (xe(ach 1)€+ ) ym=

e? 5e? 5e?

b= _ R F) - =

y m(z —a) =y - & g 2= y=-3

3.4. Asturias
3.4.1. Modelo de 2020

5e?
/ 2 o
e
9

Problema 3.4.1 Se tiene un abrevadero de longitud 6 m y de altura 1 m. Su seccion es la descrita
en la figura formada por la funcién y = 2%, Por h indicamos la altura del nivel del liquido.

a) Comprueba que el drea de la regién S, sombreada en la figura,

4h\f
3

b) Determina la altura h donde se alcanza la mitad del volumen
total del abrevadero. (Nota: Volumen=S xlongitud).

en funcién de h se puede expresar como S(h) =

Solucién:
a) Los puntos de corte de la pardbola y la recta y = h:

P?=h= z=+Vh

S(h):/\/ﬁ(h—xz)dx:hx—wg}ﬁ — i — f + Wi -

VA 31 _vm

2hvh  2hWh  4hVh
5 T3 " 3

b) V(h) = S(h)xﬁ_shf:> V1) =8= V(h)=4= 8hwWh=4—=

1
h3/% = 2:»#“’71:» hf\[ 0, 62996 m.

(1,1)

f

Problema 3.4.2 Se tienen 20 m de marco metéalico para construir una valla publicitaria rectan-

gular.

El terreno donde se quiere instalar la valla es fangoso y al colocarla se
hunde una altura h que es la quinta parte de la anchura de la valla. Calcula
las medidas de la valla de forma que el drea visible (la sombreada en la

figura) sea la mdxima posible.
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Solucién:
@ El perfmetro del cartel es P(x,y) =20 +2y=20— y=10—x

@ La altura undida es h = %

@ FEl area que hay que optimizar es

5(w>=w(y—h):x(10—x_§):@

@ Optimizacién:

2(25 — 62) 25
! _ j— —
S'(x) 3 =0 T=—
12 2 12 2 :
SH(I'):7€:> SH (g) :*g <0= x= g es un minimo
25 25 35
Las dimensiones son x = 5 ~ 4,167 m de ancho e y = 10 — 5= 6 ~ 5,833 m de alto.

3.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
Problema 3.4.3 Sean las pardbolas y; =22 — 2z +3 ey =az? + b

a) Calcula los valores de a y b para que en el punto de abscisa x = 2 las dos pardbolas tengan
la misma recta tangente. Calcula dicha recta tangente.

b) Para a = 1, b = 1 esboza el recinto limitado por las pardbolas entre el eje Y y el punto de
corte entre ellas. Calcula el drea del mismo.

Solucién:

a) La pardbola y; en el punto de abcisa © = 2 es 3, luego el punto de tangencia es (2,3) y debe
de ser el punto de tangencia de yo = (2,4a+b) = (2,4a+b) = (2,3) = 4a+b=3
Por otro lado calculamos la pendiente de la recta tangente a y; en z = 2. ¢} = 2r — 2 =

my = 2
Por otro lado calculamos la pendiente de la recta tangente a ys en z = 2. yy = 2ax = mg =
4a

1
m=mo=— 2=4a=—=>a=-yb=3—4a=1.
La recta tangente pasa por el punto (2, 3) y tiene de pendiente m =2 — y—3 = 2(z—2) =
y=2z—-1

b) Tenemos y; = 22 — 2 +3 e yo = 2° + 1.
Y=y = 2 —22+3=0’+1= =1

Las dos pardbolas se cortan en un sélo punto (1,2). El drea que tenemos que calcular se
encuentra entre x =0y x =1

1 1
51:/ (x2—2x+3—x2—1)da::/ (—2x+2)dw:—x2+2x}(1):1
0 0

S=|51|:1u2
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0(0,0)

Problema 3.4.4 Sean tres nimeros reales positivos cuya suma es 90 y uno de ellos es la media
de los otros dos. Determina los niimeros de forma que el producto entre ellos sea méximo.

Solucién:
Tenemosx+y+z:90yz:xT+y:> x+y+xT+y:90:> 3r+3y =180 = x+y =
60— y=60—=x
Luegoz:%:%

Tenemos que optimizar P(z,y,2) = zyz =

P(z) = 2(60 — )30 = —3022 + 1800z — P'(z) = —60z + 1800 = 0 —> & = 30
P"(z) = —60 = P’(30) = —60 < 0 = z = 30 es un mdximo relativo.

Los nimeros buscados son z = 30, y = 30 y z = 30.

3.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

1
Problema 3.4.5 Sea la funcién f(z) =1 - —.
x

a) Haz un esbozo de su grafica determinando: dominio de definicién, asintotas, intervalos de

crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y regiones de convexidad y con-
cavidad.

b) Calcula el drea de la regién limitada por la recta tangente a la funcién en el punto de abscisa
x =1, larectay =1y el gje de ordenadas.

Solucion:
a) @ Dom(f) =R — {0}

1
@ Puntos de corte con el eje de ordenadas no hay. Con el eje de abscisas f(z) =1— — =

1‘2
0= 2°-1=0= z==+1= (-1,0)y (1,0)
@ Asintotas:

e Verticales ¢ =0

1 1
lim (1 — —) = —00, lim (1 - —) = —00
z—0— 2 z—0+ 22

e Horizontales y =1

lim (1 — i) = lim (1 — i) =1
r——00 :1,‘2 xr—+00 _'132
e Oblicuas no hay por haber horizontales.
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2
& Monotonfa: f'(x) = 3 # 0 = no hay extremos relativos. f'(x) < 0 en el intervalo
(—00,0) y f'(x) > 0en el (0,00) luego f es creciente en el intervalo (0, 00) y decreciente
en el (—o0,0).

6
@ Curvatura: f”(z) = ——; # 0 = no hay puntos de inflexién. Como f”(z) < 0 en todo
T

el dominio de la funcién = f es convexa —~ en Dom(f).

@ Representacién grafica:

(-1,0) 0(0,0) (0

b) Calculamos la ecuacién de la recta tangente a f(x) enx =1 = b= f(z) = f(1) =0y
m=f(1)=2= y=2(x—-1)= y=2x—2
Dibujamos la recta sobre la grafica:

=0

(-1,0)

/

La tangente corta al eje de ordenadas en (0,—2) yalarecyay =1lenl=2zx—-2= z =

g = (;’ 1). Se trata de un tridngulo de base ; y altura 3 luego S =

nje

2 4"

Problema 3.4.6 En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de cine (ver figura).

La forma de la nave es la descrita por la grafica de la funcién f(z) = y=/() -
2 x,

12 — ¥ > 0. Calcula los valores positivos (z,y) que hacen maxima

el area de la pantalla.
Solucién:

2 2 722 — 223
Tenemos y = 12 — % y S(z,y) =22y = S(z) =2z (12—%) = %

S'(x) = 2(12 — 2?) = 0 = z = +2V/3 la solucién negativa no es relevante.
§"(z) = —dz = S(2V3) = —8V3 < 0 = z = 2V/3 es un méximo relativo.
y:qu‘f)Q —12-4=38

(z,y) = (2V3,8)
El drea=2x -y = 4V/3-8 = 32/3.
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3.5. Cantabria

3.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.5.1 Considera la funcién f(z) = z?

a) Determina la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa z = 1.
Llamaremos a dicha recta g(z).

1
b) Calcula el drea de la regién limitada por las rectas g(z), z = ok x =1yeleje OX de abscisas.

c¢) Halla una primitiva F(z) de la funcién f(z).

d) Calcula el drea de la region limitada por la grifica de la funcién f(z), y las rectas g(z),

1
Tr=—.
2
Solucion:

a) b= f(1)=1, f'(x) =22 = m = f'(1) = 2 la recta tangente es y — 1 =2(z — 1) = y =
g(z) =22 -1
b) Hacemos una representacién grifica del recinto. Se trata de calcular el drea de un tridngulo

1/2-1 1
de base 1/2 y de altura 1. El drea es /2 =1= 0,25 u?.

De otra manera seria:

1
S = (22 — 1) dr = 2°

1 2
— - —-02u
1/2 4

1
_x]l/Q

1y
el

0(0,0) L 120 (1,0)

3
c) F(z) = / flz)dz = / 22 dr = % + C. Dando un valor cualquiera a C' obtenemos una de

las primitivas de f(x):

x
Fle)=—+7
0="+

d) fz)=glr) = 2’ =2r-1= 2" -22+1=0= =1

! 2 ® 2 1
51:/ z°—2c+1)de = — —z°+=x = —
1/2( ) 3 12 24

1
S=|5= 57 = 0,0417 u?
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=12
i )

— &)

00,0) / a2 0

Problema 3.5.2 En una poblacion, la proporcién de personas infectadas por una determinada en-

ket si t<1
fermedad en funcién del tiempo, I(t), viene dada por la funcién I(t) = . r>1 ,
———si
3241 -

siendo k£ una constante real, ¢ el tiempo en anos desde el inicio de la epidemia y ¢ = 1 el inicio de
la vacunacién.

a) Calcula el valor de k para que I(t) sea continua.

b) Calcula la proporcién de personas infectadas cuando ¢t — oo.

N |

¢) Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante ¢t =

d) Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante ¢ = 2.

Solucién:
a) Las dos ramas son siempre continuas, estudiamos su continuidad en ¢ = 1: h'rln I(t) =
t—1-
t2 1 1 1
Mm ke =ke’y lim I(t)= lm ——— =~ = ke’ =~ = k= —;
e R At ®) o132 11 4 Ty 4e?
b) 1 r ! 0,3333 = 33,33%
m ———=-=
50321 3 R
1 1 2t—2
c) Seak:@ﬁl(t):@e%:e para t < 1:
62t72 1 1
ro=2 ()=
®) 2 2 2e
2
d) Sea I(t) = 32 1 P t>1:
2t 4
I't)y= ————=12)=—
®) (3t2 +1)2 @ 169

3.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 3.5.3 Considera la funcién f(z) = %
e
a) Calcula la derivada primera.

b) Halla los intervalos de crecimiento, y/o decrecimiento.
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c¢) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto z = 2.

d) Calcula lim f(x)
Tr—r00

Solucién:
, z—1
D) flo) ="
b) f’(z):f‘“;l 0= z=1
(=00,1) (1,00)
f(z) + -

f(x) | creciente ' | decreciente N\

2 1 2 1 14

_ _ _ _ _
c) b= f(2) 2 m (2 = ~ la recta tangente es Y= = —6—2(1:—2) == y= —e—zx—i—g
’ 1
a) lim 2= [Z]E 1im = =0
r—o00 et o0 r—o00 et

Problema 3.5.4 Considera la funcién f(z) = —z2 + 4.

a) Calcula la derivada de f(x).

b) Halla los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de f(x).

¢) Calcula una primitiva de f(z).

d) Calcula el drea del recinto limitado por f(x), las rectas z = 1, 2 = 3 y el eje OX de abscisas.
Solucién:

a) f'(z) =—2x+4

b) fl(z)=-22+4=0= z=2

(—00,2) (2,00)
f(x) + -
f(z) | creciente | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (—o0,2) y decreciente en el (2,00). Con un maximo
local en (2,4).

3
c) F(z):/(f:r2+4x)dx:f%+2a:2+0

d) Hacemos f(r) = —2° +4r=0= x =0y 2 =4 = f(z) no corta el eje de abscisas en el
intervalo [1, 3]

3 22
51:/ (fx2+4x)d:c:F(3)fF(1):§
1
22
S:|Sl|:?'u2



3.6. Castilla La Mancha

3.6.1. Modelo de 2020
Problema 3.6.1 Se pide:

a) Determina el valor de a y de b para que la siguiente funcién f(x) sea derivable en todo R

ar?+bx+2 si <1
f(z) = b

T — — si o z>1
T

b) Comprueba si la funcién f(z) = 2® — 4 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el
intervalo [—3, 3].

Solucién:

a) Continuidad en z = 1:

lim f(z)= lim (az? +bx+2)=a+b+2
r—1~ r—1—

b = a+b+2=a—-b= b=-1
lim f(z)= lim (av/z— —=)=a—-1b

x

r—1t r—1t

Derivabilidad en z = 1:
2ax + b si <1
a 2b

o= e 2

si x>1

F17)=2a+b
f

a
/(1+):g_|_2b - 2a+b:§+2b:> 3a—2b=0
b=—1
{ Sa—_ob—0 — 4= 2/3

b) La funcién f(x) = 2> — 4 es continua en el intervalo [~3, 3], derivable en el intervalo (—3,3)

v f(3) = f(—3) = 5. Luego verifica las condiciones del teorema de Rolle y podemos concluir
que 3c € [-3,3]/f'(c) = 0.

Se puede calcular este punto:
f(z)=2r=0= =0y como f’(z) =2= f"(0) =2>0= 2 =0 es un minimo. El

punto ¢ = 0.

Problema 3.6.2 Calcula razonadamente los siguientes limites:

2627—1 ﬁ
1/ ( )
L
7630271 —x
b) lm — =
) o172 4 4z + 3

Solucién:
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2:671%
a)L:h’m(e ) =[1°] = ¢

z—1\xz+1
2 z—1 2 z—1 _ .2 _
A= lim 2 ( ¢ ,1): lim M:m:
z—l1lx—1\2x+1 z—1 2 —1 0
z—1 z—1
I 2e + 2ze —2x—1:1:>L:61/2
z—1 2x 2
e 0 —2ze® "l -1 1
z——122 44z +3 0 e— -1  2x+4+4 2
Problema 3.6.3 Se pide:
a) Calcula razonadamente el drea de los recintos limitados por la funcién g(z) = —22 + 2z + 3,

la recta x = —2 y el eje de abscisas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la funcién g(z) en
el punto de abscisa x = 4.

Solucion:

a) g(z) = -2 +2r+3=0= 2 = —1 y 2 = 3. Luego tenemos dos recintos: S; en el intervalo
[-2,—1] ¥ otro Sy en el intervalo [—1, 3].

—1 3
51:/ (—x2+2x+3)dx:—%+x2+3m} =—

-2

3 3 3
2
52:/ (*x2+2x+3)dx:f£+x2+3$} -2

1 3 .3

o

S=|Sl|+|52‘:§+3 13 u?

/
i \

b) b=g(4) = =5, ¢'(r) = —2x +2 = m = ¢'(4) = —6. Luego la ecuacién de la recta tangente
esy+5=-6(x—4) = y=—6x+19

x=-2 \\‘Tnngemr: y=-6x+19

(.15

(-2,0)

Normal: y=1/6x-17/3

1 1 17
La recta normal tiene de ecuacién y + 5 = 6(:5 —4) = y= iy
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3.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.6.4 Se pide:

a) Calcula razonadamente la siguiente integral: / Cppe dx
e

(Cambio de variable sugerido: e® = )

— 1
b) Calcula razonadamente la siguiente integral: / % dx
x

Solucion:

a)

2
d =
/3+69C v

t=¢e" = dt = e"dx 9

do=— =— t(3+1)

2 A B  AB+t)+ Bt ]
t(3+t)_?+3+t_ t(3+1)

=A(3+1t)+ Bt

t:O:>2:(3A:)>A:2/3 :/2/3dt 28 g

t= 3= 2= 3B— B=-2/3 3+t

2 2/3 -—2/3
I tB3+t) t | 3+t

2 2 2 2 21 — 21 z
St = Slnj3 4|+ C = Sln(e) = T3 +¢") + 0 = < r;(3+€)+c
—x+1 —x 1
b)I=] 2 go=[ —2 4 — dr =1 +1
) /m2+3x/x2+3a¢+/$2+3x 1+ 1o
r 2
s _/ —z 1™ t=2xo +3:>d(tit:2xd$ B —x dt 1/1dt_ ln|t|+
1= 2y3% = de = — )t 2w 2 T T
Infz? +3] 2
C:_7n|x2+ +Cy
— x 2
2
74+ 3= <*> —|—1)
e [ i (& y
2 = 5 | a2 xr = . x . xX =
2+ 3 t= = dt = —
V3 V3
i dx = /3dt

/mdz/?’(ﬂ“)\fdt f/t2+1 -

3 3
g arctant + Cy = g arctan % + Cs
_Infz® + 3| V3

+ — arctan — + C

2 3 \/§
Problema 3.6.5 Se pide:

I=L+1=

a) Sea la funcién f(z) = ax® — 22% — 2 + b con a,b € R. Determina razonadamente los valores
de a y b para que la gréfica de la funcién pase por el punto (1,2) y la pendiente de la recta
tangente a la gréfica de la funcién en este punto sea 1.
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2 y
b) Sea la funcién f(z) = { v b‘;f“ :i Zjig :

los valores de a y b para que la funcién sea continua y derivable en = = 0.

con a,b € R. Determina razonadamente

Solucion:

a) f(r)=ar®—22° —2+by f/(z) = 3az® — 4z — 1

{f(l):Qz a—2-1+b=2= a+b=5 N { a=2
m=f(1)=1=3a—-4—-1=1= a=2 =

b) Continuidad en z = 0:

z— 0~ r— 0~ _— —
lim f(z)= lim be® =0 b=1
z— 0t z— 0~

{ lm f(z)= lim (2 —ax+1)=1

Derivabilidad en x = 0:

{Qx—a si <0 — f0)=—a=f(0")=1= a=—1

1o —
Flz) = e” sio >0
Luegoa=-1yb=1.

Problema 3.6.6 Se pide:
r—2 _ 1

a) Calcula razonadamente el siguiente limite: lim
z—=2 2x —4

b) Dada la funcién
2 —2 si r<l1
2¢—1
fz)=4{ = si 1<z<3
x—2

2e” si >3

determina razonadamente su dominio y estudia su continuidad. En los puntos en los que no
lo sea indica razonadamente el tipo de discontinuidad.

Solucion:
) i e*=2 -1 R 0} L'H i et 2 _ 1
Vo or—4 Lol T S 2 T

b) El dnico punto en el que la funcién no existe es en z = 2, luego Dom(f) = R — {2}.
Continuidad en x = 1:

lim f(z) = lim (2® —2) = —1

rz—1- r—1- 9 1
lim f(x) = lim x — _1 = f continua
z— 1+ =1 T — 2
f)=-1
Continuidad en x = 3:
20— 1
lim f(z) = lim —— =
T3~ z—3~ T —2 = f discontinua no evitable
lim f(z) = lim 2e” = 2¢3

z— 31 z— 31
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En x = 3 hay un salto.
Continuidad en = = 2: (hay una asintota vertical) y, por tanto, no es continua.

lim f(z)= lim 2ol {i} = -0

T— 2~ z—2- T — 2 0—
2¢ — 1 3
I _ _ {7} _
Jm flo) =t 25 = lor) =

La funcién es continua en R — {2, 3}.

3.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 3.6.7 Se pide:

a) Calcula razonadamente la siguiente integral: / x cos 3x dx

d
b) Calcula razonadamente la siguiente integral: / %27::_1 dx
Solucion:
a)
1
/ rcosdzdr = dv = cos3vdr = v= -sindz | _
/udv:uv—/udu
in3z 1 in3z 1/ 1
xSI;,l = - g/ sin 3z dx = a:51:r))1 L 3 <_§ cos3w> +C =
3 si
x sin 3z + cos 3x Lo
9

b)

/ 222+ 1 7 / (V2z)2 +1 e dr = /2

1 dt 1 1 1 arctan(v/2z)
/m.ﬁ_j/mdt—ﬁarctant—i—C’_T_‘_c_

ﬂarctan(\/ix)

c
5 +
Problema 3.6.8 Se pide:
-1
a) Calcula razonadamente el siguiente limite: lim b
z—1et—1 1

b) Dada la funcién

e’ si z <0
1
flz) = si 0<z<2
rz—1
x si x> 2

Estudia su continuidad en = 0 y en « = 2 e indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.

164



Solucion:

-1
a) lm ——~ =

— =" lim
r—>1er—1 — 1

0

0} L'H |, 1

b) Continuidad en = = 0:

—0— — 0~ . . .

* ) * ) = f discontinua no evitable
lim f(z) = lim =—

z— 0t z—0-x — 1

En z = 0 hay un salto.
Continuidad en =z = 2:

lim f(z) = lim

T2 2= —1 = [ discontinua no evitable
lim f(z)= lim =2
x— 2+ z— 2+

En z = 2 hay un salto.

22 + 22 — 2
Probl 3.6.9 Sea la funcié == a7
roblema ea la funcién f(z) 32243

a) Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(x) y clasifica-
los.

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la
funcién f(x) en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:

2(x% —4x — 1)

a) f'(@) =~

(—0,2—=5) | (2=5,2+V5) | (24 V5, +o0)
f'(x) - + -
f(z) | decreciente creciente decreciente \,

La funcién decrece en el intervalo (—oo,2 — v/5) U (2 + v/5, +00) y crece en (—1,+00). Tiene

5 5
un minimo relativo en (2 —/5, —\[> y un maximo relativo (2 + \@, \3[>

3
1 2
b) b:f(l)_gymzf/(l)zg
2 2 1
Tangente:yfgzg(xfl):>y:g -3
1 3 3 11
Normal:y—g——i(gg—l)zy:_§ +E

Problema 3.6.10 Se pide:

a) Sea la funcién f(x) = ax®+bax?+2 —1 con a,b € R. Determina razonadamente los valores de
a y b para que la grifica de f(z) pase por el punto (1, 1) y tenga aqui un punto de inflexién.
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b) Sea la funcién f(z) = zsinz — cosz. Enuncia el teorema de Rolle y tsalo para razonar si la
funcién f(x) tiene al menos un extremo relativo en el intervalo [—1, 1].

Solucion:

a) f(x) =az® +b2x* +2 -1, f/(x) = 3ax® + 2bx + 1y f"’(x) = 6ax + 2b
{ f)=1=a+b=1 :{a:_1/2
F'1)=0= 6a+2b=0= 3a+b=0 b=3/2

b) Teorema de Rolle: Sea f : R — R una funcién continua en el intervalo [a,b], derivable
en el intervalo (a,b) y cumple f(a) = f(b). Entonces 3¢ € (a,b) tal que f'(c) =0

La funcién f(xz) = xsinz — cosz es continua en R y, por tanto, lo es en el intervalo [—1,1].
Ademsds la funcién es derivable en R y, por tanto, lo es en el intervalo (—1,1).

Por otro lado f(—1) = (—1)sin(—1) — cos(—1) = (=1)(—sinl) —cos1l =sinl —cos1 = f(1)
La funcién cumple las condiciones del teorema de Rolle y el teorema afirma: 3¢ € (—1,1) tal
que f'(¢) =0 => c es un punto critico.

Comprobamos si se trata de un extremo relativo:

La funcién es PAR f(—z) = f(x) = es simétrica respecto al eje de ordenadas y corta a
este eje en (0, f(0)) = (0, —1), luego en xz = 0 hay un extremo relativo.

f(z) =zsinz — cosz = f'(x) =sinz + zcosz +sinz = 2sinz + zcosz
f'(c)=2sinc+ccosc=0= c=0

f"(x) = 2cosx + cosw — xsinz = 3cosx — xsiny = f’(0) =3 >0 = c =0es un
minimo.

\ T TN /
\\ / \\ // \ //

\ /
\ / \ / \

3.7. Castilla Ledon
3.7.1. Modelo de 2021

Problema 3.7.1 Dada la funcién f(z) = 3z* + 2% — 1, determinense sus intervalos de crecimien-
to y decrecimiento, sus extremos relativos y el ntimero total de puntos en los que f(z) se anula.
(Téngase en cuenta la monotonia de la funcién y los valores que toma en los extremos relativos
previamente calculados)

Solucion:

1
& fl(r)=122°+322 =0 = x:—zyx:().

(7007*1/4) (71/43 0) (O,+OO)
f'(=) - + +
f(z) | decreciente \ | creciente 7 | creciente
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La funcién decrece en el intervalo (—oo,—1/4) y crece en (—1/4,+00). Tiene un minimo
relativo en (—1/4, —257/256).

@ La funcién no tiene asintotas horizontales y decrece hasta el minimo en (—1/4,—257/256)
lo que darfa un punto de corte con el eje OX. A partir de ese minimo la funcién es siempre
creciente por lo que daria otro punto de corte con el eje OX y no habria mas.

y40.44129

0.22064 A

/
\
0.91029 0.68272 “0.45515 “0.22757 0.22757 0.45515 0.68272

-0.66193 //

~0.86258

Min(-1/4,- 3577236)

-1.1032

Problema 3.7.2 Dada la funcién f(z) = xze™*, determinense su dominio de definicién, asintotas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexi-
dad y puntos de inflexién. Esbdcese también su grafica.

Solucion:
@ Dom(f) =R
@ Agsintotas:

e Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

e Horizontales:

It x:[m}: lim L =0 y=0

z—> +oo ¥ o0 z—> +o0o0 ¥
Im ze*=-00-°=—-00
r— —00

e Oblicuas: Cuando * — 400 hay asintota horizontal y, por tanto, no hay oblicua.
Cuando x — —o0:

f(z) C w0

m= lim lim e *=e*=00
T——oc0 T T— —o0
Luego no hay oblicuas.
& fllo)=e"(l-2)=0= z=1.
(—00,1) (1, +00)

f'(=) +
f(x) | creciente | decreciente N\

La funcién crece en el intervalo (—oo, 1) y decrece en (1,400). Tiene un maximo relativo en

(1,1/e).
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(_OO» 2) (2’ +OO)
f"(x) - +
f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—o0,2) y céncava (~—) en el intervalo (2, +00).
Tiene un punto de inflexién en (2,2/e?)

@ Gréfica:

Mix(1,1/6) PR
=0 o P22
0(0,0)

Problema 3.7.3 Dada la funcién f(z) = zcosz
a) Demuestre que f(z) es no negativa en el intervalo [0, g} .

b) Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de f(z) y el eje de las x, cuando x pertenece
al intervalo {0, g} .

Solucién:
a) fa)=0= =0y z= g luego la curva no corta con el eje de abscisas en el intervalo

™
[0, 5} y, por tanto, el signo de la funcién en este intervalo es el mismo para todos sus puntos.

1
Si probamos con uno de ellos, por ejemplo x = g = f (g) = gi = % > 0. Luego f en
este intervalo es positiva.
b) F(x) = /xcosxd:c = { ZU:—xCZdiu;di—sinx } = zsinx — / sinzdr = zsinz +

cosx +C

/2 T -
S:/ xcosxdx:F<§)—F(O):§—1:075708u2
0

0(0,0) (w2,0)
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Problema 3.7.4 Se pide:

, e —cosx
a) Calcular xhi{lo m

2
b) Calcular/ () dx
T
Solucién:
. e"—cosz [0] . e+4sinz T _

@) Mm Ty T M = T D) L@ (e sinz)] =1

2 b=z 2 3 3

1 1
b)/(”) de = | dt = Lz :/t—xdtz/tht:t——s—C:(nx) +C
x x x 3 3
x = xdt

3.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.7.5 Representar la funcién f(z) = e , determinando antes sus intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento, sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus
asintotas.
Solucién:

o fl(z) = 22" =0= x=0.

(—00,0) (0, +00)
f(z) - +
f(x) | decreciente | creciente

La funcién decrece en el intervalo (—o0,0) y crece en (0,400). Tiene un minimo relativo en
(0,1).

& (1) = (4x2+2)ef’32 # 0 = no tiene puntos de inflexién. Como f”(x) > 0 = f es céncava
— en todo el dominio de la funcién (Dom(f) = R)

@ La funcién no tiene asintotas.

e Verticales: No hay ya que Dom(f) =R
e Horizontales: No hay ya que
2

2
Im e = lim e =4
TrT——00 r—+o0

e Oblicuas: No hay ya que (y = mz +n)

2 2

, e’ 007 1/ . 2ze”
m= lim — = |—| = lim =00
T—00 I 00 T—00
2 2
, v oo | g ,, 2xe”
m= llm —=|—| "= 1 = -0
T——00 I —00 T—r—00



\ ”
Min(0,1)
000,00
Problema 3.7.6 Calcular 1lim w
z—0 sin® x
Solucién:
, ¥ —x —cosdzx 0l g ., e*—1+43sin3dx . e —1+3sin3x 0] 'y
lm ————— = |-| "= lim : = lim . S P
z—0 sin® x 0 z—=0 2sinzcosz z—0 sin 2z 0
., €+ 9cos3x 10
lm — = — =5
z—=0  2cos2z 2
Problema 3.7.7 Se pide:
a) Dadas las funciones f(z) = 2%, g(z) = —x*+8, hallar los valores de  para los que g(z) > f(z)
b) Calcular el drea limitada por las gréficas de las funciones f(z) y g(z).
Solucién:
a) g(z) > f(z ) gx) — f(x) > 0 = —x +8 -1 =202 4+8>0= 2?-8< 0=
2 _ 4 <0. Las raices del polinomio son 22 —4=0= =42

(—00,—2) | (=2,2) | (0,400)
¥ = ¥

La solucién de g(z) > f(z) = 2% —4 < 0 es el intervalo (—2,2). En este intervalo la funcién
g estd por encima de la funcién f.

b) Por el apartado anterior se sabe que las funciones se cortan en x = —2 y = 2. Ademds se
sabe que en ese intervalo la funcién g estd por encima de la de f.

2 2 1'3
s= [ o -seya= [ atiar= 2w 2O

-2 -2 -2

2(x)

l0(0,0)

Problema 3.7.8 Hallar los valores de a, b y ¢ para los cuales el polinomio P(z) = az?® +bx + ¢
cumple las siguientes condiciones:
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» P(0)=1
» La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(z) en x =0 es m = 1.

2
. / P(z)dx =12
0
Solucion:
» PO)=1= 04+0+c=1= c=1

» Pl(z)=2ar+b= m=P0)=b=1
? a 8a
= —+2b+2c=12 = ?+2+2=12:> a=3

2 3 b2
. / (ax®+br+4c)dr = %—i—%—i—cw
0 0

Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

3.7.3.
Problema 3.7.9 Dada la funcién f(x) = 2° — 52 — 1, determinense sus intervalos de crecimiento
y decrecimiento, sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de

inflexién.
Solucién:
- f/(x):5x4—5:0:> xr = =£1.
(700,71) (7131) (17+OO)
T+ a T
f(x) | creciente | decreciente \, | creciente

La funcién decrece en el intervalo (—1,1) y crece en (—oo, —1) U (1,00). Tiene un minimo

relativo en (1, —5) y un méximo relativo en (—1, 3).

& () =202 =0= 2=0

(0, +00)
+

céncava —

(70070)

f(x)

f(x) | convexa —~

La funcién es convexa en el intervalo (—oo,0) y céncava en el (0,00). Tiene un punto de

inflexién en el punto (0, —1)
@ La funcién no tiene asintotas por tratarse de un polinomio

y
/

Mix(-1,3)
A

/ \

/

/ \ i
~_o0,0) ]

/
PI(0,-1)
/
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Problema 3.7.10 Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que

1 —cosmz
Im —— =2
x—0 .’,Cz
Solucion:

, 1 —cosmx 0] o' ., msinmx 0l 'g ., m?cosma
Ilm —=|-| = lm—=|-| = lim —— =
x—0 .1‘2 x—0 2x x—0 2
m2
7:2:>m?:4:>m:izComom>0:»m:2

Problema 3.7.11 Se pide:

a) Estudiar la continuidad de la funcién definida por

1—coszx .
@)= % si x#£0
0 si =0

b) Calcular/xlnxQ dx

Solucion:

a) Para cualquier valor distinto de cero la funcién es continua. Hay que estudiar la continuidad

enz =0 .

, 1l—cosx 0| o'y ., sinx

Iim — = |=-| = lim =0
x—0 T z—0 1

f(0)=0= lim f(z)= h'rn+ f(z) = f(0) = f continua en z = 0 y, por tanto en R
z—0~ z—0

2
u=2lnxr = du= —dx

Lo

b) /xlnx2d:c:/2:clnxdx: dv = xdx = v:% :x2lnxf/a:dx::c2lnxf

/udv:uu—/vdu
T _2x21nx—:v

2?(lnz? — 1)
?4_0_72 0—72 +C

2

Problema 3.7.12 Se considera la funcién f(r) = x — cosx
a) Demostrar que la ecuacién f(z) = 0 tiene al menos una solucién en el intervalo [0, 7/2].

b) Probar que la ecuacién f(z) = 0 sélo puede tener una solucién en el intervalo [0,7/2], de
modo que la solucién del apartado anterior es la tnica.

Solucion:

a) f(x) es una funcién continua, f(0) = -1 < 0y f(g) =T 0, luego f cumple las

condiciones del teorema de Bolzano, que asegura 3¢ € (0,7/2) tal que f(c) =0.

b) f'(z) =1+sinz >0 Ve € R= f'(z) >0 Vz € (0,7/2) => f es creciente en todo el
intervalo (0,7/2), luego sélo puede haber un tdnico punto de corte.

172



3.8. Cataluna

3.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.8.1 Considere la pardbola y = 4 — 22 y un valor a > 0.

a) Compruebe que la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la pardbola en el punto de
abscisa © = a es y = —2az + a® + 4 y calcular los puntos de corte de esta recta tangente con
los ejes de coordenadas.

b) Calcule el valor de a > 0 para que el drea del tridngulo determinado por esta recta tangente
y los ejes de coordenadas sea minima.

Solucion:

a) Seay = f(x) =4— 22 = fla) =4 —ad?, f'(z) = 22 = m = f'(a) = —2a y la ecuacién
punto pendiente de la recta tangente es y — f(a) = m(z —a) = y—4+a*> = —2a(r—a) =
y = —2ax + 2a* — a® + 4 = —2ax + a® + 4.
Para calcular el punto de corte con el eje de ordenadas hacemos 2 = 0 = y = a® + 4 —
(0,a* + 4)
Para calcular el punto de corte con el eje de abscisas hacemos y = 0 = —2ax + a® + 4 =
a? +4 . (a2+4 0)

00— =
v 2a

2a

(@2 +4) (@ +9)
4a

2
24+ 4)(3a%® -4 2v3
@t i( 2a ) =0= a= :l:\—gf, la solucién negativa no tiene relevancia.
a

(0 2\/§> (2\/?7 OO)
b 3 3 )
5'(a) - +
S(a) | decreciente \ | creciente

23
3

b) S(a) =

Luego la funcién presenta un minimo en a =

In(x)

Problema 3.8.2 Sea la funcién f(z) =

logaritmo neperiano.

definida en el dominio > 0, en que In es el

a) Encuentre las coordenadas de un punto de la curva y = f(z) en el que la recta tangente a la
curva sea horizontal y analice si la funcién tiene un extremo relativo en este punto.

b) Determine si la funcién f(z) tiene alguna asintota horizontal.
c¢) Calcula el drea de la regién delimitada por la curva y = f(z) y las rectas z = 1 y = = e.
Haga un dibujo aproximado de la gréafica de la funcién en el dominio 0 < z < 5, en el que

quede representada el area que ha calculado.

Solucion:
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_1- In(x)

a) f'(z) = =0=1-lnz=0=lnz=1= z=¢
(0,€e) (e, 0)
f(z) + -
f(z) | creciente | decreciente

Luego la funcién presenta un méaximo relativo en z = e = la funcién tiene en el punto

1
(e, 7) una tangente de pendiente cero, es decir, horizontal y = —.
e e

1 / : 1
b) lim f(z) = lim &) _ [@} 2 i 2= lim - =0 =
r—r+o0 r—r+00 X 0 T—+00 1 x——+o0 I
y = 0 es una asintota horizontal.
1 In(—
lim f(x)= lim n(z) = { ( OO)} = no existe el limite.
T——00 r——00 I 00

c¢) Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas, para ver si hay algin
1
punto de corte en el intervalo [1,5]: f(z) =0 In(z) =0= lnz=0= z =1 que se
x
encuentra en uno de los bordes del intervalo y, por tanto, sélo hay que calcular el drea con

los limites de integracion 1 y e.

1
Fo) :/ In(z) ,_ | t=In(x) = dt = —dz
X dx = zdt

S:|S]_|:§U2

Para dibujar la gréfica de la funcién comprobamos que hay una asintota vertical en = 0:
. In(z) . In(x)
lim =—oc0y lim
z—0+t T z—0~ x

y

no existe.

0<x<5

Max(e,1/¢)

0(0,0) // (1,00 (6,0) y=0
/

/

A= f x=5

Problema 3.8.3 Considere la funcién f(z) =e* ! —z —1
a) Estudiar la continuidad, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Demostrar que la ecuacién f(z) = 0 tiene exactamente dos soluciones entre z = —1 y = = 3.

174



Solucion:

a) @ Continuidad: La funcién es continua por ser suma de funciones continuas, polinomio y

exponencial.

@ Intervalos crecimiento y decrecimiento:

fiz) =

Tl _l=0=¢"l=1l—=2-1=0= =1

(—OO, 1)

(1,00)

f(z)

+

(z)

decreciente

creciente

La funcién es creciente en el intervalo (1,00) y decreciente en el (—oo, 1)
@ Extremos relativos: La funcién tiene un minimo relativo en (1, —2)

’ /

5 =1 /

i 0(0,0) B

Min(1,2)

b) Lo primero que observamos es que el minimo calculado en el apartado anterior es absoluto

3.8.2.

enz = 1.

La funcién es siempre continua y decreciente en (—1,1) Tenemos f(—1) =e 2> 0y f(1) =
—2 < 0, por el teorema de Bolzano J¢; € (—1,1) tal que f(c1) = 0, ademds este punto es
Unico al ser la funcién decreciente en todo el intervalo.

La funcién es siempre continua y creciente en (1,3) Tenemos f(1) = -2 <0y f(3) =e*—4 >
0, por el teorema de Bolzano Jcs € (1,3) tal que f(c2) = 0, ademds este punto es tnico al
ser la funcion creciente en todo el intervalo.

Luego en el intervalo (—1,3) hay dos tnicos puntos ¢; y ¢g tales que f(e¢1) = f(c2) = 0.

Convocatoria Extraordinaria septiembre de 2021

Problema 3.8.4 Se pide:

4
a) Dada la funcién f(x) = — calcular la ecuacién de la recta tangente a y = f(z) en el punto de
x

abscisa = 1. Encuentra también la ecuacién de la recta normal a y = f(z) en este mismo
punto.

b) Haga un esbozo de las gréficas de la curva y = f(z) y de la recta 4z + y = 8, y calcular el

area delimitada para estas dos gréficas, el eje de las abscisas y la recta vertical x = 3.

Solucion:

a) a=1=— b:f(l):4,f’(x):f%:>m:f’(l):fél

La recta tangente: y —b=m(z —a) = y—4=—-4(z —1) = y=—4x +38
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1 1 1 15
a recta normal: y — b ; m(x a) =y 4(33 )=y 4334_ 1

Axy=8\
yLx+15/4

\
@

—————oww) | @0

b) Haciendo una tabla de valores representamos la funcién su tangente y el drea delimitado con
la recta x = 1 y el eje de abscisas:

Hay dos dreas S; entre la funcién y la recta en el intervalo [1,2] y otro Sy entre la funcién y
el eje de abscisas en el intervalo [2, 3]

2
4
51:/ (7+4m—8> dx:41n|x|+2x2—8x]?:41n2—2
1 X

3
4

So= [ () do=amlel)} = 4103~ amn2
2 X

S =S| 4[S2| =4In2—-2+4+4In3 —4In2 = —2+41n3 = 2,3944 u?

Problema 3.8.5 Se pide:

a) En la figura se muestra la grafica de la funcién f(z). Represente
de manera esquemadtica la gréfica de la funcién derivada de f(z).
Explica el razonamiento que ha seguido.

b) Calcular los valores de a y b para que la funcién g(z) = az® +

ba? + 1 tenga un punto de inflexién en z = R su derivada en /

3
este punto sea 5

Solucion:

a) Tenemos un méximo relativo en z = 0 = g(O) f (0) =

Tenemos un minimo relativo en z =1 = g(1) = f’(1) =0
Tenemos g(x) = f'(x) > 0 en el intervalo (—oo,0) U (1,00) y g(z) = f'(z) < 0 en el intervalo
(0,1)

Luego la funcién g(x) = f/(x) tiene dos puntos de corte con el eje de abscisas, es positiva en
el intervalo (—o0,0) U (1,00) y negativa en el (0,1).
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1 1 1
Por otra parte g’ <§> = f" (5) = 0 por ser z = 5 un punto de inflexién de f(z). Es decir,

. . 1 . :
g(x) tiene un extremo relativo en = —, que tiene que ser un minimo local.

Con estos datos se puede dibujar la grafica:
Vo /o

b) g(x) = az® + br* +1 = ¢'(z) = 3az? + 2ba = ¢"(z) = 6az + 2b

, 1>_ 3 3a 3
f(§ STy g thE :{522

f”(%):0:> 30 +2b =0 =3

g(x) =223 — 327 + 1
23

x—2

Problema 3.8.6 Considere la funcién f(z) =

a) Estudiar si tiene puntos criticos y, en caso de que tenga, justifique de qué tipo son. Determine
también cudles son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

b) Compruebe que la ecuacién f(z) = 0 tiene una tnica solucién en el intervalo (—2,1).

Solucién:
gy 22*(x—3) ¢ _
a) f(x)_i(scfQ)z =0= zr=0= 2=3
(_0070) (072) (273) (3?00)
e - - -
f(x) | decreciente \, | decreciente “\, | decreciente | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,2) U (2,3) y creciente en el (3,00). Luego la
funcién presenta un minimo relativo en z = 3 = (3, 27).

b) La funcién f es continua en el intervalo (—2,1)
-8 1
Cumple: f(-2) = = 2>0y f(1) = == —1 < 0. La funcién cambia de signo en

los extremos del intervalo y es continua en él, luego cumple las condiciones del teorema de
Bolzano que asegura 3¢ € (—2, 1) en el que se cumple f(¢) = 0. Como la funcién es decreciente
en todo el intervalo este punto ¢ es dnico y, por tanto, f(z) = 0 tiene una solucién dnica en
el intervalo (—2,1).
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3.9. Comunidad valenciana

3.9.1. Modelo de 2021

3 2 _
Problema 3.9.1 Se da la funcién real h definida por h(z) = v ti ; 5f5 5
x x

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la funcién h Los limites (z) y lim h(z).
r—>

lim A
T—>+00
b) La asintota de la curva y = h(zx).

¢) La primitiva de la funcién h (es decir, / h(zx)dz) y el drea de la superficie encerrada entre
las rectas y =0, x = 1, = 5 y la curva y = h(x).
Solucién:

a) Dom(f) = R, el denominador no se anula nunca.

, B +ai+5z—3 , 3 ;
lim = lim —= lim x=+0
r—>+00 2 +2x+5 z—r+oo T2 r—>+00
o 342?452 -3 3
lim = ——
z—  x242x+5 5

b) Asintotas:

= Verticales: No hay
= Horizontales: No hay

= Oblicuas: y =mx +n

) f(x) , 23+ 2% +5r -3
m= Ilim “—~== lim =
z—too T z—>F00 z3+2x§—|—5x2
, 3 x>+ x4+ 5 —3
n:min-il-oo(f(x) —ma) :min-il-oo ( x2+2x+5 —l‘) -
; 4+ +5r—3—2%—222 -5z , -2 -3
lim = lim ——=-1
z—+o00 24+ 22 +5 z—+oo T2+ 22 +5
y=z—1
P
e
o(a,a)/'/,,»'
i
7
w0
23+ 22+ 52 -3 2+ 2
) @)= — s T g Lueee
5 5 2 5
2x+ 2 T
S = h(z)dx = <—17>d:—— In|z? + 22+ 5| =
/1 (z)dz /1 x +x2+2x+5 r= et n|z° + 2z + 5| 1
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8+1Inb u?~9,61 u?

Problema 3.9.2 Un proyectil estd unido al punto (0,2) por una cuerda eldstica y tensa. El pro-
yectil recorre la curva y = 4 — 2% de extremos (—2,0) y (2,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcién de la variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x,4 — a:2) de
la curva y = 4 — 2° y el punto (0, 2).

b) Los puntos de la curva y = 4—2? amayor distancia absoluta del punto (0,2) para —2 < x < 2.
¢) Los puntos de la curva y = 4—z2 a menor distancia absoluta del punto (0, 2) para —2 < z < 2.

d) El drea de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica, es decir, el drea comprendida
entre las curvas y =4 — a2 ey =2 — || cuando —2 < x < 2.

Solucion:

a) Sean el punto A(0,2) y un punto de la funcién P(x,4 — 2?). LLamamos d(x) = d(AP):

¥y

(-2,00 0(0,0) 2,0

2 _
I ) B S R (|
Vat — 322 +4

2
(—o0,—V6/2) | (=V6/2,0) | (0,v6/2) | (v6/2,00)
d'(x) - + - +

d(z) | decreciente “\, | creciente ' | decreciente “\ | creciente

d(z) =

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —v/6/2) U (0,v/6/2) y creciente en el in-
tervalo (—v6/2,0) U (v/6/2,00). La funcién presenta dos minimos relativo en los puntos
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(_«6 ﬁ) (va Vi

27

-5 T) y tendrfa el méximo relativo en (0, 2).

(e6/2,7/2)

0(0,0)

c) Contestado en el apartado anterior.

d)

0 2 0 2
S = / (4—2*—2—x) dac—i—/ (4—2*—2+4z)dx = / (—a%—z+2) dac—i—/ (—z?+2+2)dx =
_2 0 -2 0

—— = — 42 —— 4+ — 42
3 2+x_+3+2+m

3 x? }0 A r 10 10 20 ,
2 2

0(0,0)

3.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

-1
Problema 3.9.3 Consideramos la funcién f(z) = 72 Obtened:
x(x+2)

a) El dominio y las asintotas de la funcién.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).

c¢) La integral / f(z)dx.

Solucion:
rx—1

fo)=ora

a) Dom(f) = R — {0, —2}, el denominador no se anula nunca.
Asintotas:

@ Verticales:
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e r =20
i z—1 {—1} n
m —=|—| =400
20— 2 + 2 0-
z—1 {—1}
m —— =|—| =—
om0t 22+ 22 Lo+ >

o r=—-2
” r—1 {—3}
im ——=|—| =-
T——2- CC2 + 2x 0+
i r—1 {—3} .
im —=|—| =4
z——2+ 12 + 21 0~
@ Horizontales: y =0
z—1

lim 5 = lim ——/—
z——oco x? 4+ 2x  z—+oo 22 + 21

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

22 —2x—2

b) f/(x):_mz(): r=1+V3

(—00,1—v3) | (1-V3,1+V3) | (1+V3,00)
f'(x) - + -
f(z) | decreciente creciente decreciente \

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —2) U (=2,1 — v/3) U (1 + v/3,00) y creciente
en el intervalo (1 —+/3,0) U (0,1 — v/3). La funcién presenta un minimo relativo en el punto

<1 —V3,1+ ?) y un maximo relativo en el (1 + \/3, 1+ f)
\ y
|
\J
Min(1-N3\3/2+1)
y=0 Mix(1+\3,1-3/2)
*\\ 000,0) /
\ /
|
I
T z—-1 A B A(x+2)+ Bz 1
r(z+2) = x+2  xz(z+2)
x—1=A(x+2)+ Bz
1
-1 . _ r=0=— 1=24— A=~ B
) = e
x(z+2) 3
t=-2= —3=-2B=— B="
r—1  —1/2 3/2
L r(z+2) o z+2 i

—-1/2 3/2 1 3
/(7/-1- / >da::—fln|a:|+fln\x+2|+c
x T+ 2 2 2
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Problema 3.9.4 Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina si-
guiendo una linea recta. El trozo desprendido tiene forma de tridngulo rectdngulo de catetos 32
cm y 40 cm respectivamente. En el espejo roto recortamos una pieza rectangular R, uno de cuyos
vértices es el punto (x,y) (véase la figura)

80

40 (z,y)

|
!/‘

—
32

a) Hallad el drea de la pieza rectangular obtenida como funcién de z, cuando 0 < z < 32.
b) Calculad las dimensiones que tendrd R para que su drea sea maxima.
c¢) Calculad el valor de dicha drea méxima.

Solucion:
32— 32 B 5(32 —x)

a) Por el teorema de Tales, por la semejanza de tridngulos

2 —
—5x2 + 240z + 12800

4
-5 120
b) 5’(@:%:0: v =2
S"(z) = -5 = S"(24) = 7; < 0= z =24 es un maximo relativo.
. . a ) 5(32 —24)
Las dimensiones del rectangulo R seran 80 —24 = 56 cm de base y 80 —y = 80— — =

80 — 10 = 70 cm de alto

—5-242 4240 - 24 + 12800

1 = 3920 cm?.

c) El drea del rectdngulo R es S(24) =

3.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 3.9.5 Dada la funcién f(x) = zet ™" calculad:
a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.

b) Las asintotas y la gréfica de f.

c¢) La integral / f(z)dz.
Solucién:

a) @ Dom(f)=R
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o f(x)=(1- 2172)6171:2 =0= z = :I:g
(%) |Cr2) | (5)
—00, =~ T T 0 o - X
2 22 2
f(@) - + -
f(z) | decreciente \, | creciente / | decreciente \

La funcién es decreciente en el intervalo (oo,

V2 V2

2
tervalo [ ——,

22

(=0,7071; —1,1658) y un méximo relativo en el (,

b) @ Asintotas:

e Verticales: No hay
e Horizontales: y =0

) . La funcién presenta un minimo relativo en el punto

V2

2

V2

20

)U( )ycreciente en el in-
V2 Vo)
2 2 )
V2 V2e

2

> ) = (0,7071;1, 1658).

., 2 ex —o07 1’ ,
Iim ze! ™ = lim = = {—} = lim =0
T——00 z——o0 % 00 z——0c0 2xe®
1/ 1—22 . 1 11—z __
im ze = lim ze =0= y=0
r—r — 00 Tr—>r00

e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

@ Representacion grafica:

Mix(0,7071;1,1658)

Min(-0,7071;-1,1658)

t=1-22 :>dt

00,0)

—2xdx

c) /arjel_””2 dx =
/ . dt 1

—2r

S

1
26 +C——

dr =
/ etdt =

Problema 3.9.6 Queremos disenar un campo de juego de modo que la parte central sea rectan-
gular, y las partes laterales sean semicircunferencias hacia fuera. La superficie del campo mide
4 4+ m metros cuadrados. Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal y como se observa
en la figura. Se pide:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcién de la altura y del rectdngulo.

b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima.
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Solucién:
2 2 16 + dm — 7y
a) S:W(g) +ry=4+17— ;cy:4+7rf7r(g) = x:u
2 2 4y
16 4 47 — 7y
L(z,y) =7y + 2z 4+ 2y = L(y):ﬂy+Ty+2y2
16 + 471 — my?
L(y) = (n+2)y + T
Y
—dmy? — 2(16 + 4 — my?
b) L'(y) = (n+2) + —~ (4y2 momy)
271y? + 16 + 47 — 7y? y? + 16 + 47
o2y + 4y? —my? — 16 — 4w wy? +4y* — 16 —4Anw
2y? ; 2y a
4)y? —4(4 4)(y* -4
(r+ A2 = At m) _ (r -
292 242
Y -4=0= y==+2
La solucién negativa no es relevante.
(0,2) (2,00)
L'(y) - +
L(y) | decrece | crece

La funcién decrece en el intervalo (0,2) y crece en el intervalo (2,00), por tanto, tiene un
. 16 + 47 — 4m
minimoeny=2—= r=———7——=2

Las medidas del rectangulo son 2 m de ancho, 2 m de largo y 1 m el radio de las circunferencias.

3.10. Extremadura

3.10.1. Modelo de 2021

Inx

Problema 3.10.1 Estudiar los extremos relativos de la funcién f(zx) = — para = > 0.
x
Solucién:
Dom(f) = (0,00)
1-1
f(a)= x2nw20:> x=e.
(0,¢) (¢,0)
f'(=) + -
f(x) | creciente | decreciente “\
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La funcién crece en el intervalo (0,e) y decrece en (e, 00). Tiene un maximo relativo en (e, 1/e) y

no hay minimos relativos

Max(e,1/0)

0(0,0)

Problema 3.10.2 Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la siguiente funcién f(x)
sea derivable en el punto x = 1.

ar’+b si x<1

flw) = { e sz >1

Solucion:
@ Continuidad en z = 1:
lm f(zr)= lim (az®*+b)=a+b, lim f(z)= lim e *=1
rz— 1 rz—1— z— 1t r— 1t

Para que sea continua a + b = 1.

@ Derivabilidad:

, i 2 si <1
f(x)—{ —e!™" s o >1
Para que sea derivable en z = 1 es f/(17) = f/(11) = 2a = -1
[t{a—&—b:l {a:—l/Q
2a = -1 b=23/2
Problema 3.10.3 Calcular la primitiva F(z) de la funcién f(z) = (2z —3)e*” que cumpla F(0) =
0.
Solucién:

u=2r—3—=— du=2dx

1
_ 2z - 2
F(:L'):/(Qx_?))edem: dv=ce dajﬁv_ie _

/udv:uv—/vdu

20 — 2z oQr — 2x 2x
(35 23)6 f/GQIdIE:(z 23)6 7%:(1772)62134»0

FO)=0= 2+C=0= C=2= F(z)=(z—2)e** -2
Problema 3.10.4 Dadas las funciones f(z) = —2x — 4 y g(z) = —2° + 4. Calcular el drea de la
regién limitada por sus graficas.
Solucién:
f@)=g(z) = —20-4=-2+4= 2" -20-8=0= 2=-2yz =4
4 4 23 4
51:/ (f(m)—g(m))dx:/ (x2—2x—8)dm:§—x2—8m = —36

_2 -2 -2
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S =|S1| = 36 u?
T
\\
e o
//l-f'&/ \ 0,1)
// \ (412
/ \\ S
// \\ \\\‘
\ T
7
/ \
/ \
3.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.10.5 Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relati-

vos y puntos de inflexién de la funcién f(z) = e~

Solucion:
= Dom(f) =R

= Asintotas:

e Verticales: No hay

e Horizontales: y

12
=0
z. z. —_ 2 z.
lim f(z)= lim ™ = lim — =
T——00 T——00 rz——o0 et
.
lim f(z)= lim e ® = lim — =
T—+00 z—+00 z—+oo e

e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

» Monotonia: f'(z) = —2pe™" =0 = 2 =0.
(—00,0) (0, 0)
f(z) + -
f(x) | creciente | decreciente “\

La funcién crece en el intervalo (—oo,0) y decrece en (0,00). Tiene

(0,1) y no hay minimos relativos.

« Curvatura: f"(z) = (2% —2)e ™ =0 = o = +—.

V2

un méximo relativo en

2
V2 V2 V2 V2
ESIEHIED
f() + - +
f(zx) céncava — convexa — | concava —

La funcién es céncava en el intervalo (—oo, —

V2
2

>U<\g§7oo> y convexa en el (—\gé, ﬂ)

2 2
La funcién tiene dos puntos de inflexion: (—\g, 61/2> y (\2[, el/2>
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= Representacién gréfica:

Mix(0,1)
Rl
PI(-0, 707,'0#507[/ \%0, 707;0,607)
-
// 2 \\\

=0 00,0)

Problema 3.10.6 Demostrar que las graficas de las funciones f(z) = 2—2? y g(x) = € se cortan
en al menos 2 puntos. Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga
de longitud menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados
(teoremas) que lo justifiquen.

Solucién:
Sea la funcién continua h(z) = f(x)—g(x) = 2—x* —e®. Los puntos de corte se encuentran cuando
h(z) = 0.
Probamos intervalos, si tomamos [0, 1], intervalo de longitud 1, tenemos h(0) =1 > 0y h(1l) =
1—e <0, por el teorema de Bolzano 3¢y € (0, 1) tal que h(cy) = 0.
Hay que buscar otro intervalo de longitud 1, el [~2,—1], tenemos h(—2) = -2 —¢ 2 < 0y
h(=1) =1—e"! >0, por el teorema de Bolzano 3¢, € (—2, —1) tal que h(cz) = 0.
Luego hay dos puntos de corte entre las funciones f y g y los puntos de corte estéan en los intervalos
(0,1) y (—=2,—1) de longitud menor a igual a 1.

Problema 3.10.7 Calcular la integral racional

/237xdx
e +x—2

Solucion:
- P +r-2=0= =1, o=-2 |
3z A B Alw+2)+B(z—1)
x2+x—2_x—1A(x+2)_B( 332)‘“33—2
3z 1 2
2 = T
L 24+rx—-2 x—-1 z4+2 -

1 2
/ da:—i—/ de=Inlz—1]4+2Inlz+2|+C
z—1 T+ 2

Problema 3.10.8 Sean las funciones f(z) = 22 y g(x) = V/z.

a) Representar la regién plana delimitada por las gréficas de las funciones f(z) y g(z) en el
intervalo [0, 2].

b) Calcular el drea de la regién anterior.

Solucion:
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a) f(:n):\g(x):>x2:\/5y:> z=1yx=0.

(1)

0(0,0)

! ! 1 2’ -2z 17 1
s1= [ (@)~ gta)) do = | <x2x/2>dx3}03

52=/12 (f(ﬂC)—g(ﬂc))dx:/l2 (22 — 2V/?) dz = $3_§$ﬁ}j: 9_;\/5

10 — 4v/2
3

S =|S1| + |Ss| = ~ 1,4477 u?

3.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 3.10.9 Se pide:
a) Estudiar la continuidad de la siguiente funcién f(z) para z # 0 (con a € R):
e —1—az
fa)=0 a2 S? x#0
a si z=0
b) Calcular el valor de a para que la funcién f(z) sea continua en z = 0.
Solucién:

a) Cuando z # 0 la funcién estd compuesta de funciones continuas: exponencial y polinomios.
Ademas el denominador no se anula en R — {0}. Luego f es continua en R — {0}.

b) Continuidad en z = 0:

B et —=1—x [0)rH ., ezfli{O}L' ,e
ilﬂ%)f(z)*ii%T*H Lirg = m

Es decir, lim f(z)= lim f(z)= 1 f0)=a= a= 1
z—0~ 2 2

z—0t

2 _ 2
Problema 3.10.10 Sea la funcién f(z) = 27374
22 —
a) Estudiar las asintotas, monotonia y puntos extremos de la funcién f(x).
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).

Solucion:
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a) @ Dom(f)=R—{£2}

@ Asintotas:

e Verticales:

o Enx =2
i 2 —g? {—2} n
m = =
z—2- 22 —4 0- >
i 2 — 22 {—2}
m = = -0
ro2t+ 22 —4 0t
o Enx = -2
it 2 — 22 {—2}
m = = —
sooz- 22— 4 L0F >
! 2 — 2 {72} n
11m = = 400
z——2+ 12 — 4 0
e Horizontales: y = —1
2 — 22 2 — 2
lim T 91 -1

z——oco 2 — 4 z—otoo 2 — 4

e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

4
@ Monotonia: f'(z) = ﬁ =0= z=0.
(—00,0) (0, 00)
f(@) +
f(z) | decreciente \ | creciente

La funcién decrece en el intervalo (—oo,0) y crece en (0, 00). Tiene un minimo relativo

1
en (0, —§> y no hay maximos relativos.

b) Representacion gréfica:

—— (0,0)
Min(0,-1/2)

\ =2 2 /

Problema 3.10.11 Resolver la integral / In® z d

Solucion:

/ln2xdsc=

2Inz

u=In’r = du= dzx

T
dv=dr— v=2x

/udvzuv—/vdu

:xln2x—2/lnxdx=
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1
uw=Inr — duz;dm
dv=dr= v==x :xlnzx—Z{ajlnx—/dw}z

/udv:uv—/vdu

rln’r —2zxlnz + 22+ C

Problema 3.10.12 Dadas las funciones f(z) = 3z — 2% y g(z) = 2® — 2z, calcular el drea de la
region limitada por sus graficas.

Solucion:

f(@) = g() = 3z —a?

5
=2 2= 20" —5r=0—= szyxzi

x2 3
(@) — g(2)) de = /(533 _ 90?) dy = 57 _ %

|
&
|
—

5/2
5'1:/ (5x—2x2)dx:F(g>—F(O):§
0

24

3.11. Galicia

3.11.1. Modelo de 2021

Problema 3.11.1 Da respuesta a los siguientes apartados:

. B Inz si z€(0,¢ . . .
a) Si f(x) = { wtb si oz (e00) di que relacién debe existir entre a y b para que f sea

continua y que valores deben tener para que f sea derivable.

b) Calcular el drea encerrada entre el eje X, la recta x = 4 y la grifica de

lnz si x€(0,e
f(x):{ g oe0d

- sl z€ (e,00)

Solucion:
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a) Continuidad en x = e

lim f(z)= lm hhz=1

T—> e~ T—> e~
lim f(z)= lim (ax+b)=ae+b
z— et z— et
ae+b=1

Derivabilidad en z = e f'(z) = { z st z€(0¢] f'e)

a si z € (e00)

{ae—i—b:l :>{ a
ae =1 b

b) fz)=0= lnz=0= z=1:

1 1
=y fle)=a= -
e e
a— ae=1

(&
51:/ Inzdr = z(lnz —1)]] =1
1

4 214 2
T x 16 —e
2 /e e T 2 2e

16 — ¢ —e2 42+ 16
S =S|+ |%] =1+

= ~ 2 584 4>
2 2 ) OO% U

(0,0) /(1,0) (4’»0)’ 4,0)
/

/ e x=4

Problema 3.11.2 Da respuesta a los apartados siguientes:

a) De entre todos los tridngulos rectdngulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un
vértice en el origen, otro sobre la pardbola y = 4 — 2%, un cateto sobre el eje X y el otro
paralelo al eje Y, obtén los catetos y la hipotenusa de aquel cuya area es maxima.

b) Enuncia el teorema de Bolzano y Rolle.
Solucién:

a) El cateto b = x el ¢ = f(x) = 4 — 2% y la hipotenusa a = /a2 + b2 = /22 + (4 — 22)2 =
Vat — 722 +16.

b 4 — o2 dr — 23 4 — 322 2
Okl R R N Py N L

2 2
S"(z) = -3z = 5" <\3/§) = 2V3<0= z= % u es un maximo.
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Luego los catetos miden b =

2 2v1
$:1,155u,c=§=2,667uya=$z2,906u

7

PlxA4-x"2)

“lowe b 40

b) Ver teoria.

3.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.11.3 De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos
lados sobre los ejes de coordenadas y un vértice sobre la recta x 4+ 2y = 4 , determine los vértices
del que tiene mayor area.

Solucion:

N Pl =P(e ‘%,‘J

4—zx

4 — 4r — z?
* S@y) =ey— S)=a- —— =~

o S(r)=2—-2=0= 2=2

S"(z) =—-1= S"(2) = -1 < 0= 2z =2 es un méximo relativo e y = — = 1, con un

drea méxima de 2 -1 = 2 u?.
@ Los vértices seran O(0,0), A(2,0), P(2,1) y C(0,1)

2 . <
Problema 3.11.4 Dada la funcién f(x) = { xQ v=1 ST 0 , calcule el drea de la regién
—x*—x—1 si >0
encerrada por la grafica de f y lasrectas y =4 —7Te y = 1.
Solucién:

Hacemos un esbozo de las gréaficas y calculamos los puntos de corte:
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S y=4a-1
x=-1 x=0 x=1 -2

B ds!
L[ 2*-z-1si <0
@ =\ 4221 s z>0

o
A
P
P

= De f con y =1 tenemos:

?—r—-1=1= 22 —2-2=0= z=—1y 2z =2 (no vélida por no estar en la rama)

—2?2—2—-1=1= 22+ 2+ 2 = 0 no tiene solucién y, por tanto, no hay punto de corte.

» De fceconlarectay =42 —7: 2> —x — 1 =42 — 7 = 2? — 52 + 6 = 0 no tiene solucién y,

por tanto, no hay punto de corte.

2l —r—1l=4dr-T= 2’452 -6=0—==—=cz=1yxz=—6 (no vélida por no estar

en la rama)

» Delasrectas y=4doe —Tey=1=—= 4o -T=1= =2

0 0 3 2 0
,91:/ (:chxflfl)dx:/ (z27x72)dx:x—fx—72m} S
—1 ~1 3 2 —1

1 1 3 2 1
ng/(—xQ—x—l—l)dx:/(—xQ—x—Q)dajz—x——x——%c} -
0 0 32 0

2 2
53:/ (4x—7—1)dm:/ <4x_8)d$:2$2—81’]i:—2
1 1

717
S:|Sl‘+|52|+|53|:6+€+2:6“2

Al resolver el problema no he tenido en cuenta la posicién de las gréficas. A la vista de la grafica
se observa que la recta y = 1 estd por encima de las otras. Si tomésemos 1 — (2? —z — 1) la integral
saldria positiva. Si se toman valores absolutos se corrige este detalle y, de esta manera, no hay que
analizar sus posiciones.

3.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 3.11.5 Se pide:

a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Obtenga los valores de a, b y ¢ que hacen que f(z) = az® + bz* — 3z + ¢ cumpla f(0) =1y
tenga extremos relativos en x = +1. Decir luego si los extremos son maximos o minimos.

Solucion:
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a) Teorema de Bolzano:
Sea f: R — R continua en el intervalo [a,b] C R que cumple:
signo(f(a)) #signo(f(b)). Entonces ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

b) f(z) = az® +ba® — 3z +c = f'(z) = 3ax® + 2bx — 3

f )zlﬁczl a=1
f(1)=0=3a+20—3=0 =( b=0 =
fl(—1)=0:>3a—2b—3=0 c=1

flx)=2%-32+1

fl(x)=32> -3=0= z=+1
1 7 .
neoN f"(1) =6 > 0= z =1 Minimo
filw) = b6v = { F"(~1) = —6 < 0 = 2 = 1 Méximo

¥y

Mix(-1,3)

(0,0)

Min(1,-1)

Problema 3.11.6 Se pide:
a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Calcule el drea de la regién encerrada por las gréficas de
-2z si <0

fay=r+6yg={ 2% % 150

Solucion:

a) Teorema de Rolle:
Sea f: R — R continua en el intervalo [a,b] C R y derivable en (a,b) que cumple f(a) =
f(b). Entonces Jc € (a,b) tal que f'(c) = 0.

b) Hacemos un esbozo de las gréificas y calculamos los puntos de corte:

7

Enlaramar <0— 2 +6= 20— z=-2

2

Enlaramaz >0 = z+4+6=2—= 2?—2-6=0—= x =3y x = —2(no vélida por
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estar fuera de la rama)
0 0 942 0
si= [ () —g)ds= [ @reoyae= 2 vos] =
2 _9 _9
3 3 3 2 3 2
So= [ g e = [ (e +arodo= T+ T ve] =7
0 0 3 2 0 2
27 39 o

S=|S1|+|Sg :6+?—?u

3.12. Islas Baleares

3.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021
1

Problema 3.12.1 Dada la funcién f(z) = —
x

a) Representarla gréficamente.

)
b) Comprobar que f(2) = f(—2).
c¢) Comprobar que no existe ¢ € [—2,2] tal que f’(c) = 0.
d) jHay una contradiccién con la conclusién del teorema de Rolle?
Solucién:

a) Para representar la grafica tenemos que Dom(f) = R — {0}, no tiene puntos de corte con los

ejes, es PAR f(—x) = i = —; = f(z) simétrica respecto al eje OY, es siempre positiva
-z x
f(z) > 0, tiene una asintota vertical en x = 0, una horizontal en y = 0 y no tiene extremos

F() == #0.

@ Asintotas verticales: © = —3

@ Asintotas oblicuas: No hay por haber horizontales

Con estos datos:

=0 0(0,0)
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b) f(-2) = = — = f(2) como era de esperar, ya que la funcién es PAR.

4
c) fl(x) = 3 #0 Vz € R— {0}y, por tanto, no existe ¢ € [—2,2] tal que f'(c) =0

La funcidn es creciente en el intervalo (—oo, 0) ya que en ese intervalo la derivada es positiva.
La funcién es decreciente en el intervalo (0, 00) ya que en ese intervalo la derivada es negativa.
En el intervalo [—2, 2] serd creciente en (—2,0) y decreciente en (0, 2).

d) Para poder aplicar el teorema de Rolle la funcién debe de ser continua en [—2,2] (que no
lo es en x = 0) y derivable (—2,2) (que no lo es en & = 0) Luego NO HAY contradicciones
aunque cumpla f(—2) = f(2). Ese s6lo dato no aporta todas las condiciones necesarias del
teorema.

Problema 3.12.2 Dada la funcién f(x) = 4_7362
—x

a) Calcula la primitiva de f(z)

b) Calcula el drea limitada por la grafica de f(z), las rectas © = V5, £ = V6 y el eje X.

Solucion:

— 1 —2 1

b) — 5 =0= z=0¢ [V5 V0]

4 — x2 )
VB 6
— 1 In2
Slz/ %dx:fln\4—m2|} = e
v i—a 2 s 2
In 9
S =151 = > ~ 0,3465735902 u
a=\5 x=\6
Ny
0(0,0) - \\\\\\
i
N
\

3.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 3.12.3 Considera la funcién f: R — R definida por

s _ 1 )
flz) = . si z#0
b si =0

a) Estudia la continuidad de la funcién en los puntos xo # 0.
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b) Calcula la relacién que debe haber entre a y b para que f sea una funcién continua en el

punto xo = 0.
¢) Si para los valores de a = 2y b =1, f es una funcién derivable en el punto x = 0, calcula

f(0).
Solucion:

a) La funcién f es composicién de funciones continuas y el denominador no se anula en las

ramas z # 0, luego es continua en R — {0}.

ax

e =1 [0 pwm,, ae*™ a
o) dim = (g a5 =5
Para que sea continua:
e’ —1 e —1 a a
R R T et S AL 2 ¢
621_1 )
c) Sia=2yb=1 f(z) = 2% si. 2#0 , la funcién es continua ya que cumple
1 si =0
a—2b=0. o
h+0) — £(0) e =1l_1 e —1-2h  [0)pm, 2e*h—2
() = 1i —f( = lfm -2~ —fjm ———— = — || fm = —
fla) = lim, h B0 h hoo  2h2 noo 4k
, 2h
m LH o 2670
0 h—0 4

Problema 3.12.4 El ntimero de individuos de una poblaciéon en un determinado instante de
tiempo, t, expresado en millones de individuos, viene dado por la funcién

15447

)= —"s

(t+1)2
donde la variable real ¢ > 0 mide el nimero de anos transcurridos desde el 1 de enero del afio 2000.

a) Calcula la poblacién que habfa el 1 de enero del ano 2000.

b) Prueba de que el nimero de individuos de la poblacién alcanza un minimo. Qué ano se
alcanza este minimo? jCudntos de individuos habra el afio del minimo?

¢) Calcular el tamatio de la poblacién, esto es el nimero de individuos, que habra a largo plazo.

Solucion:

a) P(0) = 15 millones de individuos.

2(t—1
b) P'(t) = ((t+ 1)‘? =0=1t=15
(—o0,—1) (—1,15) (15,00)
1Z0) + = +
P(t) | creciente | decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1)U(15, 00) y decreciente en el (—1, 15). Presenta

.. . 15
un minimo relativo en el punto | 15, 7

1
El minimo de poblacién se da el 1 de enero de 2015 con 1—3 millones de individuos.
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c) A largo plazo t — oo:
15 + t2 . 15 + t2 00 .2
m —— = 1m7:[ }—hm—:l
totoo (t+1)2  to+oot2+2t41

o0 B t—+oo t2
A largo plazo la poblacién tiende a estabilizarse en 1 millén de individuos.
[

Min(15,15/16)

=1

000,00

3.13. Islas Canarias

3.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

CL.’,UQ -

Problema 3.13.1 Dada la funcién f(z) = ;

reales.

, donde a y b son dos pardmetros con valores

a) Calcular el valor de los pardmetros a y b que verifican f(—2) =2y que f(z) sea continua en
R — {5}. Escribir la funcién resultante f(x) y calcular su derivada f'(z).

b) Hallar las ecuaciones de las asintotas de la funcién f(z) si los pardmetros toman los valores
a=—-1yb=-3.

Solucion:

4a — 2
a) f(—2) = ;+2 =2= 4a—-2=2b+4= 2a—b=3. f(x) continuaen R — {5} = f(x)
no es continnaen x =5=— b—5=0= b=>5y, por tanto, 2a —5 =3 = a = 4.
4a? — 2 , 2(22% — 20z + 1
= —— - —
@) =5 = ') -~

—z2 -2 2?42

b) Sia=-1yb=-3= f(z) = —— " 302

. Calculamos sus asintotas:

@ Verticales: x = —3

L z2 42 11 L x? 42 11
lim =|—| = —ox; lim =

z——-3- 3+ () z—-3+ 34+ OT‘} = oo

@ Horizontales: No hay ya que

3 x2+2 , 2 +2
lim = —o0; lim = 400
r——00 3+ r—+o00 3+
@ Oblicuas: y = mx +n
2
2
m= tim 28 g T2
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2% +2 2 -3z
= 1, — — 1 ( - )_ 1, __3
=t U mmn = Jin 5oy —7) =i
y=x-—3
| —
i
\ T
x=3 \\ /4/’4,/"
\ //

Problema 3.13.2 Se desea construir una caja sin tapa superior. Para ello, se usa una lamina de
cartén de 15 cm de ancho por 24 cm de largo, dobldndola convenientemente después de recortar
un cuadrado de iguales dimensiones en cada una de sus esquinas.

Se determina como requisito que la caja a construir contenga el mayor volumen posible. Indicar
cudles son las dimensiones de la caja y su volumen maximo.

Solucion:

24 em
=

V(z) = (15 — 22)(24 — 22)x = 42® — 782% + 360

V/(z) = 1222 — 1562 + 360 =0 = =3, = =10

V"(3) = =84 < 0 = z = 3 es un maximo

1" _ - e
Vi(z) = 24z — 156 = { V”(10) = 84 > 0 = 2 = 10 es un minimo

El volumen es méximo cuando el cuadrado que se recorta mide 3 cm de lado, por lo que las
dimensiones de la caja son 9 cm de ancho por 18 cm de largo y 3 cm de alto.
El volumen méximo serd V(3) = 486 cm?.

3.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021
22 +a
Problema 3.13.3 Dada la funcién f(z) = 2r —4

1022 +24+b si >0
Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la funcién f(x) sea continua y derivable en
R. Dar las expresiones de la funcién f(z) y de su derivada f’(x).
Solucién:

si <0

@ Continuidad en R — {0}: La funcién es composicién de funciones continuas (polindmicas) El
denominador no se anula en la rama < 0 y en la otra rama no hay denominador, luego la
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funcién es continua en R — {0}.
Continuidad en z = 0:

a
70) =5
22 +a a
If — I - ¢
R A T
If = lim (10 b)=">
g @) = i (07 kot b =b
lim f(z)= lim f(z)=f(0)= ——=b= a+4b=0
z—0~ z—0+t 4

22 —4dx—a

* fllz)=4 2@-2)?
20z +1 si x>0
Derivable en R—{0}: La funcién es composicién de funciones continuas y derivables (polinémi-
cas) El denominador no se anula en la rama x < 0 y en la otra rama no hay denominador,
luego la funcién es continua y derivable en R — {0}.
Derivable en x = 0:

si <0

FO)=-5y [0 =170)=f(0") = -Z=1—a=-8
@ f continua y derivable en R:
{a—|—4b:O :{a:—S
a= -8 b=2
22 -8 2?2 —4x+8

; < - 4 <0

w f@)={ -4 "0 ypw={ p-2z % =

1022 4+2+2 si >0 20x + 1 si x>0

Problema 3.13.4 Dadas las funciones: f(z) = z? — 4z, g(z) = 4 — 4«
a) Esbozar el grifico del recinto limitado por las funciones f(z) y g(z).
b) Determinar el drea del recinto limitado por las funciones f(x) y g(z).
Solucién:

a) Calculamos los puntos de corte de las dos graficas: f(z) = g(z) = 2% — 4z = 4 — 4o —
P —4=0= z =142

Haciendo una tabla de valores:
N ; /

b) S = |S1| donde:

2 2 1'3
51:/_2(f(x)—g(x))dx:/_Q(x2—4)da:: L _2=—332
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3.14. La Rioja

3.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.14.1 Sea la funcién f(z) = zel/"’
Determinar el dominio y las asintotas verticales, horizontales y oblicuas cuando existan.

Solucion:
@ Dom(f) =R —{0}
@ Asgsintotas:

e Verticales: x =0
3
lim ze'/* =0-e > =0-0=0

z—0~
5 1/I3 ’ _3el/w3
lim ze/*" = [0 (+00)] = lim —— = {@} LH oy — e
z—0+ a—0t 1/x 00 z—0+t —1/x?
3el/a” 3etee
lim = {7} = +00
0+ 22 0+ 7
e Horizontales: No hay.
lim  xe/*” = —o0; lim zet/* = oo
T——00 r—+00
e Oblicuas: y =mx +n
1/z®
T xe
m= tim 18 _ i = lim V% =1
r—o00 I T—00 x T—00

n= lim (f(z) —mz) = lim (xel/"”3 - x) = lim =z (el/"’”s - 1) =

T—r00 Tr—r00 Tr—r00
eV 1 [0l ., 3eV® 3
[oo.O]_wlgr;o s =15 —Ilgrolo = _g_o
y=x
: \\ A/,¢‘f”'”///’/,”//

Problema 3.14.2 Sea f una funcién continua cuya derivada viene dada de la siguiente manera:

N Jx+1l o sioz<0
f(x)—{ e’ si >0
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Hallar la expresion de la funcién f y las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f en el
punto x = 0.

Solucion: )

Siz< 0= f(x /l’+1 :%+1’+Cl

Siz>0= f(x /exdx—e + Cy

x? .
f({,C): ?—FJ?—FCH si <0

e’ + Oy si >0

2
Como f tiene que ser continua: lim (% +x+01) =(C) = hI(I)l e*+Cy=14+Cy = f es
z—0~ T—
continua si C7 =1+ Cy
2
flz) = ?-‘1-.’1}4—1-1-02 si x<0

e® + Cqy si x>0

Comprobamos la derivabilidad en 2 = 0, tenemos f/(07) =1 = f’(07) = f es derivable en x = 0
yesm = f'(0) = 1. Por otro lado b = f(0) = 1+ Cs.

y—f0)=mz—-0=—= y—-1-Cr=r=y=2+14+4C = y=a+C

3
Problema 3.14.3 Calcular el drea del recinto limitado por la funcién f(x) = ﬁ, el eje OX
y lasrectasx =0y x = 5.
Solucién: _
©43 _ A, B _A@+2)+B
(x+2)2 z+2 (x+2)2  (z+2)2
v 13 r+3=A(x+2)+B
(z+2) r=-3=—0=-A+B=— A=B=1 T
x+3 1 + 1
(x+2)2 z+2 (z+2)? i

1 1
———dr =1 2|l ———+C
/(x+2)2 z=1n|x + 2| +2+
Calculamos los puntos de corte de f(x) con el eje de abscisas f(r) =0= 24+3=0= = -3
y la funcién no corta este eje en el intervalo [0, 5].

51/05 %dz:F(@—F(O): (ln7f%)f(ln27%) _

7 5
— ~1,61
2(3)+ 53

7 5
— 1S = (L) + 2 ~1,61
|S1] n(2>+14 61 u?
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= S 0(0,0) 5.0

3.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

72

Problema 3.14.4 Sea la funcién f(z) = T
—e
Determinar el dominio, extremos relativos y las asintotas verticales, horizontales y oblicuas cuando

existan.
Solucion:

&« 2 "=0—¢€e"=2=— —zlne=In2=— v=-1n2—
Dom(f) =R — {—1n2}

@ Asintotas:

e Verticales: x = —1In2

z—(—1n2)— 2—e 7" 0- -
x? {(f In 2)2} n
= = 400
z—(—In2)+ 2 — e~ 7 0t
e Horizontales:
. z? oo | e |, 2x —ool ' o,
lim =|—1| = lim —:[—} = lim =
z——00 2 — e % —00 z——00 e~ % 00 z——00 —e T
2
00
2
lim x = {@} = +00 = no hay
z—+oo 2 —e T 2
e Oblicuas:
Cuando x — —oo no hay por haber horizontales.
Cuando x — c0: y =mx +n
. f(x) . z? 0ol L/H |, 2x
m= lim —* = lim ——— = {—} = lim ———— =
T—o0 I z—o0 20 — xe~ 7 00 z—o0 2 —e T 4 xe T

00
[?} = +00 = no hay

' 1 1
Nota: lim (ze™*) = lim L {f} P i = = {—} =0

o0 x—o0 e¥
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- F(g) — z(4—2e" —ze )
f( ) (27671)2

—4 = 4¢€* = 2 — x no tiene solucidn.

=0=2=0y4-2" -2 =0= —e*(2—2) =

(=00, —1In2) (—1In2,0) (0, 00)
f'(z) - - +
f(z) | decreciente | decreciente \, | creciente *

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,—In2) U (—1n2,0) y creciente en el (0,00).
Presenta un minimo relativo en el punto (0,0).

x=-in2

—_ Min(0,0)

Problema 3.14.5 Sea la funcién
f(z) =coszx

Hallar el area de la superficie encerrada por la recta tangente a la gréfica de f en el punto x = —%,la
0 ™
grafica de f y las rectas © = 4 YT=5
Solucién:
Calculamos la recta tangente:

™

b= f(a) = f(-%) = cos (_Z> :cos(
f(z)=—sine = m = f'(a) = f (,%

Dibujamos el recinto:

(w4N2/2)

= /2,0, (0,0)
= /2,0 i B
B i X2 e SR

T
En el intervalo [_Z’ 5] sélo hay un punto de corte, el de tangencia, entre ambas graficas.

Célculo del area: S = |S1| = ’/ (f(x) —g(x)) dx
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/W ( VZ /2 \/§> I em/2 aveE]™?
Sy = x dr = sinx — — —

L \ TR T T Ty 1 8 2
9\/571'2 3\@77 \/5
— — — + 1~ —1,921779876
64 8 + 2 + ’
S =S| =1,9218 u?
Problema 3.14.6 Calcular los siguientes limites:
1 tan x
i (53)
@) tim 25
4z —1\”*
b) lim < a )
T—00 4x
Solucion:
a)
1 tanx
lim (7) =[] =A==
rz—0t \ T
tanx 1
lim In (—) =InA=— lim tanzIn (—) =In\
z—0+ x2 z—0+ 2
1
lim tanzln (—2) = lim tanz (Inl1 —2lnz) = lim tanz (—2Inz) = -2 lim tanzlnz =
r—0t x z—0t z—0+ z—0t
1 - ' 1
2 lim =¥ = {ﬁ} P9 1im T =
0+ —L 00 0+ 1/cos?x
tan x tan2
1 1 .2
ES = O ’
~2 lim T =9 lim —2 =2 lim = {7 L
rz—0t .12/6% z—0+ ey rz—0t xT 0
9 1im 2sinxcosx —0
z—0t 1
tanx
mA=0= A=¢’"=1= lim <7> =1
z—0t \ X
4z — 1\*
b) lim ( x ) = 1] = &
xTr—r0o0 xr
4r — 1 - 1
A= lim 1:( v —1) — lim x(i) S
z—00 4 T—00 T 4

3.15. Madrid

3.15.1. Modelo de 2021

Problema 3.15.1 Se considera la funcién real de variable real

2
P sio x <1, z+#-1
f(z) =
Inx .
si z>1
rz—1
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a) Estudie la continuidad de f en x = 1.

b) Halle las asintotas de f, si existen.
¢) Determine el valor de zg < 1 que verifica que la recta tangente a la grafica de f en el punto

1
(zo, f(xo)) tiene pendiente —3 Escriba la ecuacién de dicha recta tangente.

Solucion:

o Inx {OJ 1/x
Continuidad =1 I =1, I =|-|= lim ‘-==1 1) =
a) Continuidad en x Jm , dm —— 5 lim = y f(1)

1= f es continua en x = 1 = f continua en R — {—1}.
b) Asintotas:

2
Enlaramax <1= f(x) =

r+1

= Verticales:
Enz=-1:

8
1m = || = —
0-

e——1-xz+1

im 2o 2] =y
1m = | —| =
z—s -1+t x+1 0+ o

= Horizontales: y = 0.
2

1m =
z— —co x + 1

= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

1
En laramaz > 1= f(z) = n:z:l
)
1
= Verticales: No hay, ya que lim nr o 1
z— 1t x — 1
= Horizontales: y = 0.
1 1
i 2 = (2] = 1 Ve _
z—+oox — 1 oo z—>+oo 1
= Oblicuas: No hay por haber horizontales.
2 e <l, ot -1
- si x T # —
(z +1)? T 9
c) fl(x) = .Comozg<1l= fl()=——— =
zlnz—xz+1 (x+1)2
—————— si x>1
x(zx—1)2
2 1
!/
= —-—0 = — —
f'(@o) @12 2
:17% +2x9g—3=0= x9 = -3y x¢ = 1, esta ultima no es valida ya que g < 1.

En zp = -3 = f(-3) = 3il = —1 = (—3,—1) es el punto de tangencia. Luego la
ecuacion de la recta tangente es

1 T
1= —— - __ _
y+ 2(:c+3):>y 5
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x>1

y=x/2-52

Problema 3.15.2 Dada la funcién f(z) = 2% — 42, se pide:
a) Estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Encontrar sus méximos y minimos relativos, y determinar si son o no absolutos.

¢) Hallar el drea de la regién acotada limitada por el eje y = 0 y la grifica de f.
Solucién:

a) f'(z) =62° — 162> =22°(32° ~8) =0 = 2 =0y 2 =+

2v/6
3

(-

3

_Né>

2V/6
(5)

2V/6
%)

2v/6
()

f(x)

+

+

f(z)

decreciente

creciente ' | decreciente \

216 216

3 0)u = —i—oo)7 y decreciente en el inter-

decreciente

La funcién es creciente en el intervalo

21/6 2v/6
valo (—oo, —3) U (O, 3).

. . . . 2v6 (o
b) Tiene un minimos relativos en los puntos de abscisa = :l:i y un maximo en el punto de
abscisa x = 0.
lim =o0y
xr—>00

Tenemos que f es continua en todo R por ser un polinomio y tenemos que
= 00, luego el maximo es relativo. Por el contrario, los minimos si son relativos.

lim

\ Max(0,0)

\_/

s M/
Min(-2V6/3,-256/27) Min(2\6/3,-256/27)

¢) f(z) =% —42* = 2%(2* —4) =0 = x =0y x = +2. Tenemos dos recintos S :
Sz : [0,2] y como la funcién es par estas dos dreas son iguales.

0 7 5
4
51:/ (zlc(i—llaczl)dac:x——i

-2
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29 512
S=2|Sl|:£=§u2

ix(0,0)

Min(-2\6/3,-256/27) Min(2N6/3,-256/27)

3.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 3.15.3 Calcule el area de la regién delimitada por las graficas de las funciones
flx)y=2+x—2° g(z)=22>—4z
Solucion:
fx)=gx)= 2+2x—2>=22" 4o — 32’ +50+2=0= 2 = —%, x=2
2

2
s= [ preosoetomlas [ i
-1/3 —-1/3

? 343 343

3/ ug
-z + —/— +2x = = S=[%]=—u
2 —1y3 S

o4

Problema 3.15.4 Se considera la funcién

sinx si <0
f(x)—{ ze® si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en 2 = 0.
b) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m,2) Demuestre

que existe un punto zg € [0, 1] de manera que f(zg) = 2.

1
c) Calcule f(z)dz.

[SE]
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Solucion:

a) @ Continuidad en z = 0:

lim f(z)= lim sinz =0
r—> 0~ r—> 0~

lim f(z)= lim ze®*=0 = f continua en =0
z—> 0t z—> 0t
f(0)=0

@ Derivabilidad en x = 0:

B cosz  si <0 f(07) =
f(m)_{em(x—kl) si >0 :>{f

b) @ cosz=0=— z= ~ T en el intervalo (=7, 0).
e(xr+1)=0= =z =—-1¢]0,2] Luego:

T T
-7, —— ——= 2
( o 2) ( 2’0) (0.2)
e —— - -
f(z) | decreciente N, | creciente /' | creciente

2 . . m . ™
La funcién es decreciente en el intervalo (—7‘(, —§> y creciente en (—572>7 con un
. . s
minimo relativo en —5 —1).

@ En el intervalo [0,1] es f(x) = ze®. Sea la funcién g(z) = ze® — 2 en este intervalo y
tenemos:
9(0)=—-2<0yg(l) =e—2>0, como g es continua en el intervalo podemos aplicar el
teorema de Bolzano que nos afirma que Jxq € (0,1) tal que g(xg) =0 = xge™ — 2 =
0= z0e™ =2 = f(x9) =2.

g U=z = du=dr y P S
c) /Jje dx—{dvze,;dx:}v:ew}—xe —/e dr = ze® —e® =e%(x — 1)

1 0 1
(:E)dx:/ sinxd;v—i—/ zedr = —cosm](l%—ke$(x—1)]é:—1+1:0
0

i _T
2 2

e |
/

3.15.3. Convocatoria Ordinaria-Coincidente junio de 2021

Problema 3.15.5 Se quiere construir un acuario con forma de paralelepipedo recto, con tapa y
base cuadradas. La tapa es de metacrilato, la base es de un material metalico y las caras verticales,
de cristal. El metacrilato tiene un precio de 15 euros/ m?, el material metalico, de 90 euros/ m?, y
el cristal, de 25 euros/m?.
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a) Exprese la altura del acuario en funcién del lado de la base, x, y del coste total del material
utilizado, C.

b) Con un presupuesto de 1260 euros, jcudl es el volumen méximo del acuario que se puede
construir con estas caracteristicas?

Solucion:

cristal

metilico T metacrilato &

[e1SLD

[eIs10

T T

cristal

C — 10522
a) C = 1522 + 9022 + 4 - 252y = 10522 + 1000y = y = Tx
x
1260 — 10522 1260z — 10523
) Viz,y) :Eﬁgy =>2 Z(w) 100z 100
V'(z) = —% =0= z =2 (el valor z = —2 no es relevante)
63 126
V' (z) = LN V"(2) = ——— < 0 = z = 2 es un méximo.

Luego las dimensiones de los cuadrados son de 2 m de lado y las caras verticales serfan de 2
1260 — 105-4 21

Ho-2 . 12 2-1 23 4
El volumen méximo es V(2) = 60~ 150 0527 8 ~ 16,8 m®.

m por y = m.

Problema 3.15.6 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = ¢/ (z — 2)2.
a) Estudie su continuidad y derivabilidad en [—2,4].
b) Analice crecimiento, decrecimiento, méximos y minimos absolutos de f en [—2,4].

c¢) Determine si la funcién g(x) = f’(z) es continua en x = 2 y si tiene recta tangente en dicho
punto.

Solucion:

a) La funcién es siempre positiva y su dominio es toda la recta real. Se trata de un polinomio

y, la raiz que lo contiene es impar, luego es continua en todo el dominio. El dnico punto a
estudiar seria en z = 2:

h’rgli f(z) = 11’I£l+ f(z) = f(2) =0 = f es continua en [—2,4]

La funcién es derivable en todos los puntos salvo en x = 2 donde lo estudiaremos:

/ _ 2 / = 00 / V= —00
F@) = s = S = 1)

La funcién es derivable en R — {2} en nuestro caso la funcién es derivable en [—2,2) U (2,4].
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b) f'(z) < 0 en el intervalo [—2,2) y, por tanto, decreciente. f'(x) > 0 en el intervalo (2,4] y,
por tanto, creciente. No tiene méaximos relativos.
Comprobamos los valores de la funcién en z = —2 = f(-2)=V16yenz =4 = f(4) =

V/4, luego hay un maximo absoluto en (—2, vV 16) y un minimo relativo y absoluto en (2,0).

¢) La funcién no es derivable en = 2 = no existe recta tangente a f en x = 2.

3.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.15.7 Se pide:

a) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

2(1-2
al lfm S —20) "9 lim 1(3 2 )

z—0x — 222 —sinz z—oox \ x sint
xT

. . 1 .
(Indicacién: use el cambio de variable t = — donde sea necesario).
x

b) Calcule las siguientes integrales:

x 1
b.1 / - dx b.2 / e " dx
z?—1 o
Solucion:
) al li 2% — 228 {0 L'H i 2z — 6z2 {0} r
al a. m ———, = | = = m ————— = | - ==
=0 x — 222 —sinx 0 =01 —4x — cosz 0
i 2—12x 1
m-— = —=
z—0 —4 +sinx 2

1 .

1/3 2 =y_ 2 3tsint — 2

2.2 ﬁm(— . 1): ‘T = tim (31— ) = iy (PERE22
z=oo T \ T sin o 00— t—=0 t—0 sint t—0 sint

3t?sint — 2t m L'H

0 sint 0
. 6tsint + 3t?cost — 2
lim =2
t—0 cost
t=x?-1
b) bl x dor — dt =2zxdx | _ Eﬂ:l 1dt:
. 21 B ﬂ t2rx 2 t

dzx
2z

1 1
§1n|t\+C:§ln|x2—1|+C

u=12>= du=2xdz

x

b.2 / 552671’ dr = dv=e%dr — v = —e" _

/udv:uv—/vdu

u=x—=— du=dx
dv=¢e"der — v=—¢

—z%e " 4 2/ rze Tdxr = =
/udv:uv—/vdu
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—z?e™" 42 {—xe‘x + / e " da:} =-—2e " +2(—ze " —e ") = —e "(2*+ 22 +2)
' 2 —x —x(,.2 1 3

e dr = —e " (2? + 22+ 2)], =2 — - ~0,161
0 €

Problema 3.15.8 Sea la funcién
fa) =a® — |z +2
a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en 2 = 0.

b) Determine los extremos relativos de f(z) en la recta real.

¢) Calcule el drea de la regién delimitada por la gréfica de f, el eje de abcisas y = 0, y las rectas

r=—-1lyx=1.

Solucion:
f(z)i{x3+x+2 sioz<0
Tl -z+2 si x>0

a) @ Continuidad en x = 0:

lim f(z)= lim (2% +2+4+2)=2

z—> 0~ z—> 0~

lim f(zr)= lim (2 -2 +2)=2 = f continua en z =0
z—> 0t z—> 0t
7(0) =

Luego f es continua en R

@ Derivabilidad en x = 0:

oy 32741 si oz <0 )
f(x)_{3x2f1 si x>0 :>{f’(o+):—1

f no es derivable en =0

Luego f es derivable en R — {0}

b) En la rama z < 0 = f’(z) > 0 = no hay extremos en la rama y la funcién es siempre

creciente. En el intervalo (—o0, 0).

3
Enlaramaz >0 = f/(z) =322 -1 =0 = z = i£ la solucién negativa no es

valida por estar fuera de la rama. Para saber qué tipo de extremo es recurrimos a la segunda

3 3
derivada: f"(z) = 6z = f” (\3[) =2V3>0= z= g es un minimo relativo.

En x = 0 la funcién pasa de crecer a decrecer y ademds es continua, por lo que en x = 0 hay

un maximo relativo.

c) Hay dos recintos de integracién [—1,0] y [0, 1]

0 4 2 0

5

51:/ @ +z+2)dr=" 42 +2x} =1
-1

_1 4 2
1 4 2 1
T T 7
2 /O(x r+2)dx 1 2+x0 1
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+ 3 u?

S = [S1] + [Sa| =

ot
ENYIN

3.16. Murcia

3.16.1. Modelo de 2021

Problema 3.16.1 Considere un triangulo isdsceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya
altura es de 5 cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la altura a una distancia x de
la base de manera que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo sea
minima. Observe la figura:

12

a) Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo viene
dada por la expresién f(z) =5 — z + 2/ 22 + 36.

b) Calcule el valor de = para que la suma de las distancias sea minima.

c¢) Calcule dicha cantidad minima.

Solucion:
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a) La funcién suma de distancia de A a los vértices es:

flx) =20 +5 -2 = 5—x+2\/x2+—36 segun se
deduce del dibujo.

2 — vVx2 + 36

b) f'(z) = 0= z=2V3
) == s
3=
(0.2v3) | (2v3.0) 1,
TN T )
f(x) | decreciente N\ | creciente " &
La funcién es decreciente en el intervalo (0,2V/3) y 6 6

creciente en el intervalo (2v/3, o0). La funcién presen-
ta un minimo relativo en el punto (2\/§7 5+6v3) =
(3,46; 15, 39).

¢) f(2v3) =5+6V3 ~1539 cm
Problema 3.16.2 Se pide:

a) Calcule la integral indefinida / z? cosz dx

b) Determine el drea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales z =0y x =, y

la grafica de la funcién f(z) = 22 cos .

Solucién:

9 u=2>= du=2zdr
a) [ z°cosxdr = .
dv = cosxdr = v =sinz

{ u=x = du=dx
dv =sinxdr = v = —cosx
2sinz + C = (22 — 2)sinz + 22 cosx + C

:xZSinx—Q/ rsinzxdr =

} =2%sinz—2 (—x cosx—i—/ cosxdx) = 22 sinz+2z cos x—

m 37
b) La funcién f(z) = #*cosz =0 = =0,z = — y £ = —. Uno de los puntos de corte
de la funcién f con el eje OX se encuentra dentro del intervalo de integracion, luego habra

dos areas a calcular, una S7 en [07 g} y otra Sy en [g,w] Sea F(z) = /w2 cosxdxr =

(2 — 2)sinx + 2z cosz y tenemos:

71'/2
512/ $2COS$d$=F(z>—F(O>:7—2
0

2

Sg/ﬂ/2 x2cosxdx:F(7r)fF(g) :7Z727r+2

2 2 2 A — 8
S:|Sl|+|Sg\:%72+%+2w72zﬂ+z7,22u2
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3.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 3.16.3 En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el

apartado b), aun en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).
Se quiere disenar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior y superior. El material

para las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm? y el material para el resto del cilindro tiene un
coste de 3 euros cada cm? .

a) Si denotamos por x el radio de las tapas y por y la altura de la lata, demuestre que el coste
total del material necesario para construir dicha lata viene dado por 107z? + 67zy

b) Si el volumen de la lata es 907 cm®, determine sus dimensiones (radio y altura) para que el

coste del material sea minimo.

Solucion:

D -

a) El coste de las dos tapas es 222 -5 = 10mz? € y el coste del rectangulo es 2rxy -3 = 6rxy €.

La funcién de coste sera:

c(x,y) = 10m2® + 6ray

b) V(z,y) = mx?y = 907r = 2%y =90 = y = 9—(2) Sustituyendo en la funcién de coste:
T

90  10m(a® 4 54)

= 107m2? + 672 - —;
c(x) mx + 6mx - .

Para la optimizacién derivamos:

 20m(2? - 27)

: =0= 2" =2T= =3

¢ (@) .
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(0,3) (3,00)
c(x) - +
c(x) | decreciente Y\ | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (0,3) y creciente en el intervalo (3,00). La funcién
presenta un minimo relativo en z = 3.

90
Luego el radio de las tapas es de x = 3 cm con una altura y = 9 = 10 cm. El coste del

material serd c¢(3) = 2707 €

Problema 3.16.4 En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.

a) Calcule lim (\/ x2+1-— ac)
T—+00

b) Calcule la integral indefinida / 22 In(z) dz. Determine la primitiva de la funcién f(z) =

2?Inx cuya grafica pasa por el punto de coordenadas (1,0)

Solucion:
) i (VAT 2) = bo—od =t T2 (VT4 e)
a im T —z) =Joo—00| = lim —
T —400 , T—r+00 AV, x2 +1+z
Ii (Vers1) - lim L Ly
im = = =
x— 400 1/$2+1+x xr—r+00 1/x2 _i'_x 0
u=Inr — du—f 231 1
b) F(I)Z/lenxdazz nx_g/Ide:
dv = 2%dx = v——
lnr a8 3z lnx — 23 31na:—
_74,_0:7 =
3 9 9 9

F(l)=0= —§+C:O: C:$=>

@Bz —-1) 1 2*Bhhr-1)+1
Pl)=——g—""5" 9

3.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021
Problema 3.16.5 Dada la funcién f(z) = 2%¢™® definida para todo valor de = € R, se pide:

a) Calcule sus extremos relativos (méximos y minimos) y determine sus intervalos de crecimiento
y decrecimiento.

b) Calcule Igr}rloo f@)y lim f(z)

Tr—r—00

Solucion:

\ Mix(24/e2)
P e

\ e g
ik g

y=0 \Min(0,0)
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a) fl(z)=ze*2—2)=0= 2=0yz=2

(=00,0) (0,2) (2,00)
f (@) - + -

f(z) | decreciente N | creciente /| decreciente \

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00) y creciente en el intervalo (0,2).

. . . . . 4
La funcién presenta un minimo relativo en (0,0) y un méximo relativo es (2, — -
e

Problema 3.16.6 Se pide:

a) Calcule la integral indefinida / x sin(z?) dz utilizando el método de cambio de variable (o

método de sustitucion).

b) Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple / z sin(2?) dr = 1.
0

Solucion:
t =2? = dt = 2zdx
a) /x sin(z?) dz = dt
dr = —
2x

1 1 1
5/ sintdt = —icost—&—C’: —icosxz—i—C

/ . tdt
= [ xsint— =
2z

a

e 1 1 1 1
b) / z sin(x?) dx = —fcosxﬂ = ——cosa®+ ~cos0 = —(1 —cosa®) =1 = 1—cosa® =
o 2 .2 2 2

2= cosa’=—-1= a’=71+2kr keN= a=+Vr+2kr keN.
Como a > 0 la solucién més pequeiia y positiva es a = /7.

3.17. Navarra

3.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

o271 gin m(=+2)
Problema 3.17.1 Sea la funcién f(z) = (z° — 3z + 10)1 2 o

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [1, 3]
3
b) Demuestra que existe o € (1,3) tal que f(a) = 3 Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) En principio es una potencia de base z? — 3z + 10 > 0 Vo € R y por tanto en [1,3]. Al
ser la base positiva la funcién es siempre positiva, el problema se daria cuando se tenga
log0 = —oc0
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. 2 w—1 2 2

2“‘_1SinM:O2 OsinM:O:>M:O:>QU:—20bien
6 6 6

. m(r+2) . :

sin 6 - 7 = x = 4 ninguno de estos dos valores pertenecen al intervalo [1, 3] y, por

tanto, f es continua en el intervalo [1, 3] como composicién de funciones continuas.
b) f(1) =1y f(3) = 2 Como la funcién f es continua en el intervalo [1,3] con f(1) =1y
f(3) =2 por el teorema de los valores intermedios 3o € (1,3) tal f(a) = 3 dado que

f)=1<fla)=5 < f(3) =2

N w

Problema 3.17.2 Calcula las asintotas de esta funcién y estudia la posicién de la curva respecto
a ellas:

23— 4z —1
f@)=—m=3
Solucion:
@ Verticales:
o r=2
» 23 —4dx —1 {—1} n ” 23 —4dx —1 {—1}
m ———=|—|=400; llm ————=|—| = -
T2~ 2 —4 0— ’ r—2t 2 —14 0+
o xr=-—2

ot —dx—1 -1 ot —dxr—1 -1
lim — s = |5 | = T Im ——=|—| =4+
T——2" % —4

@ Horizontales: No hay

T x3—4x—17 ! 23 —dr—1
zﬁuzloo 2 —4 =% zlanc}o 2 —14 =too
@ (Oblicuas: y = mz +n
3 4x—1
m= lim L8 gy T AL
r—0o I ro00 3 — 4x
, , 3 —dr —1
n:mll)rr;o(f(x)—mx)—mlgrolo< o) —x)—O:>y—x

Para x = 20 = f(20) = 19,997 = f estd por debajo de y = x.
Para x = —20 = f(—20) = —20,0025 = f estd por debajo de y = x.
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5x —2 —xsin BF
Probl 3.17.3 Sea la funcié =1 z
roblema ea la funcién f(z) =1In 21256

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [1, 3].

~ 3In2

b) Demuestra que existe a € (1,3) tal que f'(«) . Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)

utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) La funcién es un logaritmo y para que tenga sentido la expresién que abarca tiene que ser
positiva.
El denominador: 22 — 4z + 6 = 0 = no tiene solucién y x? — 4z 4+ 6 > 0.
El numerador: g(z) = 5z — 2 — zsin %:c =0= g(1) =2, g(2) =8y g(3) = 16 es siempre
positivo y no se anula.
S5r — 2 — xsin 7F

2?2 —4x 46
de funciones continuas.

Luego > 0 en el intervalo [1, 3] y la funcién es continua como composicién

b) Tenemos f(z) =In [53: —2 —zsin %] —In(2? — 42 + 6) =

f,(m):'g')—sin’;—”—%cos”—;_ 2x — 4
5z — 2 — wsin TF 22 —4x +6
La funcién es continua en [1, 3] y derivable en (1, 3), por el teorema del valor medio Jo € (1, 3)
tal que
, fB)—f(1) Il6—In3—(In2—-1In3) 3ln2
o) ==—1—= 2 B

Problema 3.17.4 Calcula los valores de las abscisas a y b que aparecen en el gréafico, y, después,

comprueba que las areas de las dos regiones sombreadas son iguales:
;
\

=iny -

(0:2)

(0,1)

Soluciéagl:
fla)==—=gla)=lna=1= a=e
a

g(b) =Inb=2= b=é
G(x):/(g(x)—1)dx:/(lnm—1)dx:/lnxdz—xz
u=Inr — du:ldx
T
dv=dr— v=u=x :xlnz—/dxf:v:zlnzf%:JrCl

/udv:uv—/vdu

2

S1 = /e (g(z) —1)dr = G(e*) —G(e) =0 — (—e) = e
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e

F(x) :/ de =elnz + Cy

52:/ f(z)dr =F(e?) — F(e) =2e—(e) = ¢
Luego fS‘l = 5s.

3.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 3.17.5 Calcula los siguientes limites:
i NZ3
im
z—+00 /313 + 222 — /323

lim xsin —
Tr—r0o0 €T

Solucién:
@& |im vV =
z=+oo /3x3 4+ 222 — /323
lim Ve (V33 4 222 + /3x3) -
w=+o0 (/323 4+ 222 — V/323) (V323 + 222 + V/313)
V3x4 4 223 4+ /34 I V3zt 4223 + V32t

lim =
r—400 (1 /33 + 21‘2)2 _ (, /3x3)2
00 i 324 4+ V3z4 o 22%V3
(2] -y Y VAT _
x

1m
T—+00 222

lim

o0 r—+00 2 zotoo 22
: -1
o1 sin = 0] —) cos —
@ lim zsin— = [o0-0] = lim —% = |-| = lim (””71”5:
T—00 €T xTr—00 = O xT—00 ;2
x

1
lim cos— =1
Tr—r o0 xr

77(334—|— 1) 4ot

Problema 3.17.6 Sea considera la funcién f(z) = log, {sin

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [6, 7]

b) Demuestra que existe a € (6,7) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:
+1
me+l)

a) la funcién es composicién de funciones continuas, habra que comprobar que g(x) = sin 1

27" > 0 en el intervalo [6,7].

m(x+1) <1

Tenemos 272 > 0 y —1 <sin

Vamos a acotar 277~ en [6,7):

1 r—5

<

2= 2
1 z—5

matl) e

60<z<7T—6-5<zx-5<T7T-5—

Acotamos g(z) (sumando): —1 + 23 < sin <3

m(x+1)

1 +2%2° > 0 en el intervalo [6,7] y, por tanto, continua

Como —1 4+ 22 > (0 —> sin
en [6,7].
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b) El teorema de Bolzano: Sea f : R — R una funcién continua en el intervalo [a, b] y cambia de
signo en los extremos del intervalo, signo(f(a)) #signo(f(b)). Entonces Ja € (a,b) tal que

fla) = 0.
2 1 1
Tenemos f(6) = log, g = §log22 —logy2 = —5 < Oy f(7) =logy2=1>0

Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano por lo que 3o € (6,7) tal que f(a) = 0.

Problema 3.17.7 Se considera la funcién f(r) = {/x + sin ?

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [1, 3].

b) Demuestra que existen dos valores a € (1,2) y 8 € (2,3) tal que f'(a) = f'(8) = 0. Enuncia
el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

T
a) Se trata de composicién de funciones continuas, habréd que ver g(z) = x + sin o> >0enel

intervalo [1, 3].

1<z<3y —1§sin%$§1:> O§z+sinl2$§4

Luego z + sin % > 0= f(x) es continua en el intervalo [1, 3].

b) Teorema de Rolle: Sea f : R — R continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo
(a,b) que cumple f(a) = f(b). Entonces Ja € (a,b) tal que f'(a) =0
La funcién es derivable en (1, 3) y su derivada es:

1+£ mx
2) = 1)z +sin L2 — f(z) = 2 0% 2
2

2/z +sin iF
Se cumplen las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [1,2] ya que f(1) = f(2) =
V2 = Ja € (1,2) tal que f'(e) = 0.
Se cumplen las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [2,3] ya que f(2) = f(3) =
V2 = Ja € (2,3) tal que f/(8) = 0.
Luego f'(a) = f'(8) =0

Problema 3.17.8 Teniendo en cuenta los datos que aparecen en el siguiente grafico, calcula el
area de la regiéon sombreada.

Solucién:

f(z) = —2% — 4a
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@ La funcién corta al eje de abscisas en —2 —42 =0= z =0y 2 = —4 = (0,0) y (—4,0)

@ Hacemos f(z) =3 = —2? —4dr=3= 2°+42+3=0= 2= -3yr=-1= la
recta corta a la curva en los puntos A(—4,0) y B(—1, 3) la ecuacién de la recta que pasa por
estos puntos es

== y=x+4

@ =AB=301,1) . x4y
"1 P.= A(—4,0) 1 1

@ Los limites de integracion son de x = —4 a x = —1

-1
- 5= (5= ‘/ (f(2) - g(x)) da

3.18. Pais Vasco

3.18.1. Modelo de 2020

Problema 3.18.1 Dada la funcién f(z) = 2® + 64 y el punto exterior a su grafica P(6,0), encon-
trar la recta o rectas tangentes a f que pasen por P.

Solucién:
Lo primero que tenemos que encontrar son los puntos de la funcién en los que su tangente pasa
por el punto exterior P(6,0). Sea (a, f(a)) = (a,a® 4 64) el punto de tangencia que buscamos, si la
a® + 64
a0 —
parte calculamos la pediente con la derivada de la funcién f'(z) = 22 = m = f'(a) = 2a. Luego

. Por otra

recta tangente tiene que pasar por P(6,0) la pendiente de esta recta serd: m =

a? + 64
a—06

=20=a’-120—-64=0= a=—4, a=16

Py(—4,80), P»(16,320)

La tangente en P;(—4,80) tiene de pendiente m; = -8 = y — 80 = —8(x + 4).
La tangente en P;(16,320) tiene de pendiente m; = 32 = y — 320 = 32(x — 16).
. \\\ /// ///"’-/,/720=32(x-1 6)
O 5 X—{?T\i?(x+4) \\ // g

b . \\ 16,320)
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Problema 3.18.2 Calcula / re~ 4 dx, explicando el proceso utilizado para dicho calculo.

Solucion:

. u=xr=— du=dx re—dz .
- ajd = 1 = — —_ - a:d =
/ ve v dv=e ¥dr = v = —16_496 4 + 4 / € v

ze~dT o742 Az <z 1 ) Az <4x+ 1)
I T 16 +C=—e Z+T6 +C=—e 16 +C

Problema 3.18.3 Sea f la funcién f(z) = z?e~*®. Calcular la primera y la segunda derivada de
f. Hallar los médximos y minimos de f.

Solucién:
fl(x) = 2ze™® — 42%e™1% = 71720 — 42%) = 227 4% (1 — 22)
f(x) = —4e™4"(22 — 42?) + e (2 — 8x) = 2 **(82% — 8z + 1)
1

f(x) =2ze (1 — 22) = 0 = a::ny:i
7"(0) =2> 0= en (0,0) hay un minimo local.
2 1 1
7 _ .
f(1/2) = —= < 0= en 3 @) hay un méximo local.
\ ¥
\\ Max(1/2,1/(4e*3)

! // \

W00

Problema 3.18.4 Representar el recinto finito del plano limitado por la recta y = x + 2 y por la
parabola y = z2. Calcular su 4rea.

Solucion:

z4+2=0’= 2 —2-2=0=z=-1, =2

2 2 392
x x 9
S = 2—aNdr =22+ — | ==42
[1(x+ z%)dz T+ 5, 5 U

Ty

(_IL“_,,,,

oo
Min(0,0)
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3.18.2.

Problema 3.18.5 Estudiar los méximos, los minimos y los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcién f(z) = 5 + 822 — 2? . Representar la grafica de f.

Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Solucién:
Se trata de una funcién cuyo Dom(f) = R, es PAR (simétrica respecto al eje OY’, con un punto
de corte en ese eje (0,5) y con el eje de abscisas 5+ 82 — 2* = 0 = (—2,93;0) y (2, 93;0)

fl(x)=162 —42° =0= =0, v =42

(_007_2) (_270) (0,2) (2,00)
HE N - - -
f(x) | creciente ' | decreciente \, | creciente ' | decreciente \

La funcién es decreciente en el intervalo (—2,0)U(2, 00) y creciente en el intervalo (—oo, —2)U(0, 2).
La funcién presenta un minimo relativo en (0, 5) y méximos relativos en (—2,21) y (2,21)

Mix(-2,21) Max(2,21)
g TN

(—2,93;0)/ 0(0,0)

/ \

/ \
/ |
/ |
! \

Problema 3.18.6 Sea la funcién f(z) = Az® + Ba® + Cz + A

a) Obtener los valores de los pardmetros A, B y C para que la gréfica de f pase por el punto
(0, 1) y tenga un minimo en el punto (1, 1).

b) ;La funcién obtenida tiene otros maximos o minimos? En caso afirmativo, encontrarlos.
Solucién:

a) f(z)=A2® + Be* + Co + A= f'(z) = 3A2> + 2Bz + C

fO)=1— A=1 A=1
fQ)=1=—= A+B+(C+A=1 = ( B=-2 =
f1)=0= 34+2B+C=0 C=1

flx)=a% 222+ 2+ 1

1
b) f(z) =2 -2 +2+1= f(z)=32" 4o +1=0= mzlyx=§
Recurrimos a la segunda derivada:
f"(@)=6zx—4= f"(1)=2>0= z =1 es un minimo.

1 1
f'(x) =6z —4 = f”<§) =-2<0= szesunméximo.

Problema 3.18.7 Sean las funciones:



a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las graficas de esas tres fun-
ciones.

b) Calcular el drea de dicho recinto.
Solucién:

a) Haciendo una tabla de valores y puntos de interseccién de las funciones:

F(x) = h(z) —> %:%:m:
fl@)=g(z) = %:x2:>x:1
@

h(x)

1 2 371
Tx 7
b) ) = (2_7$>d:7}:7
) 5 /0 TR T ], T u

21 a:2> x3r 7
=/ (- )de=ma-2| =m2- =
52 /1 (ac g ) dr=he-opf =h2=o

7 7
S':|51\+|Sg|zﬂ+ln2—ﬂ:ln2u2

Problema 3.18.8 Calcular, explicando los métodos utilizados
T+ 7
I= 2) sin(2z) d - =" d
/(sc—i— )sin(2z) dz, J /x2—4x—5 x
Solucién:

u=x+2— du=dx

. 1
I'= / (z + 2)sin(2z) dz = | @V =sin(2e)de = v = —7 cos(2z)

/udv:uv—/vdu

_ (z+2) cos(2z) n 1/ cos(25) d = _ (z+2)cos(2z) n sin(2x) Lo
2 2 2 4
z+7
J_/x2—4x—5dx_

o x4+7 A N B Alx—-5)+Bx+1) ]

w2 —4x -5 x+1 -5 22 —4x -5

x+7=A(x—-5)+B(x+1)
r=5=12=6B = B =2 =
r=—1=6=—-64A= A=-1

x+7 -1 2
L 1:2—4x75_x+1+:1775 _
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— 2
/ dm+/ dr =—Injz+ 1|+ 2n|z+5/+C
z+1 r—5

3.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 3.18.9 Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z)
z—4

74V calcular sus méaximos y sus minimos.
72 —

Solucion:
Dom(f) =R — {£2}

22 -8z +4
f’(ar)z—i(gcz_@2 =0= 2=4+2V3

(00,4 —2v/3) | (4—2V3,4+2V3) | (4+2V3,00)
f'(x) - -

_l’_
f(z) | decreciente N\ creciente N

decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (4 — 2v/3,2) U (2,4 + 2V/3) y decreciente en el in-

tervalo (—oo0, —2) U (2,4 — 2v/3) U (4 + 2v/3,00). La funcién presenta un minimo relativo en
2
(4 —2V/3, V3t

- 2
: ~ (0,5359;0,9330) y un maximo relativo en (4 + 2V/3, %

VT
\\ /

\| /
\| /

> ~ (7,4641;0,067)

in(0,5359;0,9330)

=2

Mdx(7,4641;0,067)
e 0(0,0)

Problema 3.18.10 Sea la funcién f(z) = x* + Az? + Bx 4 C. Obtener los valores de A, By C
para que en el punto de abscisa = 0 la recta tangente a la grafica de f sea y = 2x — 1 y en el
punto de abscisa x = 1 la recta tangente a la grafica de f sea horizontal. El extremo situado en el
punto de abscisa z = 1, jes maximo o minimo?

Solucion:

& f(z)=a'+ A2’ + Bo + C = f'(z) =42® + 242+ B

Si 2 = 0 el punto de tangencia lo obtenemos sustituyendo en la recta y =0 — 1= (0, —1)
fO)=-1= C=-1 A=-3
y tenemos: { m = f'(0) =2= B =2

— B=2 E
f1)=0= 4+2A+B=0 C=-1

flx)=a* —322 + 22 -1
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& flr)=z'-32+22 - 1= fl(z) =42 —62+2=0=—=z=1yz=

\

Recurrimos a la segunda derivada: f”(z) = 122% — 6
f"(1)=6>0= z =1 es un minimo (1,—1).

\
\
\

¥y

/

f
Mx(7,4641;0,67)

o
Min(0,5359;0,9330) &

D0~
e
P

Min(1,-1)

y = x? — 6 y calcular su 4rea.

Solucion:

fl@) =g(@) = do -2

a) Haciendo una tabla de valores y puntos de interseccién de las funciones:
2
LS

=22 6= W’ —4dr—-6=2=—=c=—-1lyxr=3
. y;
\ Fd
\\ //
LY e 3,3;\
(-1,-3) i
y \\
// e
o N
3
b) S = ‘ | (@) - g(o) do
-1
3 3
S :/ (4x—x2—x2+6) d:zc:/ (—2x2+4x+6) dx =
—1 —1
943 5 64
i + 227 4 64 = —
-1
S =181 =

3 ~ 21,3333 u?

Problema 3.18.12 Calcular / zIn(z + 1) dx explicando el método utilizado.
Solucién:

/xln(x—i—l)dx:

2?In(z +1)

1 x?
— — d:
2 2/x+1$

u=In(r+1) = du =

d
r+1 v

2
dv=x2dr —= v=—

5 —
/udv:uv—/vdu

2?In(z + 1)

A ) o
2 2 v c+1) YT
9297

—1++3

2

Problema 3.18.11 Dibujar el recinto limitado por las graficas de las parabolas y = 4o — x

2

[§]



2?In(z+1) 1 [2?
5 513 ot nz+1)| +C
2?In(x+1) 22 In(z + 1) 2(z2 - DIn(z +1) — 22 + 2z

X
2 —Z+§—72 +C = 1 +C
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Capitulo 4

Probabilidad

4.1. Resumenes tedricos

Frecuencia absoluta de un suceso A es el nimero de veces que se repite dicho suceso

— f(4)

Frecuencia relativa de un suceso A es la proporcién de veces que ha sucedido A de N ex-
o _ /4
periencias = f,.(A) =
N
Ley de los grandes nimeros: lim f,.(A) = P(A)
N —o0c0

Ley de Laplace: P(A) Numero de casos favorables

Ntumero de casos posibles

() = Espacio muestral es el de todos los sucesos, serfa el suceso seguro: P(2) = 1.
() = Espacio vacio es el de ningin suceso, seria el suceso imposible: P()) = 0.

Diagramas de Venn: (esquemas usados en la teoria de conjuntos)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
En el caso de que los dos sucesos sean incompatibles la formula quedaria:
P(AuUuB)=P(A)+ P(B)

Sucesos independientes: Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).

Leyes de Morgan: AUB=ANByANB=AUB
Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que ocurra un suceso A sabiendo que ha

P(ANB
ocurrido el suceso B: P(A|B) = (P(B))
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Union de dos conjuntos: Es el total de
todos los elementos del conjunto 4 con to-

dos los de B: AU B

Interseccion de dos conjuntos: Es el to-
tal de todos los elementos comunes entre los
conjuntos 4 v B: AN B

[

Sucesos Incompatibles: Dos sucesos son
incompatibles si su interseccidn es vacia.

ANB=0= P(ANnB)=0

P(BJA)P(A)

Teorema de Bayes: P(A|B) = 20

Teorema de la probabilidad total: Si A; U Ay U A3 U A4 U A5 = Q y los sucesos A; con

i=1,...,5 son incompatibles dos a dos (interseccién vacia), entonces:

P(A) = P(A1)P(A[A1) + P(A3) P(A|Az) + P(As3) P(A|As) + P(A4) P(A[As) + P(A5)P(A|A5)
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P(ANB) = P(B)— P(An B)

Organizacién por arboles:

Organizacién por tablas de contingencia:

A es el suceso contrario o complementario

de A:

A=} — A—> P(A)="1—P(A)

P(ANTD) = P(A)— P(AN B)

Renault | Seat | Mercedes | Totales
Blanco 15 20 10 45
Negro 300 455 200 955
315 475 210 1000
20 200 45 210
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Probabilidad condicionada:
P(AnB)
FP(B)

P(A|B) =

probabilidad total

P(A) = P(41)P(A|A1)+P(A2) P(A]As)+ P(As) P(A] A3) + P(A1) P(A| Ag) + P(As) P(A|As5)

Py A PO

P@B)  «a
PE /
w

PO b

C
w
b

:
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4.2. Andalucia

No pusieron problemas de probabilidad.

4.3. Aragén
4.3.1. Modelo de 2020

No pusieron problemas de probabilidad.

4.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

No pusieron problemas de probabilidad.

4.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.3.1 En un departamento de calidad se analiza el funcionamiento del software del
motor de vehiculos eléctricos e hibridos. Se revisaron 85 coches eléctricos y 145 coches hibridos. En
total, 43 coches tenian errores en el software de sus motores. Ademads, de los motores con software
defectuoso, 12 correspondian a coches eléctricos.

a) Calcule la probabilidad de que un coche revisado seleccionado al azar, sea hibrido y presente
el software de su motor correcto.

b) Calcule la probabilidad de que un coche hibrido seleccionado al azar tenga defectuoso el
software del motor

Solucién: Sean E coche eléctrico, H coche hibrido, S errores de software y S sin errores de

software.
Hacemos una tabla de contingencia:

S | S | Totales S | S | Totales
E 12 85 = E 12| 73 85
H 145 H 311|114 145
Totales | 43 Totales | 43 | 187 230
— 114 57
a) P(HNS) = 230 ~ 115 = 0,4957
P(HNS 31/230 31
b) P(S|H) = ( ) _ 31230 _ 31 _ 0,2138 .

P(H) — 145/230 145

4.4. Asturias
4.4.1. Modelo de 2020

Problema 4.4.1 Consideremos dos dados, uno normal con las caras numeradas del 1 al 6 y otro
trucado, con 4 caras con el nimero 5 y 2 caras con el nimero 6. Se elige al azar uno de los dados

y se lanza.

a) Calcula la probabilidad de sacar 5.
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b) Si el resultado de la tirada es 5, jcudl es la probabilidad de haber elegido el dado trucado?

Solucion:

Sea N : dado normal y T': el dado truncado.

1 1 4
Tenemos P(N) = P(T) = 3 P(5|N) = R P(5|T) = G

1/6 o
.\'<
5 _0,4167 12 5/

a) P(5) = P(5|N)P(N) + P(5|T)P(T) = + = 3

|~

| =
N | =

5ITVP(T)  4/6-1/2 2 ’

P(
P(T|5) = = =—-= 12 5
26 5

4.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.4.2 En un edificio hay dos ascensores. Cada vecino, cuando utiliza el ascensor, lo
hace en el primero el 60 % de las veces y en el segundo el 40 %. El porcentaje de fallos del primer
ascensor es del 3% y del segundo es del 8 %.

a) Un vecino usa un ascensor. ;Cuél es la probabilidad de que el ascensor falle?

b) Otro dia, un vecino coge un ascensor y le falla. ;Cudl es la probabilidad de que haya sido el

segundo?
Solucién:
Sean Al coge el ascensor 1, A2 coge el ascensor 2 y F falla el ascensor.
i AT
a) P(F) = P(F|A1)P(Al)+ P(F|A2)P(A2) =0,03-0,6+0,08-0,4 = 0,05 ,, . I~
b) P(A2|F) = P(F|A2)P(A2) 0,08-0,4 —0.64 b —_

P(F) 0,05 p

4.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.4.3 Se tienen tres cajas. En la caja A hay 4 bolas negras y 6 bolas rojas. En la caja
B, 6 dados negros y 2 dados rojos y en la caja C, 2 dados negros y 4 dados rojos. El suceso consiste
en sacar una bola y un dado. En primer lugar se extrae al azar una bola de la caja A. Si es negra,
se extrae al azar un dado de la caja B pero, si la bola es roja se extrae al azar un dado de la caja
C. Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos sin relacién entre ellos:

a) La probabilidad de que la bola y el dado sean rojos.
b) La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color.
c¢) La probabilidad de que el dado sea rojo.

Solucién:
Sean N sale dado negro, R sale dado rojo, B,, ha salido bola negra en la caja A y se saca dado de

234



la caja B y C, ha salido bola roja en la caja A y se saca dado de la caja C.
a) P(bola roja y dado rojo) = P(R|C,.)P(C,) =
6

— - =—=04 28 _—R
10 6 10 B,1<
b) P(mismo color) = P(N|B,)P(B,) + P(R|C,)P(C,) = ¥%7) - S
810 6 10 10 6/1 46 _—R
c
¢) P(R) = P(R|Bn)P(By,) + P(R|C;)P(Cy) = Ty
204 461 -
8 10 6 10 2

4.5. Cantabria

4.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.5.1 En ajedrez, la mitad de las partidas se juegan con piezas blancas y la otra mitad
con negras. Un determinado jugador gana el 40 % de las partidas oficiales que juega con blancas y
el 30 % jugando con negras.

a) Calcula la probabilidad de que gane una partida concreta si no sabemos con qué piezas
jugara.

b) Calcula la probabilidad de que haya jugado con blancas una partida concreta, sabiendo que
ha ganado.

Solucién: B
Sean B juega con blancas, IV juega con negras, G gana, G no gana.

1 04_—G
a) P(G) = P(G|B)P(B) + P(GIN)P(N) = 0,4 - 5 +0.3-3 = B<
7 12 0,6 a
55 = 0:35
12 0,3 G
P(GIB)P(B) 0,4-1 4 -
b) P(B|G) = = — 2 —0.5714 ]
) PBIO) = =55 03 7 " 7

4.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.5.2 Una determinada especie de aves siempre pone dos huevos, pero a la madre sélo
le es posible alimentar a un polluelo, el méas fuerte de los dos. El polluelo del huevo que primero
eclosiona tiene un 60 % de probabilidad de ser el superviviente, mientras que el polluelo del huevo
que eclosiona en segundo lugar tiene una probabilidad de sobrevivir del 30 %.

a) Calcula la probabilidad de que un polluelo cualquiera sea el superviviente, si no sabemos si
eclosiond en primer lugar o en segundo lugar su huevo.

b) Calcula la probabilidad de que un ave adulta de dicha especie proceda de un huevo eclosionado
en segundo lugar.
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Solucion:

Sean F1 eclosiona el primero, E2 eclosiona el segundo, S sobrevive, S no sobrevive.

a) P(S) = P(S|E1)P(E
0,6-0,5+0,3:0,5=

b) P(E2|S) =

1) + P(S|E2)P(E2) =
0,45
P(S|E2)P(E2) _0,3-0,5
P(S) 0,45

4.6. Castilla La Mancha

4.6.1. Modelo de 2020

Problema 4.6.1 Una fabrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comu-
nidad Auténoma, una fabrica B produce el 20 % y la fabrica C el resto. El controlador de calidad
sabe que son defectuosos el 4 % de los tractores fabricados por A, el 10 % de los fabricados por B y
el 2% de los fabricados por C. Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad

de:

a) No salga defectuoso.

=0,3333

b) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C'.

Solucién:

A: fabrica A, B: fabrica B, C: fabrica C'y D: defectuoso.
P(A)=0,3, P(B)=0,2, P(C)=0,5, P(D|A) =0,04, P(D|B) =0,1y P(D|C) =0,02

P(DNA) = P(D|A)P(A) = 0,04-0,3 = 0,012; P(DNB)

P(D|C)P(C) =0,02-0,5

0,5 03 —"5

= P(D|B)P(B) = 0,1-0,2y P(DNC) =

A B C | Total A B C | Total
D 0,012 0,02 0,01 D ]0,012]0,02]0,01 | 0,042
D D 0,288 ]0,18 0,49 | 0,958
0,3 | 0,2 0,5 0,3 | 0,2 0,5
a) P(D)=0,958
C C Total
D 10,032 ] 0,010,042 — P(CNnD 0,032
'b A b b b P D — — b) — 1
) D 0,468 [0,29 0,058 |~ TPV =5y~ = 0,01 — %7610
0,5 | 0,5
De otra manera:
a)
o o . - 0,04 D
P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C) = 4 <_
0,96 D
0,3
0,96-0,3+0,9-0,2+0,98-0,5= 0,958 01
02
B o,9<3
b) 05 &D
_ C =
_ P(CND) 0,3-0,04+0,2-0,1 , D
P(C|D) = ( ) _0,3:0,04+0,2:0, — 0, 7619 4

P(D)

1-0,958



4.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.6.2 Se pide:

2)

Se sabe que el 20 % de los usuarios de una red social nunca comparte fotograffas, mientras
que el otro 80 % si que lo hace. Adem4s, de los usuarios que no comparten fotografias, el
50 % ha comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus contactos. De los usuarios que
comparten fotografias, se sabe que el 90 % ha comentado alguna vez una fotografia de sus
contactos. Elegimos un usuario de esta red social al azar.

a.l ;Qué probabilidad hay de que haya comentado alguna vez una fotografia de alguno de
sus contactos?

a.2 Si se sabe que nunca ha comentado una fotografia de alguno de sus contactos, jcudl es
la probabilidad de que comparta fotos?

Un algoritmo de reconocimiento facial es capaz de identificar de manera correcta al 80 % de
las personas a partir de sus fotografias. Se procesan las fotografias de 4 personas con este
algoritmo.

b.1 ;Qué probabilidad hay de que identifique correctamente a las 4 personas de las foto-
grafias?

b.2 ;Cudl es la probabilidad de que identifique correctamente al menos a una persona?

Solucion:

a)

b)

Sean C' comparten fotos, C' no comparten fotos, A comentan la foto y A no comentan la foto.

a.1 P(A) = P(A|C)P(C) + P(A|C)P(C) = <
0,9-0,84+0,5-0,2=0,82 08 0171

w2 piof - PACIPO) 0108 AN
‘ P(A) 1 —0s2 O <

B(4;0,8)

4
bl P(X =4) = (4)0,84 -0,2% = 0,4096

b2 P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=1- <3)0,80-0,24:0,9984

4.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.6.3 Se pide:

a)

En el servicio de urgencias clasifican a los pacientes en leves y graves segun llegan al hospital.
E120 % de los pacientes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60 % de los pacientes
graves debe hacerlo. En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90 % de pacientes
leves y un 10 % de pacientes graves. Si se selecciona un paciente al azar:

a.l ;Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?

a.2 Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, ;cudl es la probabilidad de que llegara al
hospital con una dolencia leve?
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b) En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.

b.1 ;Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como leves?

b.2 ;Cual es la probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean clasificados como leves?
Solucién:

a) Sean L pacientes leves, G pacientes graves, I debe ingresar en el hospital y I no debe ingresar
en el hospital.

02 —1
L
a.l P(I)=P(I|IL)P(L)+ P(I|G)P(G) = 0,9 ﬁj
0,2-0,9+0,6-0,1=0,24
PUIL)P(L) _ 0209 _ . 01 05
P(I) 0,24 7 ¢

a.2 P(L|I) =

b) B(8;0,9) (p = P(L)=0,9)

8
bl P(X =4) = (4) 0,9%-0,1* = 0,0045927

8

b.2 P(Xg7):1—P(X>7)=1—P(X:8):1—<8

)0, 9%.0,1 = 0,569533

4.7. Castilla Leon

4.7.1. Modelo de 2021

Problema 4.7.1 Una corporacién informatica utiliza 3 bufetes de abogados para resolver casos
legales en los tribunales. El bufete A recibe el 30 % de los casos legales y gana en los tribunales el
60 % de los casos presentados, el bufete B recibe el 50 % de los casos legales y gana el 80 % de los
casos presentados, mientras que el bufete C recibe el 20 % de los casos legales y gana el 70 %de los
casos presentados.

a) Se consideran los sucesos A = ”caso adjudicado al bufete A”, B = ”caso adjudicado al bufete
B”, C' = ”caso adjudicado al bufete C”, G = "caso ganado”. Deduzca del enunciado los

valores de P(A), P(B), P(C), P(G|A), P(G|B), P(G|C).

b) Se elige al azar uno de los casos presentados en los tribunales. Determine la probabilidad de
que la empresa gane el caso.

c¢) Si se ha ganado el caso elegido, calcule la probabilidad de que haya sido encargado al bufete

A.

Solucion:
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a) P(A) = 0,3, P(B) = 0,5, P(C) = 0,2, P(G|A) =
P(G|B) = 0,8, P(G|C) = 0,T.
b) P(G) = P(G|A)P(A) + P(G|B)P(B) + P(G|C)P(C) =

0,6-0,3+0,8-0,5+0,7-0,2=0,72

_ P(G|A)P(A) 0,6-0,3 0.5
N P(Q) 0,72 7

4.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.7.2 En un club deportivo, el 55 % de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre
los socios, el 60 % de los hombres practica la natacién, asi como el 40 % de las mujeres.

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un socio elegido
al azar practique la natacion.

b) Sabiendo que una persona practica la natacién, jcuél es la probabilidad de que sea una mujer?

Solucion: B
Sean H hombre, M mujer, N practica nataciéon y N no practica natacion.

a) P(H) = 0,55, P(M) = 0,45, P(N|H) = 0,6, P(N|H) = 0,4,
P(N|M) =0,4, P(N|M) = 0,6.
P(N)=P(N|H)P(H)+ P(NIM)P(M) =
0,6-0,5540,4-0,45 = 0,51
P(N|M)P(M 4-0,4

P(N) 0,51

4.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.7.3 Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamano
y aspecto, siendo algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente:

» El 48 % son blancas y entre ellas dos tercios son de madera.
» El 24 % son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera.
s El 28 % son verdes, de las cuales la mitad son de madera.
Considerando los sucesos: B= "ser blanca”, R= "ser roja”, V= "ser verde” y M= "ser de madera”
a) Indicar cuales son los valores de P(M|B), P(M|R) y P(M|V).
b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera.

c¢) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, jcudl es la
probabilidad de que sea blanca?
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Solucion:

a) P(M|B) =, P(M|R) = y P(MIV) = 5

B —
173 M
b) P(M) = P(M|B)2P(B) + 13(3]\4\3)13(1%24r 0,48 e M
P(M|V)P(V) = 20,484 70,244 50,28 = 0,64 0.24 n<_
3 0,28 v
' - /2 M
P(M|B)P(B) 2-0,48 }
P(B|M) = — —0.5
¢) P(BIM) P(M) 0,64 ’ V2NGr

4.8. Cataluna

No pusieron problemas de probabilidad.

4.9. Comunidad Valenciana

No pusieron problemas de probabilidad.

4.10. Extremadura

4.10.1. Modelo de 2021

Problema 4.10.1 En un instituto hay tres grupos de 2° de Bachillerato. El grupo 1 tiene 36
alumnos y han suspendido el 25 %, en el grupo 2 hay 40 alumnos y 8 de los alumnos han suspendido,
y en el grupo 3 hay 30 alumnos todos aprobados. Si elegimos un alumno al azar, calcular la
probabilidad de que:

a) Haya aprobado y sea del grupo 1.
b) Sabiendo que el alumno ha aprobado, que sea del grupo 2.

Solucién:
Sean G1 pertenece al grupo 1, G2 pertenece al grupo 2, G3 pertenece al grupo 3 y S suspende.

30 15
= 10,3774 y P(G3) = —= =10,2830

8
P(G1) = 106 53 1_ 0,339, P (G? ~ 106 53 106 53
P(S|G1) = 0,25 = =, P(5|G2) = 0-5"Y P(5|G3) =1
1/4 0
_ _ 3 18 27
a) P(G1NnS) = P(S|G1)P(G1) = 1 1—06_0,2547. -
b) P(S) = P(S|G1)P(G1)+ P(S|G2)P(G2)+ P(S|G3)P(G3) =
3 18 4 20 15 89
L4 =41 —=—=0,8396

4 53 5 53 53 106 4 2
P(S5) 106 89
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4.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.10.2 Un mecénico compra ruedas a dos marcas A y B. Compra el 40 % a la marca A
que tiene un 3 % de ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1% de defectuosas.
El mecanico tiene que cambiar una rueda y elige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa.
b) Sila rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.

Solucion: o
Sean A marca A, B marca B, D defectuosa y D no defectuosa.

0,03_—D
a) P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) = A <
0,03-0,440,01-0,6 =0,018 % ol
P(D|A)P(A)  0,03-0,4 06 o0, —P
b) P(A|D) = — -
) P(A[D) PD) 0,018 0, 6667 .
0,99 D

4.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.10.3 En un estudio a 1000 estudiantes europeos, 500 saben hablar inglés, 300 saben
hablar espafiol, y 100 de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:

a) Calcular la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas.

b) Calcular la probabilidad de que hable espanol, sabiendo que habla inglés.

Solucion:
Sean I habla inglés, E habla espaiiol.
500 300 100
T P(l)=——= P(E)=——= PUINE)=——=0,1
enemos P(I) 1000 0,5, P(E) 1000 0,3y P(INE) 1000 0,

a) PIUE)=P(I)+ P(E)— PINE)=0,5+0,3—0,1=0,7

b) P(E|I) = W: 8; ~ 0,2

4.11. Galicia
4.11.1. Modelo de 2021

Problema 4.11.1 El 40 % de los habitantes de una cierta comarca tienen camelias, el 35 % tienen
rosas y el 21 % tienen camelias y rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa comarca, calcular
las cinco probabilidades siguientes: de que tenga camelias o rosas; de que no tenga ni camelias
ni rosas; de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que tenga rosas, sabiendo que tiene
camelias; y de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias.

Solucién:
LLamamos C' al suceso ”tiene camelias”, R al suceso ”tiene rosas”

P(C)=0,4, P(R)=0,35y P(CNR)=0,21
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» P(CUR)=P(C)+P(R)— P(CNR)=0,4+0,35—0,21 = 0,54
«» PCNR)=P(CUR)=1-P(CUR)=1-0,54=0,46

P(CNR) 0,21

" POR==pR ~ 08

0,6

P(RNC) 0,21

= PIRIC) = P(C) ~ 0,4

=0,525

P(RNC)+P(CNR)=P(CUR)—P(CNR)=0,54—10,21=0,33

4.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.11.2 Se pide:

a) Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcule P(A) sabiendo que P(B) =
2P(A), P(ANB) =0,1y P(AUB) =0,8.

b) Diga si los sucesos A y B son o no independientes, si se sabe que P(A4) = 0,6, P(B) =0,3y
P(AUB) =0,82

Solucion:

a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,8 = P(A) +2P(A) — 0,1 = 3P(A) = 0,9 =

P(A)=0,3

b) P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=0,82= P(ANB)=0,18
P(A)-P(B)=0,6-0,3=0,18
P(ANB)=P(A)-P(B)=0,18=— Ay B son independientes.

4.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.11.3 En una determinada ciudad, el 8 % de la poblacién practica yoga, el 20 % tiene
mascota y el 3% practica yoga y tiene mascota. Si en esa ciudad se elige una persona al azar,
calcule:

a) La probabilidad de que no practique yoga y a la vez tenga mascota.
b) La probabilidad de que tenga mascota sabiendo que practica yoga.
Solucién:
Sea Y practica yoga y M tiene mascota.
Tenemos P(Y) = 0,08, P(M)=0,2y P(YNM)=0,03
a) PYNM)=P(M)-PYNM)=0,2-0,03=0,17.

P(YNM) 0,03
PY) 0,08

b) P(M|Y) = =0,375
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4.12. Islas Baleares

4.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.12.1 Se dispone de dos urnas: U; y Us. La urna U; tiene: 4 bolas rojas y 5 bolas
negras. La urna U, tiene: 6 bolas rojas y 3 bolas negras. Al azar se saca una bola de Uy y se
introduce a Us, después se extrae al azar una bola de Us.

Calcula la probabilidad de que:

a) Salga una bola roja de Us.

b) La bola extraida de U; sea negra, sabiendo que la bola que ha salido de Us también ha sido
negra.

c¢) Salga al menos una bola roja.

Solucion:
Sean R, sale roja en Uy, Nj sale negra en Uy, Ry sale roja en Uy, Ny sale negra en Us.
71 R,
Ry
9 YI0~N,
59 610 —"1>
s
1 No
7 4 6 5 29
a) P(RQ) = P(RQ‘Rl)P(Rl) —|—P(R2|N1)P(N1) = — =4 — == — = 0,644
10 9 10 9 45
P(N2|N1)P(N1) 1% ) g o
b) P(Ni|N3) = = = = )
) P(N1|N2) PNy T2 0,625

c¢) Sacar al menos una bola roja en las dos extracciones es lo contrario de sacar dos negras en
la dos extracciones:

P(Dos rojas) =1 — P(N; N N3) =1— P(N3|Ny)P(Ny) =

=0,778

NeJ e
O~

4
1— —.
10

4.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.12.2 En una urna hay 12 bolas rojas, 8 bolas blancas y 5 bolas azules. Se realiza el
experimento aleatorio de extraer dos bolas, consecutivamente y sin devolucién en la urna. Calcula
la probabilidad de los siguientes eventos:

a) A = ”las dos bolas son rojas”

b) B = "las dos bolas son del mismo color”
¢) C = ”al menos una bola es roja”

d) D = "ninguna de las dos bolas es roja”
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Solucién:
Sean R; la primera sale roja, Rs la segunda sale roja, B; la primera sale blanca, By la segunda
sale blanca, A; la primera sale azul, As la segunda sale azul.

12 11 11
P(A)=P P = — . —=—=0,22
3 P(4) = PR PRy = 2 Mg
b) P(B) = P(Rz|Ry)P(R1)+P(B3|B1)P(B1)+P(A2|A1)P(A;) =
121 8 7 5 426 _

2% 24725 24 25 24" 75
¢) P(C) = P(Rz|R1)P(R1) + P(Bz|Ry)P(R1)+
P(A3|Ry)P(Ry) + P(Ry|By)P(B;)+

8 12 5 8 12 5 12
P(Ro|A)P(A)) = == 4= 4. 24— 2 = 2
Pl AP = o5 0t 21t 95 2 T35 2 T 35 2

37
— =0,74
50 ’
11 39
d) P(C)=1-PA)=1— — == =
) P(C) (A)=1- == =0,78

4.13. Islas Canarias

4.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.13.1 En un cierto instituto el 50 % de su alumnado lleva el desayuno desde casa, el
40 % lo compra en la cafeteria del instituto, y el resto lo adquiere en un bazar cercano al instituto.
Solamente un 5 % de los desayunos que se llevan desde casa incluyen bebidas azucaradas, pero en
los desayunos comprados en la cafeteria este porcentaje es del 60 % y en los desayunos comprados
en el bazar del 80 %.

a) Construir el drbol de probabilidades descrito en el enunciado.

b) Justificar si es cierto que mds de un 30 % de los desayunos del alumnado incluyen bebidas
azucaradas.

c¢) Justificar si es cierto que, elegido un desayuno al azar, la probabilidad que un estudiante lo
haya traido desde casa, sabiendo que el desayuno incluye una bebida azucarada, es mayor
que 0,1

Solucién:
Sean C lleva el desayuno de casa, I desayuna en la cafeteria del instituto, B compra el desayuno
en un bazar, A incluye bebidas azucaradas y A no incluye bebidas azucaradas.

a) Arbol de probabilidades:

( 0,95 Aa

¢l

0,8 _—A
B
0,2 A
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b) P(A) = P(A|IC)P(C)+ P(A|I)P(I)+ P(A|B)P(B) =0,05-0,540,6-0,440,8-0,1 = 0,345
El 34,5% son bebidas azucaradas y, por tanto, es cierta la afirmacién: "mds de un 30 % de
los desayunos del alumnado incluyen bebidas azucaradas”.

P(A|IC)P(C) 0,05-0,5

P(C|A) = == :

¢) P(CI4) P(A) 0,345
La afirmacién: ”la probabilidad que un estudiante lo haya traido desde casa, sabiendo que el
desayuno incluye una bebida azucarada” es falsa, es menor de 0,1.

=0,07246376811 < 0,1

4.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

No se puso problema de probabilidad.

4.14. La Rioja

4.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.14.1 Una bolsa contiene 4 bolas negras y 2 blancas. Otra bolsa contiene 2 bolas
negras y 6 blancas. Se elige una de las bolsas al azar y se extrae una bola.

a) Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca.

b) Sabiendo que la bola es blanca, calcular la probabilidad de que sea de la primera bolsa.

Solucién:
Sean X bolsa con 4n y 2b, Y bolsa con 2n y 6b, N sale negra y B sale blanca.
2 6 4/6 N
a) P(B) = P(BIX)P(X) + P(BIY)P(Y) = = 0,5+ 20,5 = _\»<
13 _0,5417 - v
ﬂ - Y%
N
P(B|IX)P(X) %2.0,5 4 "y
b) P(X|B) = = = — =0,3077
) P(X|B) P(B) 3 13 o/8

4.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.14.2 Sofia va al teatro, cine o de concierto con probabilidades 0,5, 0,2 y 0,3. E1 60 %
de las veces que va al cine se encuentra con amigos y se va de cena con los amigos. Lo mismo le
ocurre el 10% de las veces que va al teatro y el 90 % de las que va de concierto.

a) ;Qué probabilidad hay de que se vaya de cena con los amigos?.
b) Si vuelve a casa después del espectaculo, ;qué probabilidad hay de que haya ido al cine?.

Solucién:
Sean T va al teatro, C' va al cine, N va al concierto y A va de cena con los amigos.

0,1
a) P(A) = P(A|T)P(T) + P(A|C)P(C) + P(AIN)P(N) = 0,1-0,5 + T or—1
0,6-0,2+0,9-0,3=0,44 03 gl

0.2 C
—  P(AIC)P(C) 0,4-0,2 P
P(Cl|A) = = == =0,142 0,3

b) (O| ) P(A) 1— 0,44 07 9 7 0,9 A
0,1 7
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4.15. Madrid
4.15.1. Modelo de 2021

Problema 4.15.1 Una prueba diagndstica para una enfermedad da resultado negativo el 5% de
las veces que se aplica a un individuo que la padece y da resultado positivo el 10 % de las veces que
se aplica a un individuo que no la padece. Las estadisticas muestran que dicha enfermedad afecta
a 50 de cada diez mil personas. Si una persona elegida al azar se somete a la prueba diagnéstica,
calcule la probabilidad de:

a) Que la prueba dé resultado positivo.

b) Que la persona padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido positivo.

¢) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido negativo.
d) Que el resultado de la prueba diagndstica sea erréneo.

Solucién:
E: enfermo, E: no enfermo, +: positivo y —: negativo.

P(—|E) =0,05, P(+|E) = 0,10 y P(E) =0 [ 0,005

~ 10000
a) P(+) = P(+|E)P(E)+P(+|E)P(E) = 0,95-0,005+
0,100,995 = 0, 10425 ”
0,95
P(+|E)P(E) ’
b) P(E|+) = — 2 —
) P(El+) P4
0,95 - 0,005 0.03 _
- ' = 4 ]
0,10425 0,0456
= P(—|E)P(E)
P E - = ————— s —
c) P(E]-) o) i &
0,900,995
1—-0,10425 0,9997
0,9 -

d) P(erronea) = P(EN—)+P(EN+) = P(—|E)P(E)+
P(+|E)P(E) = 0,05- 0,005 +0,10- 0,995 = 0,09975
4.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.15.2 Una estacién de medicién de calidad del aire mide niveles de NOs y de particu-
las en suspension. La probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NOy superior al permitido
es 0,16. En los dias en los que se supera el nivel permitido de NOo, la probabilidad de que se supere
el nivel permitido de particulas es 0,33. En los dias en los que no se supera el nivel de NOg, la
probabilidad de que se supere el nivel de particulas es 0,08.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?
b) (Cual es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

¢) ¢{Son independientes los sucesos "en un dia se supera el nivel permitido de NOy” y "en un
dia se supera el nivel permitido de particulas”?

d) ;Cuél es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NOs, sabiendo que
no se ha superado el nivel permitido de particulas?
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Solucién:
N: supera los niveles de NOo y P: supera los niveles particulas.

a) P(NNP)=P(N)P(P|N)=0,16-0,33 = 0,0528

. 0,33_—P
b) P(P) = P(P|N)P(N) + P(P|N)P(N) = 0,33 - 0,16 + 0,08 - 0
0,84 =0,12 :
P(NUP) = P(N)+P(P)—P(NNP)=0,16+0,12—0,0528 = %15 Bh~p
0,2272
¢) P(N)-P(P)=0,16-0,12=10,0192 # P(NNP) = Ny P 484 0,08_-P
no son independientes. N
—. P(P|IN)P(N 0,1 0,97~
) p(N[P) = DEINPIN) _ 0.67-0.16 )

P(P) 1-0,12

4.15.3. Convocatoria Ordinaria junio-coincidente de 2021

Problema 4.15.3 En el primer cajon de una mesita de noche hay 6 calcetines rojos y 4 verdes.
En el segundo cajon de dicha mesita hay 4 calcetines rojos y 10 verdes. Se extrae aleatoriamente
uno de los calcetines del primer cajén para introducirlo en el segundo cajon. Se extraen posterior-
mente dos calcetines del segundo cajon. Calcule la probabilidad de que estos dos calcetines sean
del mismo color.

Solucién:
R sale rojo en el cajon 1, V sale verde en el cajon 1, R1 sale primero rojo en el cajon 2, V1 sale
primero verde en el cajon 2, R2 sale segundo rojo en el cajon 2 y V2 sale segundo verde en el cajon 2

4/14 R2

13 10/14
P(mismo color) = P(dos rojas) + P(dos verdes) =
10/15

6/10

5/14
P(RNRINR2)+P(VNRINR2)+P(RNVINV2)+P(VNVINV2) = ﬁ

3/14
605 4.4 43 6109 4 110 4o <“<
11/1

10 15 14 10 15 14 10 15 14 10 15 14 75 s

1 /14

4.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.15.4 En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola
al azar. Si la bola extraida es blanca, se devuelve a la urna y se anade otra bola blanca; si es negra,
no se devuelve a la urna. A continuacién, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a) ¢{Cudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b) {Cuél es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la segunda
ha sido blanca?

Solucién:
Bi: sale blanca en la primera extraccion, Ni: sale negra en la primera extraccién, Bs: sale blanca
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en la segunda extraccién y No: sale negra en la segunda extraccion.

a) P(distinto color) = P(B;y N N2) + P(N;y N By) =
4 2
P(Ny|B1)P(By)+P(B2|N{)P(N1) = =-=4+=--—=—=0,4
(N2 B1) P(B1)+P(Ba|N1 ) P(Ny) = = ot = o = 52 = 0,457
3 2 2 4
b) P(By) = P(Ba| Bi)P(By) + P(BaN1)P(N1) = £ - 2 4 = ¢ =
E)
105 -
P(B2|N1)P(N- £ 28
P(NllBQ): ( 2| 1) ( 1): 5436 = =2 —0,651

P(By) B3

4.16. Murcia

4.16.1. Modelo de 2021

Problema 4.16.1 La probabilidad de que un determinado equipo de fitbol gane cuando juega
2

2
en casa es 3’ y la probabilidad de que gane cuando juega fuera es =
a) Sin saber dénde jugard el préximo partido, calcule la probabilidad de que gane.
b) Si gané el ultimo partido del campeonato, jcuél es la probabilidad de que jugara en casa?

Solucién: LLamamos G al suceso "gana”, Pi al suceso ”pierde”, C al suceso "en casa” y F' al
suceso ”fuera de casa”.

21 2 1 2~
a) P(G) = P(G|C)P(C) + P(G|F)P(F) = 35tz 3=
C
8
B == 0,533 12 1/3 Pi
2 1 .
_P(GIC)P(C) 35 5 13 275
b) P(C|G) = PG =S5t =5 =062 .
B 3/5 .
Pi

4.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.16.2 Un estudio revela que el 10% de los hombres son dalténicos y que el 1% de
las mujeres son daltonicas. Segin los datos de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente
un 50,5 % de hombres y un 49,5 % de mujeres. Determine:

a) La probabilidad de que una persona elegida al azar sea dalténica.
b) Si una persona es dalténica, jcudl es la probabilidad de que sea mujer?
¢) ¢Son independientes los sucesos ”ser una persona dalténica” y ”ser mujer”?

Solucién: Sean H al suceso "hombre”, M al suceso "mujer”, D al suceso ”dalténico” y D al

suceso "no dalténico”.
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a) P(D) = P(D|H)P(H) + P(D|M)P(M) = 0,1- 0,505 + 0,01 -

0,1 D
0,495 = 0, 05545 ;
0,9 o
P(D|M)P(M)  0,1-0,495
b) P(M|D) = = =0,08927
) P(MID) P(D) 0,05545
0,493 0,01 D
¢) P(D) - P(M) = 0,05545 - 0,495 = 0,02744775 y P(D N M) = M
P(D|M)P(M) = 0,01 - 0,495 = 0,00495 = P(D N M) # o~

P(D)P(M) = D y M no son independientes.

4.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.16.3 Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas
blancas, numeradas del 1 al 7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola sea blanca.
b) La probabilidad de que bola esté numerada con un ndmero par.

c¢) La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par, sabiendo que es una bola
blanca.

d) La probabilidad de que bola sea blanca y esté numerada con un ndmero par.
e) La probabilidad de que bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un ndmero par.

Solucién:
Sean B cale bola blanca y N sale bola negra.

b) P(PAR) = % = 0,4167
3
¢) P(PAR|B) = - =0,4286

d) P(BNPAR) = 13—2 =0,25

P(BNPAR) 3/12 3

¢) PIBIPAR) = =5 mam) ~ 512 5

=0,6

4.17. Navarra

No pusieron problemas de probabilidad.
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4.18. Pais Vasco

4.18.1. Modelo de 2020

Problema 4.18.1 Sobre una mesa tengo tres cajas con botones; la primera caja tiene 3 botones,
la segunda 5 y la tercera 4. Cada una de las cajas contiene un solo botén rojo. Si elijo al azar una
caja y saco de ella un botén al azar:

a) (Cudl es la probabilidad de que sea un botén rojo?
b) Si he sacado un botén rojo, jcudl es la probabilidad de pertenezca a la primera caja?
Solucién:

LLamamos V al suceso ”botén rojo”, C1 al suceso ”caja primera”, C2 al suceso ”caja segunda” y
C3 al suceso ”caja tercera”:

a)
13 R
P(R) = P(R|C1)P(C1) + P(R|C2)P(C2) + P(R|C3)P(C3) = C1<

LR NSNS N N (AR 13 Z/j/s ®
R — _—. — —_— — T e— 5 R
3’35343 180 13 i

b) 13 14
11 2 ol
P(C1|R) = PRICVP(CL) _ 3 3 _ 44 S

N P(R) © 0,261

4.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 4.18.2 En una farmacia se ha recibido un lote de medicamentos de los tipos A, [ y M.
El 80 % corresponde al medicamento A, el 10 % al I y el resto al M. En la revisién realizada por
la farmacéutica se ha observado que hay medicamentos caducados en los siguientes porcentajes: el
10 % de A, el 20 % de I y el 5 % de M. Se elige una caja de medicamentos al azar. Hallar:

a) La probabilidad de coger un medicamento caducado.

b) Si sabemos que el medicamento estd caducado, la probabilidad de que sea del tipo A.

Solucién: Sean A al medicamento ”A”, I al medicamento ”I”, M al medicamento ”M”, C al
suceso ”caducado” y C al suceso "no caducado”.

"
0,1
a) A -
P(C) = P(C|A)P(A) + P(C|T)P(I) + P(C|M)P(M) = s o
0,1-0,8+0,2-0,14+0,05-0,1=0,105 01 g >z
0,8 C
P(C|A)P(A)  0,1-0,8 “ 0,05 —C
b) P(AIC) = =2~ —(,7619 M
) P(A|C) P(0) 0,105 ’ -
0,95 Yol
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4.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 4.18.3 De los 700 estudiantes que tiene un centro escolar se sabe que 500 proceden
del barrio donde esta ubicado el centro, 575 utilizan el servicio de comedor y 400 son del barrio y
utilizan el servicio de comedor. Se escoge un estudiante al azar:

a) Si es del barrio, jcudl es la probabilidad de que use el comedor?

b) Si usa el servicio de comedor, jcual es la probabilidad de que no proceda del barrio?

)
)

¢) ¢ Cuadl es la probabilidad de que sea del barrio o use el servicio de comedor?
)

d) ;Cuadl es la probabilidad de que no sea del barrio ni utilice el servicio de comedor?

Solucién: Sean B proceden del barrio donde esta ubicado el centro, B no proceden del barrio
donde esta ubicado el centro, C utilizan el servicio de comedor y C no utilizan el servicio de
comedor.

500 5 575 23 400 4
T PB)=—=—-,P(C)=—==—yPBNC)=— ==
enemos P(B) = 25 = =, P(C) = 755 = 55 ¥ P( )= %07
Lo ordenamos en una tabla de contingencia:
C C | Total C C | Total
B 4/7 5/7 . B 4/7 | 1/7 | 5/7
B B 7/28 | 1/28 | 2/7
Total | 23/28 1 Total | 23/28 | 5/28 1
_P(BNC) 1 4
W POIB) = Sy = S =g =08
— ~ _PBNC) % T
b) P(B|C) PO) 333" 0,3043
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Capitulo 5

Estadistica

5.1. Restmenes tedricos

Graficos:

= Varable discreta: con diagrama de barras.
zi, p(xi) = pi, Z pi=1
Media = p = Z x;p;, Varianza = o2 = Z pi(x; — ,u)2 = Z pixi — 12
Desviacion tipica — V/Varianza
» Variable continua: histogramas (intervalos)
zi, fi,

Media = X = %Z{Z, Varianza = o2 = 2 fl(zng X)? _ szlff% -xX

Desviacién tipica = v Varianza

Histograma

Habitantes seguin edad media de una poblacién (en miles)

@

5

o
=

I

25

habitantes

s 0N W

=

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-70 70-30 90-110
edad media

Distribucién Binomial B(n, p):



p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de fracaso. Por ejemplo, si B(7,0,4) =
n="7p=0,4y q=0,6:

<mX=2y:(;)me&:03m

P(X<3)=P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3),56
PX<3)=1-PX>3)=1—-(P(X=4)+PX=5)+P(X=6)+P(X=7)

Su Media= p = np, su Varianza= o> = npq y su Desviacién Tipica= / Varianza.
Distribucién Normal N(u,o):

Tipificacién Paso de una normal N(u, o) a otra N(0,1): & — 'u, si queremos calcular P(a <

X < b) y X es de una normal N(u,0) entoces Z seguird una normal N(0, 1)

P@<X<@:PC;“<Z<a;ﬂ

N(1.2) e

N{po) = = N(0,1)

Cuando una distribucién binmial B(n,p) cumple np > 3 y ng > 3, se aproxima a una normal
N(np,+/npq), si son mayores de 5 la aproximacion es perfecta.

Pz<a)

P(Z>a)=1-P(Z<a), PZ<—-a)=1—-P(Z<a)
Pla< Z <b)=P(Z<b)—P(Z<a)
La correccién por continuidad de Yate seguird las siguientes reglas:

Plx=a)=P(a—0,5< X <a+0,5)
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P(X >a)=P(X >a—-0,5)
Célculo de z,/2 con un Nivel de confianza del 95%: NC = 0,95 = 1 — a (o =Nivel de signifi-

cacién)=— « = 0,05. Para una distribucién bilateral tendremos % =0,025 = P(Z < 24/2) =

1-— % =1-0,025= 0,975 se busca en la tabla N(0,1) y obtenemos 2,/ = 1,96
Para muestras aleatorias de tamaiio n con media X de una N(u, o) la media X se distribuye como

una normal N <u, \;ﬁ)
Error: £ = za/Q%
Intervalo de Confianza: (X — E, X + E) = (Y - za/Q%,f + za/g\jﬁ) zona de aceptacion
de hipétesis de igualdad de medias.

1—
Proporciones: Sea p proporcién de la muestra de tamano n, se distribuye como una N (p, p(p))
n

p(1 —p)

1-— 1-—
Intervalo de Confianza: (p — E,p+ E) = (ﬁ — Zoe/ﬂ/wvﬁ“‘ Za/ﬂ,p(ﬂp)) zona de

aceptacion de hipétesis de igualdad de proporciones.

Error: E = 2,2
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5.2. Andalucia

Sin problemas de estadistica

5.3. Aragén

5.3.1. Modelo de 2020

Problema 5.3.1 Una maquina automaética que rellena botellas de un refresco esta presuntamente
regulada para que rellene cada botella con 250 ml. Sin embargo, se sabe que la cantidad real de
liquido que hay en cada botella se representa por una variable aleatoria Normal de media 250 ml
y varianza 400.

a) Se considera que una botella estd correctamente rellenada si contiene entre 240 y 260 ml.
(Cudl es la probabilidad de que una botella esté correctamente rellenada?

b) Por otra parte, las botellas con un contenido inferior a 210 ml deben ser desechadas. ;Cuél
es la probabilidad de que se deseche una botella?

Solucion:
Tenemos N (250,v/400) = N (250, 20)

240 — 2
a)P(240§X§260):P(%§ = P(-0,5< Z <05 =P(Z <

0,5)—P(Z < —0,5)=P(Z <0,5)— (1 PZ<05 —2P(Z<0,5)—1=2-0,6915—1=
0,383

260 250)

210 — 250

b) P(X§210):P<Z§ %

>:P(Z§ —2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

5.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.3.2 La cantidad de hierro en suero de una mujer adulta sigue una distribuciéon normal
de media 120 pg/dl y desviacién tipica 30 pg/dl. Se considera que una mujer tiene un tipo de anemia
por falta de hierro si su cantidad de hierro no llega a 75 pug/dl.

a) {Cudl es la probabilidad de que una mujer adulta tenga anemia por falta de hierro?

b) El 45% de mujeres adultas tienen una cantidad de hierro en suero superior a k. Averigiie el
valor de k.

Solucion:
N(120;30)

75 — 120
a) P(X§75):P<Z§ T) =P(Z<-1,5)=1-P(Z<1,5)=1-0,9332 = 0,0668

— 12 —12
i O>=055:>k O:

b) P(X > k) = 0,45 = P(X < k) = 0,55 => P<Z< 5

- 30
0,125 = k£ =123,75 .
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5.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.3.3 Uno de cada 7 deportistas de la seleccién espanola de gimnasia deportiva, sera
elegido para las préximas olimpiadas. Se escogen aleatoriamente y de modo independiente 9 de-
portistas de dicha seleccién espanola.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que sean elegidos exactamente 2 de estos 9 deportistas para las
préoximas olimpiadas?

b) {Cuadl es la probabilidad de que alguno (al menos 1) de estos 9 deportistas sea elegido para
las préximas olimpiadas?

Solucion:

5.4. Asturias

5.4.1. Modelo de 2020

Problema 5.4.1 Al 80% de los alumnos de una clase les gusta el futbol; al 40% les gusta el
baloncesto y al 30 % les gustan ambos deportes.

a) Si se elige un alumno al azar, jcudl es la probabilidad de que le guste alguno de los dos
deportes (uno o los dos)?

b) Se eligen 100 alumnos al azar con reemplazamiento, es decir, cada vez que se elige un alumno
se le pregunta por sus gustos y se repone a la clase, pudiendo ser elegido nuevamente. Calcule,
aproximando la distribucién por una normal, la probabilidad de que como mucho a 75 les
guste el fatbol.

c¢) Si en el apartado anterior la muestra hubiese sido de 10 alumnos, y no de 100 jcudl hubiese
sido la probabilidad de que exactamente a 5 les gustase el fitbol?

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y desviacién
tipica 1: F'(z) = P(Z < z), z > 0: F(1,5) = 0,9332; F(1,375) = 0,9154; F(1,25) = 0,8944;
F(1,125) = 0,8697; F(1) = 0,8413) Solucién:

Sean F' al suceso ”futbol” y B al suceso ”baloncesto” Tenemos P(F) = 0,8, P(B) = 0,4 y
P(NB)=0,3

a) P(FUB) = P(F)+ P(B)— P(NB) =0,8+0,4—0,3=0,9

b) Tenemos p = P(F) = 0,8 = B(100;0,8), n > 10, np = 80 > 5y ng = 20 > 5 la podemos
aproximar con una normal N (np,/npq) = N(80,4)
75,5 — 80
P(X < 75) = P(Z’f) = P(Z < —1,125) = 1 — P(Z < 1,125) = 1 — 0,8697 =
0,1303
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c) Sin=10<10,np =8> 5y ng = 2 < 5, luego B(10;0,8) no se puede aproximar por una
normal.

10

P(X:5):( p

) 0,8%0,2° = 0, 02642

5.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.4.2 Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucién normal
de media p = 10 y desviacién tipica o = 2. Calcula:

a) La probabilidad de que X € [6,10].

b) Se hace una revisién de los datos y se observa que la media coincide pero la probabilidad del
80 % se alcanza en el valor X < 12. ;Cudl es la nueva desviacién tipica?

Solucion:
N(10;2)

-1 10—-1
2) P(6§X§10):P(6 0cz< 02 O):P(—QngO):P(ZSO)—P(ZS

2
—2)=P(Z<0)—(1-P(Z<2)=0,5—(1—0,9772) = 0, 4772
1

b) P(X§12):0,8=>:P(Z§ ; ):0,8=>
12 —-10

0-/

=0,8416 = o' = 2,376

5.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.4.3 Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucién normal
de media u = 30 y desviacién tipica o = 10. Calcula:

a) La probabilidad de que X < 20.

b) Se hace una revisién de los datos y se observa que la probabilidad del 50 % se alcanza en
el valor X < 35 y la probabilidad del 75% se alcanza en el valor X < 40. ;Cuéles son las
nuevas media y desviaciéon tipica?

Solucion:
N (30;10)
20 — 30
a) P(X<20)=P(Z< =5~ ) =P(Z<-1)=1-P(Z<1)=1-0,8413=0,1587 =
15,87 %
35—
b) P(X <35)=0,5==P|Z< =0, =
o
Sl L
40 — p
P(X<40)=0,7==P(Z < > =0,7 =

40 — 35

= 10,6745 = o = 7, 412898443
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5.5. Cantabria

5.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.5.1 La testosterona es una hormona que se produce en el cuerpo de los hombres.
En ciclismo la testosterona puede utilizarse como sustancia dopante, de forma que niveles elevados
se consideran ilegales. En una poblaciéon dada, la concentracion de testosterona en sangre para
un hombre adulto que no se haya dopado, sigue una distribucién normal con media 600 ng/dl, y
desviacién tipica 200 ng/dl.

a) Calcula la probabilidad de que un ciclista presente mds de 1000 ng/dl de testosterona en
sangre sin haberse dopado.

b) ;Qué nivel de testosterona elegirfas como limite en un control antidopaje, para que la pro-
babilidad de acusar a un inocente sea de 1 entre 10007

Solucién:
N(600;200)
1000 — 600
D —
- 200
b) P(X >a)=0,001l = P (X <a)=0,999 =
a — 600 a — 600
P(X < :P(Z< )20,999=>
K<a) = 7200 200
El nivel de testosterona deberfa ser de 1216 ng/dl.

a) P(X > 1000):P<Z ):P(ZZQ):lfP(Z§2):170,9772:0,0228

= 3,08 = a = 1216

5.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.5.2 En una determinada poblacién de adultos sanos, la concentraciéon media de
colesterol en sangre sigue una distribucién normal con media 190 mg/dl y desviacién tipica 30
mg/dl. Un nivel elevado de colesterol puede indicar posibles problemas de salud.

a) Calcula la probabilidad de que un adulto sano de la poblacién tenga un nivel de colesterol
superior a 250 mg/dl.

b) Calcula qué nivel de colesterol s6lo superan el 1% de adultos sanos de dicha poblacién.

Solucion:
N (190; 30)

a) P(X2250):P(ZZW

b) P(X >a)=0,01= P(X <a)=0,99 =
P(Xga):P(Z§“*190>:o,99:> a — 190

):P(Zz2):1—P(Z§2):1—0,9772:0,0228

= 2,325 = a = 259,75

El nivel de colesterol seria 260 mg/dl.

5.6. Castilla La Mancha
5.6.1. Modelo de 2020

Problema 5.6.1 En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar
para que salga a la pizarra. Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables
de la semana salgan a la pizarra:
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a) Tres chicas.
b) Al menos tres chicos.

Solucion:

LLamamos A : chica. 16
p=P(A) = 20 = 0,8 = B(20;0,8)

a) P(X =3) = ( g )0,830,22 =0,2048

b) Si hay 3 chicos quiere decir que hay 2 chicas, que hay 4 chicos quiere decir que hay 1 chica
y que salgan 5 chicos quiere decir que han salido 0 chicas. Esta claro que 5 chicos no puede

haber.
P=P(X=0+P(X=1)+P(X =2) = ( 8 ) 0,800,25+( f ) 0,810,23+( g ) 0,8%0,2% =
0,0579

Problema 5.6.2 El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencién quirturgica sigue
una distribucién normal N(10,2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones
que se pueden realizar:

a) Entre 6,5 y 13 horas.
b) En menos de siete horas.

Solucion:
N(10;2)

13 — 10)
2

IN

~1
a) P(6,5§X§13):P(6’5270§Z§ = P(-1,75 < Z < 1,5) = P(Z

1,5) — P(Z < —1,75) = P(Z < 1,5) — (1 — P(Z < 1,75)) = 0,9332 — (1 — 0,9599) =
2.0,9772 — 1 = 0,8931

7-10
b) P(X <7) = (Z< ; >:P(Z§ ~1,5)=1—P(Z <1,5) =1-0,9332 = 0, 0668

5.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Ver el segundo apartado del problema de probabilidad.

5.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Ver el segundo apartado del problema de probabilidad.

5.7. Castilla Ledn
5.7.1. Modelo de 2021

Problema 5.7.1 La variable aleatoria IMC (indice de masa corporal, de modo abreviado) de las
personas adultas de un determinado pais sigue una distribucién normal de media 26 y desviacién
tipica de 6. Si tener un IMC superior a 35 significa ser obeso, encontrar la proporcién de personas
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adultas obesas de ese pais.
Solucién:
N(26;6)
35— 26
6

P(X235):P<Zz
6,68%

) =P(Z>1,5)=1-P(Z<1,5 =1-0,9332 = 0,0668 =

5.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.7.2 El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para
detectar cierta enfermedad sigue una distribuciéon normal de media 20 y de desviacion tipica 4.

a) {En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos?

b) ;Cudntos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96,41 %
de los test?

Solucién:
N(20;4)
16 — 20 26 — 20
a)P(16<X§26):P( 1 <Z< 1 ) P(-1<Z<1,5 =P(Z <1,5) —
P(Z<-1)=P(Z<1,5)—(1—-P(Z<1))=0,9332 — (1 —0,8413) = 0,7745 — 77,45%
2 -2
b)P(X<a):P<Z<a O):O,9641 9720 _ | §— ¢ = 27,2 minutos,

5.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.7.3 Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblaciéon adulta espanola sigue una
distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 20.

a) ;Qué porcentaje de espafioles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre
95 y 1057

b) Si se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor
que 160, calcular el porcentaje de espanoles adultos que son superdotados.

Solucion:
N(100;20)
95 — 100 100
a)P(95§X§105)=P(T§Z ) (—0,25 < Z <0,25) = P(Z <
0,25) — P(Z < —0,25) = P(Z < 0,25) — P(Z <0,25)) = 2P(Z < 0,25) —1 =
20,5987 —1=0,1974 — 19,74 %

160 — 100

b) P(X > 160) = P(Z > —

0,13%

) — P(Z>3)=1-P(Z<3)=1-0,9987 = 0,0013 —>

5.8. Cataluna

No pusieron problemas de estadistica.
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5.9. Comunidad Valenciana

No pusieron problemas de estadistica.

5.10. Extremadura

5.10.1. Modelo de 2021

Problema 5.10.1 Una empresa cérnica produce cerdos y ha comprobado que el peso de los ani-
males recién nacidos sigue una distribucion normal de media 4,2 kg y desviacién tipica 0,5 kg.
Calcular:

a) La probabilidad de que un animal elegido al azar pese entre 3,7 y 4,7 kg.

b) ;Qué peso deberfa tener un animal recién nacido para que esté por encima del 30 %7

Solucién:
N(4,2;0,5)
—4,2 4,7—4,2
a) P(3,7T < X < 4,7) = P(?”7075’§Z§’7075’) —P(e1<Z<l)=P(Z<1) -

P(Z<-1)=P(Z<1)—(1-P(Z<1)=2P(Z<1)—1=2-0,8413 — 1 = 0,6826
b) Sea a el peso:

a—4,2
- 0,5

)20,3=>

a—4,2> a—4,2

)

= 0,525 = a = 3,9375

)

5.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.10.2 Las notas del examen de Matematicas II de la EBAU siguen una distribucién
normal de media 6,5 y desviacién tipica de 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas II de
la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (> 5).

b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de
las notas.

Solucion:

a) P(XZS):P(ZZ 5;?’5):P(Z>—1):1—P(Z§—1):
P(Z<1)=0,8413

~6,5
b) P(X <a)=0,975 = P(Zg“1 - ):0,975:»
a—06,5

1,5
)
Deberia sacar 9,44 como minimo.

)

=1,96 = a =9,44.
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5.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.10.3 La duracién de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3 anos y
desviacion tipica de 1 ano. El fabricante da una garantia de 3,5 anos a sus Smartphone.

a) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia.

b) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure més de 5 afos.

Solucion:
N(3;1)
3,5-3
a) P(X§3,5):P<Z§ 1 ):P(ZSO,S)—O,6915
b) P(X25):P(Z2$):P(ZZQ): —P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

5.11. Galicia

5.11.1. Modelo de 2021

Problema 5.11.1 En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue
una distribucién normal de media 25°C y desviacién tipica 4°C. Calcula la probabilidad de que la
temperatura maxima de un cierto dia esté comprendida entre 21°C y 27,2°C. ; En cudntos dias del
mes se espera que la temperatura maxima permanezca dentro de ese rango?

Solucion:
N(25,4)

21 — 25 27,2 —25
<<Z<

P(21§X§27,2):P< =P(-1<Z<0,55) =

P(Z<0,55) — P(Z < —1)=P(Z <0,55) — (1 — P(Z <1)) =0,7088 — (1 — 0,8413) = 0, 5501
Como julio tiene 31 dfas: 31 - P(21 < X < 27,2) = 31-0,5501 = 17,0531 ~ 17 dias aproximada-

mente.

5.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.11.2 El portador de una cierta enfermedad tiene un 10 % de probabilidades de con-
tagiarla a quien no estuvo expuesto a ella. Si entra en contacto con 8 personas que no estuvieron
expuestas, calcule:

a) La probabilidad de que contagie a un méximo de 2 personas.
b) La probabilidad de que contagie a 2 personas por lo menos.
Solucién:
a) p=0,1,¢=1-p=0,9yn=8= B(8;0,1)
PX<2)=PX=0+PX=1)+PX =2) = (2)0,10-0,98 + (?)O,ll 0,97 +

8
(2) 0,1%-0,9% = 0, 9619082100
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b) P(X>2)=1-P(X <2)=1— (P(X =0)+ P(X = 1)) =

8 8
1-— (<0>0, 10 .0,98—}— <1>0711,0’97> — 0, 1868952699

5.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.11.3 El grosor de las planchas de acero que se producen en una cierta fabrica sigue
una distribucién normal de media 8 mm y desviacién tipica 0,5 mm. Calcule la probabilidad de
que una plancha elegida al azar tenga un grosor comprendido entre 7,6 mm y 8,2 mm.

Solucién:
N(8;0,5)
_ 9 _
P(7,6§X§8,2):P(7’§ 58 <z< %) —P(-0,8<Z<0,4)=P(Z<0,4)—P(Z<
—0,8) = P(Z <0,4) — (1 - P(Z <0,8)) = 0,6554 + 0, 7881 — 1 = 0,4435

5.12. Islas Baleares

5.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.12.1 Una compania aérea ha observado que los pesos de las maletas de un deter-
minado trayecto siguen una distribucién normal de media 7,5 kg y desviacién tipica de 0,4 kg.
Calcula la probabilidad de que, elegida una maleta al azar:

a) Pese menos de 7,2 kg pero més de 7 kg.
b) Pese entre 7,8 kg v 8 kg.
c¢) Sien un trayecto hay 90 maletas, jcudntas maletas esperamos que pesen al menos 8,1 kg?

Solucion:
N(7,5;0,4)

_ 9 _
a) P(T<X<72) = P(701’5 Zg%) — P(-1,25 < Z < —0,75) = P(Z <
3 7 < 3

—0,75)— P(Z < —1,25) =1—P(Z <0,75) — (1 — P(Z < 1,25)) = P(Z < 1,25) — P(Z <
0,75) = 0,8944 — 0, 7734 = 0,121

IN

7,8—=17,5 8§—17,5
b) P <X<L :P(;<Z< ’
) P18 X <8 0,4 — — 04

P(Z <0,75) = 0,8944 — 0, 7734 = 0, 121

):P(0,75§Z§ 1,25) = P(Z < 1,25) —

8,1-17,5

c)P(XZS,l):P(Zz o >:P(ZZ1,5):1—P(Z§1,5):1—079332:0,0668

90- P(X >8,1) =90-0,0668 = 6,012

Se espera que 6 maletas pesen al menos 8,1 kg.
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5.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.12.2 La altura de las personas de una clase se distribuye segin una normal de media
160 cm y desviacién tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, escogida al azar una persona de
la clase, su altura:

a) sobrepase los 170 cm.
b) sea menor que 155 cm.
c¢) esté comprendida entre 155 cm y 170 cm

Solucion:
N(160;10)

170 — 160
Z R

a) P(X >170) = P (Z n

):P(Zz1):1—P(Z§1):1—0,8413:0,1587

155 — 160
b) P(X < 155) — P(zg T) — P(Z < —0,5) =1-P(Z<0,5) =1-0,6915
0,3085
155 —1 170 — 1
¢) P(155 < X < 170) = P(E’E’T.Gogzg¥> — P(-05< Z<1) = P(Z <
1)~ P(Z< —0,5)=P(Z<1)— (1 P(Z<0,5)) =0,8413 — (1 — 0,6915) = 0,5328

5.13. Islas Canarias

5.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.13.1 Se ha comprobado que, al aplicar un determinado medicamento, la probabilidad
de que elimine el acné a un paciente es del 80 %. Suponiendo independencia de sucesos.

a) Si se lo toman 100 pacientes. ;Cudl es la probabilidad de que el medicamento actie con més
de 75 pacientes?

b) Si se lo toman 225 pacientes. ;Cuél es la probabilidad de que el medicamento actiie entre
170 y 190 pacientes?

¢) ¢ Cuadl es el nimero esperado de pacientes sobre los que NO se eliminard el acné si se toman
el medicamento 500 pacientes?

Solucion:
B(100;0,8)

a) B(100;0,8), n > 10, np = 80 > 5, ng = 20 > 5 =

N (np.y7pq)
—

B(100;0,8) N (80,4)

Aplicamos la aproximacién por continuidad de Yates y tenemos:
P(X > 75,5) = P(Zz @) =P(Z>-1,13)=1-P(Z<-1,13) =1 - (1 —
P(Z<1,13))=P(Z<1,13) =0,8708
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b) B(225;0,8), n > 10, np = 180 < 5, ng = 45 < 5 —>

N (np,\/npq)
=

B(225:0,8) N (180, 6)

Aplicamos la aproximacién por continuidad de Yates y tenemos:

169,5 — 1 190,5 — 1
Plass5 < X <1005 = p 093710, 1905 7130)
P(-1,75< Z<1,75) = P(Z < 1,75) — P(Z < -1,75) = P(Z < 1,75) — (1 — P(Z <

1,75)) = 2P(Z < 1,75) — 1 =2-0,9599 — 1 = 0,9198 -

c¢) El ndmero esperado de pacientes que si eliminaran el acné es E(X) = np = 500 - 0,8 = 400,
luego seran 100 los pacientes que no eliminaran el acné.

Se podria haber pensado como F(X) = ng = 500 0,2 = 100 pacientes que no eliminarfan el
acné.

5.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.13.2 Con el objetivo de llevar a cabo el proceso de control de calidad de las arandelas,
estas se organizan en lotes de 20 arandelas. Si la probabilidad de que una arandela sea defectuosa
es de 0,01 y considerando independencia de sucesos:

a) Determinar si la probabilidad de encontrar en un lote 1 o 2 arandelas defectuosas es mayor
del 20 %.

b) Si un lote se rechaza cuando se encuentra al menos una arandela defectuosa, jcudl es la
probabilidad de rechazar el lote?

c¢) {Cudl es el nimero esperado de arandelas sin defectos si el lote fuera de 200 arandelas?

Solucién:

B(20;0,01), n =20, p=0,01, ¢=0,99
a) PUX=1JU{X =2})=P(X =1)+P(X =2) =
2 2
(f) 0,01 - 0,999 + (;) 0,01%2.0,99'8 = 0,1811 = 18,11 %, luego la probabilidad de

encontrar una o dos arandelas defectuosas es menor del 20 %.

20

0 0,01°.0,99%° = 0,1821 = 18,21 % La probabilidad

b) P(X>1)=1-P(X =0)=1—
de rechazar un lote es del 18,21 %.

¢) Sin=200= E(X)=np=200-0,01 = 2 arandelas defectuosas, luego habrd 200 —2 = 198
arandelas sin defectos.

Problema 5.13.3 Suponiendo que el tiempo de espera en la cola de Correos sigue una distribucién
normal de media 7,5 minutos con 2 minutos de desviacién tipica.

a) Hallar el porcentaje de personas que esperan més de 9 minutos.

b) Correos afirma que: "Menos del 40 % de las personas que acuden a Correos esperan entre 7
y 10 minutos”. ;Es correcta la afirmacién?
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Solucion:

N(7,5;2)
9—17,5
a) P(X > 9) = P(Zz 5 ) = P(Z >0,75) =1-P(Z <0,75) = 1-0,7734 =
0,2266 — 22,66 %
b) P(7T < X < 10) = P(7_7’5 gzg%) = P(-0,25 < Z < 1,25) = P(Z <

1,25) — P(Z < —0,25) = P(Z < 1,25) — (1 — P(Z < 0,25)) = 0,8944 — (1 — 0,5987)
0,4931 = 49, 31 %. Luego la afirmacién de correos es falsa, la espera es 9,31 % mayor.

5.14. La Rioja

5.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 202 1

Problema 5.14.1 La duracién de un cierto modelo de maquina de aire acondicionado sigue una
distribucién normal, con media 20 anos y desviacién tipica 5 anos. El fabricante garantiza el buen
funcionamiento de la méquina por un periodo de 25 anos.

a) ;Qué porcentaje de maquinas se espera que no cumplan la garantia?.

b) {Qué proporcién de méquinas tienen una duracién comprendida entre los 15 y 21 afos?

Solucion:
N(20;5)
25 — 20
a) P(X§25):P<Z§ 3 ):P(Zgl):0,8413:>84,13%
15 -2 21 -2
b) P(15§X§21):P( 55 O§Z§ 3 0>:P(—l§Z§0,2):P(Z§0,2)—P(z§
4206 2103
-1)=P(Z<0,2)—(1-P(z<1)) = —(1—- 413) =0,4206 = —— = ——
) (Z<0,2)—( (2<1))=0,5793 — ( 0,8413) = 0,4206 10000 — 5000

5.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.14.2 El tiempo que una persona tarda en llegar a su lugar de trabajo sigue una
distribucién normal de media 20 minutos. Se ha comprobado que el 84,1 % de los dfas llega antes
de 22 minutos. Si durante el ano acude a su lugar de trabajo 290 dias, jcudntos dias puede estimar
que tardara menos de 18 minutos en llegar?. Solucidn:

N(20;0)
22 -2 22 -2
P(X<22):P<Z§ 0):0,841:> O:0,995:> 0=2,01
o
N(20:2,01)
18 — 20
P(X§18):P(Zg X ):P(Zg—1):1—P(Zg1):1—0,8413:0,1587

290P(X < 18) =290 -0, 1587 = 46,023 ~ 46 dfas tardard menos 18 minutos durante ese afio.
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5.15. Madrid
5.15.1. Modelo de 2021

Problema 5.15.1 En un instituto, uno de cada cuatro alumnos practica baloncesto. Se eligen 6
alumnos al azar y se considera la variable aleatoria X que representa el nimero de estudiantes
entre estos 6 que practican baloncesto. Se pide:

a) Identificar la distribucién de la variable aleatoria X y calcular P(X = 0).

b) Calcular la probabilidad de que al menos 5 de los 6 elegidos practiquen baloncesto.
¢) Calcular la probabilidad de que al menos 1 de los 6 practique baloncesto.
Solucién:

a) Es una distribucién binomial X ~ B(6;0,25).

6
P(X =0) = (o) 0,25°.0,75% = 0,177979

6 6
b) P(X >5)=P(X =5)+ P(X =6) = <5> 0,25° - 0,75 + <6> 0,25%-0,75° = 0,004639
¢) P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X =0)=1-0,177979 = 0, 822021

5.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.15.2 El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distri-
bucién normal con una media de 8,8 meses y una desviacién tipica de 3 meses.

a) {Qué porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses? ;Qué porcentaje de
individuos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) Si se toman al azar 4 especimenes, jcudl es la probabilidad de que al menos uno no supere
los 10 meses de vida?

c) ;Qué valor de c es tal que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + ¢) incluye el tiempo de vida (medido en
meses) del 98 % de los individuos de esta especie?

Solucion:
N(8,8;3)
10 —-8,8
a) P(X > 10) = P ZZT =P(Z >04) =1-—P(Z <0,4 =1-0,6554 =
0,3446 —> 34,46 %
— 10 —
P(7< X <10) = P<7 38’8 <Z< w) =P(-0,6<72<0,4) = P(Z <0,4) —

P(Z < —0,6) = P(Z < 0,4)—(1—P(Z < 0,6)) = 0,6554—1+0, 7257 = 0,3811 = 38,11 %
10 —
b) Se trata de una binomial p = P(X < 10) = P (Z < w) = P(Z <0,4) = 0,6554

B(4;0,6554), n =4, p=0,6554 y ¢ = 1 — 0,6554 = 0, 3446

4
P(X>1)=1-P(X=0)=1- (0) 0,6554° - 0,3446* = 0, 9859
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P(8,8—c;8,8+c):P(M§Z§M>:
(G en2g)p(e25)-r(r=3)-r(e=)-(-r(229)-
2P<Z§§>—1—098:>P(Z %) 099=>§—2325:>C—6975

De otra forma:

NC=0,98=1—q— a:0,02:>%=0,01
—1-0,01=0,99 = Zs = 2,325
¢c=FE=Za-0=2325-3=6,975

5.15.3. Convocatoria Ordinaria-coincidente junio de 2021

Problema 5.15.3 El delantero de un equipo de fitbol, que suele marcar en tres quintas partes
de sus disparos a puerta, ha de lanzar una tanda de penaltis en un entrenamiento.

a) Calcule la probabilidad de no marcar si la tanda es de cuatro disparos.
b) Calcule la probabilidad de que marque més de dos penaltis en la tanda de cuatro disparos.

¢) Calcule cuéntos penaltis deberfa lanzar para que la probabilidad de marcar al menos un tanto
sea mayor que 0,999.

Solucion:

4
P(X =0) = (0>0, 6°-0,4* =0,0256

PX>2)=P(X=3)+P(X =4) =

4 4
(3)0,63-0,41 + <4>o,64-0,40 =0,4752

c¢) la probabilidad de marcar si se lanzan n disparos es 1 —0,4" y esta probabilidad debe de ser
mayor de 0,999:

—0,4™ > 0,999 => 0,4" < 0,001 = n1n0,4 > In0,001 =>

In 0,001
In0,4

=17,5388 = n =28
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Problema 5.15.4 Segun las estadisticas meteoroldgicas, en una ciudad nérdica llueve un prome-
dio del 45 % de los dias. Un climatdlogo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al
azar entre los de los ultimos 50 anos.

a) Exprese cémo calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido.
b) Calcule dicha probabilidad aproximédndola mediante una normal.

Solucion:
B(100;0,45), n =100, p=0,45 ¢g=1—p=0,55

1
a) P(X =40) = ( 400())0,4540 -0,55% = 0,0488

b) n=100> 10, np=45>5, ng=>55—=

B(100;0,45) " "D N (45, 4, 975)

39,5 — 45 40,5—45)
PX=40)= (2 -2 <7< 22" ) _P(-1,11< Z < —0,9) = P(Z < —0,9) —
( O)<4,975——4,975 (L1l <2< -0,9) = P(Z < =0,9)
P(Z<-1,11)=1-P(Z<0,9—(1-P(Z<1,11)) = P(Z < 1,11) — P(Z < 0,9) =

0, 8665 — 0,8159 = 0, 0506

5.16. Murcia
5.16.1. Modelo de 2021

Problema 5.16.1 El tiempo de duracién de las bombillas de una cierta marca, medido en horas,
sigue una distribucién normal de media p y desviacién tipica o. Se sabe que el 69,50 % de las
bombillas duran menos de 5061,2 horas, y que el 16,60 % de las bombillas duran més de 5116,4
horas.

a) §Cudl es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061,2 y 5116,4 horas?
b) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién normal.

IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.

Solucion:
N(p,0)
a) P(X <5061,2) =0,6950 y P(X > 5116,4) = 0,1660 — P(X < 5116,4) =1 — 0,1660 =
0,834

P(5061,2 < X < 5116,4) = P(X < 5116,4) — P(X < 5061,2) = 0,834 — 0,695 = 0, 139

b)
1,2— 5061,2 —
P(X < 5061,2) = (5067“) —0,6950 —> T’“‘ = 0,51 = 0,510 + pu = 5061, 2
g
116,4 — 5116,4 —
P(X < 5116,4) = (567“) — 0,834 — TR 97— 0,970 + = 5116,4
g g
{ 0,510 + = 5061, 2 {,u:5000
0,970 + ju = 5116, 4 o = 120
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5.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.16.2 En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La velocidad de los vehiculos en una autopista con limite de velocidad de 120 Km/h sigue una
distribucién normal de media p km/h y desviacién tipica ¢ = 10 km/h. Se sabe que el 69,15 % de
los vehiculos no sobrepasan la velocidad de 130 km/h.

a) Calcule la media de la distribucién.
b) {Cuél es el porcentaje de vehiculos que no sobrepasan la velocidad méxima permitida?

¢) La DGT establece una multa de 100 euros a los vehiculos que viajan entre 120 y 150 km/h
(Cudl es la probabilidad de ser sancionado con dicha multa?

Solucion:
N (p,10)

a) P(X < 130) = 0,6915 =— P(X < 130) = P<Z < ==
0,5 = =125

N(125;10)
120 — 12
b) P(X < 120) = P(Zg #) = P(Z < -0,5)=1-P(Z < 0,5 =1-0,6915 =
0,3085 = 30,85 %
12 —12 150 — 12
¢) P(120 < X < 150) = P( 0-125 _ 7501705):P(—0,5§Z§2,5):P(Z§
2,5) = P(Z < —0,5) = P(Z P(Z < 0,5)) = 0,9938 — (1 — 0,6915) = 0, 6853

5.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.16.3 Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora estd cansada de que
llegue tarde a clase. El se defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania.
Ella le propone el siguiente trato: si en los préximos 9 dias Juan llega tarde como muchos 2 dias,
la tutora le sube 1 punto en la nota final de la evaluacién. Sabiendo que la probabilidad de que
Juan llegue tarde a clase cada dia es 0,45, determine:

a) El tipo de distribucién que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que Juan
llega tarde a clase en los préximos 9 dias. ;Cudles son sus parametros?

b) ;Cudl es la media y la desviacién tipica de esta distribucién?

c¢) ;Cudl es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota final?
Solucién:

a) B(9;0,45) binomial donde n =9, p =0,45 y ¢ = 0, 55.

b) Media=np =9-0,45 = 4,05 y 0 = \/npg = 1/9 - 0,45 - 0,55 = 1,4925

9 9
)-0,450-0,559+<1> -0,45%-0,55% +

¢) P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2) = (0

9
<2) -0,45% 0,557 = 0, 1495
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5.17. Navarra

No pusieron problemas de estadistica.

5.18. Pais Vasco

5.18.1. Modelo de 2020

Problema 5.18.1 Lanzamos un dado de seis caras 6000 veces. Calcular la probabilidad de que el
nimero de veces que salga el 5

a) sea superior a 1500.
b) esté comprendido entre 1000 y 1100.
Solucién:

B(6000; 0,167), n = 6000 > 10, np = 6000-0,167 = 1000 > 5, ng = 6000-0,833 = 5000 > 5 =
B(6000;0,167) ~ N(np, /ipg) = N(1000, 28, 87)

1500, 5 — 1000
a) P(X>1500):P<Z>W):P(Z>17,34):1—P(Z<17,34):1—1:0
999,5 — 1000 1100,5 — 1000)
P(1000 < X < 1100) = p (200 = 1000 1100,5 — 1000y _
b) P(1000 < X < 1100) < 28,87 7T 87

P(—0,02 < Z < 3,48) = P(Z < 3,48) — P(Z < —0,02) =
P(Z < 3,48) — (1 — P(Z <0,02)) =1—1+ P(Z < 0,02) = 0,5080

5.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2021

Problema 5.18.2 En una ciudad se han elegido al azar 3900 personas. Hallar:

a) La probabilidad de que al menos 15 de ellas cumplan anos el dia del patrén de la ciudad.

b) La probabilidad de que el nimero de personas que cumplan afos el dia del patrén esté
comprendido entre 5 y 15, ambos incluidos.

Solucion:
La probabilidad de que una persona cumpla los anos el dia del patrén de la ciudad es p = 365 =
0,00274 (probabilidad muy pequefia p < 0, 1) y se han elegido 3900 personas (tamano muy grande

n > 100). La distribucién asi definida serfa una distribucién de Poisson de pardmetro A = np =
3900

365

1
el problema considerando que es una binomial B (3900; %)

1
Como n = 3900 > 10, np = 10,6849 > 5 y ng = 3889,3151 > 5 = B (3900; e
N (10, 6849; 3, 2643)

= 10, 6849. Dado que en el curso actual no entra esta distribucién en su contenido, desarrollaré

) N(npy_>\/npq)

14,5 — 10,6849
a) P(X > 14,5) = P(Z>;

= 3,2643 ) P(Z>1,17T) = 1- P(Z < 1,17) = 1
0,8790 = 0,1210
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<4, 5 — 10, 6849 15,5 — 10, 6849
3

b) P(4,5 < X < 15,5) = P <Z<—):P—189<Z<
) P45 < X < 15,5) ;2643 T 7 3,2643 (71,89 < Z <

1,48) = P(Z < 1,48) — P(Z < —1,89) = P(Z < 1,48) — (1 — P(Z < 1,89)) = 0,9306 — (1 —
0,9706) = 0,9012

Ahora resuelvo por la distribucién de Poisson P(\):

AF =2
P(X=k)= S
. . 3900
donde k es el numero de observaciones y A = np = 360 10,6849 = P(10,6849).
Como n > 100 y np — 10,6849 > 5 —> P(10,6849) ~ ¥ N(10, 6849; 3, 2688)

14,5 — 10,684
a) P(X > 14,5) = P(Zz%) = P(Z>L17)=1-P(Z < 1,17T) = 1 —
0,8790 = 0, 1210 ’
4,5 — 10,6849 15,5 — 10,6849
b) P(4,5 < X < 15,5) = (%<Z<;):P—l, <7<
) P45 < X < 15,5) 3,268 7= 32688 (-189 < Z <

1,47) = P(Z < 1,47) = P(Z < —1,89) = P(Z < 1,47) — (1 — P(Z < 1,89)) = 0,9292 — (1 —
0,9706) = 0, 8998

Como puede observarse los resultados son practicamente iguales.

5.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2021

Problema 5.18.3 La estatura de los individuos de una poblacién sigue una distribuciéon normal
de media 1,74 cm y desviacién tipica 0,05 cm. Se elige un individuo al azar.

a) ¢{Cudl es la probabilidad de que tenga una estatura igual o inferior a la media?
b) {Cuadl es la probabilidad de que su estatura esté comprendida entre 1,64 y 1,84 cm?

¢) Si la poblacién estd compuesta por 1500 individuos. ;Cuédntos tienen una estatura inferior a

1,54 cm?
Solucién:
N(1,74;0,05)
a) P(X <p)=0,5
1,64—-1,74 1,84 —-1,74
b) (164<X<184 P( 60057_Z§%) P(-2<Z<2)=P(Z <
9 - P(Z< -2 =P(Z<2) ~(1-P(Z<2)=2P(Z<2)—1=2-0,9772 — 1 = 0,9544
1,564 —-1,74
c) n=1500y P(X <1,54) :P(Zg %) =P(Z<—-4)=1-P(Z<4)=1-1=0
El ntimero de personas con una estaturau7 inferior a 1,54 es nP(X < 1,54) = 1500-0 = 0
personas.
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