Examen de Matematicas II (Selectividad - Ordinaria 2024)

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificard sobre 2,5 puntos.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A

A. 1 (2,5 puntos) Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, intermedios
y cortos. Puestos uno tras otro, tanto con dos listones largos y cuatro intermedios como con tres
intermedios y quince cortos se consigue la misma longitud total. Un listén largo supera en 17 cm
la medida de uno intermedio m&s uno corto. Y con nueve listones cortos hemos de anadir 7 cm
para igualar la longitud de uno intermedio seguido por uno largo. Se pide calcular la longitud de
cada tipo de listén.

Solucién:

Sean x longitud del listén largo, y longitud del listén intermedio y z longitud del listén corto.

2z + 4y = 3y + 152 2¢+y—152=0 z =107 cm
r—1T=y+=z == r—y—2=17 =< y=T7lcm
Y24+T=y+zx r+y—92=7 z =19 cm
El listén largo mide 107 cm, el intermedio 71 cm y el corto 19 cm Por Gauss:
1 -1 =117 I 1 -1 -1 17 F
A= 1 1 =917 =| lh—-F | = 0 2 =8|-10 = Ey =
2 1 =151 0 Fs—2F 0 3 —-13|-34 2F5 — 3F;
1 -1 -1 17 —2z=-38=— z=19 x =107
0 2 -8 |-10 = 2y —152=-10—= y="71 = y="71
0 0 —2|-38 r—71-19=17= 2z =107 z=19
A. 2 (2,5 puntos) Para la funcién f(z) = z* + 723 + n%2% + 3z + 7, se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en x = .

b) (1 punto) Probar que f(z) tiene, al menos, un punto con derivada nula en el intervalo
(=, 0) utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacién
utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.

¢) (1 punto) Si g(z) = f(—=z), calcular el area entre las gréficas de f(z) y g(z) en el intervalo
[0, 7).

Solucion:

a) Tenemos a = 7 = b= f(a) = f(r) = 57’
f'(z) = 42® + 32?4 272 + 1 = m = f'(r) = 107°
La ecuacién punto pendiente de la recta tangente en el punto (a,b) = (m, 57%) con pendiente
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m = 1073 L= y — 5t = 1073 (x — )

Luego la tangente es: y = 10n°z — 57
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b) La funcién es continua y derivable, para que cumpla las codiciones del teorema de Rolle hay
que comprobar si f(—m) = f(0):
- f(-m) =7
- f(0)=x"
@ Luego f(—m) = f(0)

La funcién cumple las condiciones del teorema de Rolle que nos asegura que 3z € (—,0) tal
que f'(z) = 0.
Para llegar a este resultado por el teorema de Bolzano analizamos f’(z) que es una funcién
continua, y tenemos:

- f/(-m) =278

- f/(o) = 7]'3

@ Luego la funcién cambia de signo en los extremos del intervalo

La funcién derivada cumple las condiciones del teorema de Bolzano que nos asegura que
Jdz € (—m,0) tal que f'(z) = 0.

2

) g(z) = f(—x) = 2* — m2® + 7%2® — 732 + 7* y calculamos los puntos de corte entre las dos

funciones:

f(x)=g(x) = 2*+m3+r2? e+t = 2t —nad 4 2 — e 4t = 2mad 4208 =
0= zz=0

Luego el recinto de integracién es [0, 7.

7 ;
\ \ i /

't
Sea F(z) = /(f(x) —g(x))de = /(27mc3 +21%2) do = 5 + 7322 + C.

S:

/0 " (F(@) - g(2)) da

A. 3 (2,5 puntos) Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,1,0), se pide:
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a) (1 punto) Hallar una ecuacién del plano que pasa por los puntos A y B y es perpendicular
al plano z = 0.

b) (1,5 puntos) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, 71 y 72, que pasen por los puntos A y
B respectivamente, estén en el plano x + z = 1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

Solucién:
iy =(0,0,1) oy z—1
a) m: E:(l,lvfl) = m:[ 0 O 1 =—-x+y=0
A(0,0,1) 11 -1
m:x—y=0
— T =a\ >, f r=14+ap
o (B = {30 e (B = {10
1 Y Z:1+C>\ T2 b Z:C,UJ
u_rfzu_T;J_u_ﬂ)=>(a,b,c)_~>(1,0,1):a+c:0:>c:—a:>ﬁ:u_m>:(a,b,—a)
77 K
],ﬁx@:\ a b —a|=|(-b+a,0,a-0b)=1/2(a—Db)?
1 1 -1
‘ﬁx@ 2(a —b)? 2 2,32 2
d(ri,me) =d(A,re) = = =1= 2(a—0b)" =2a"+b" = b*—4ab =
(1 2) ( 2) |u—r2> \/m ( )

bb—4a)=0= b=0y b=4a

& Sib=0:
Uy, = Uy, = (a,0,—a) = a(1,0, 1)
r {u—”}:(l’o’_l) = r gycig\ y
1 1 =
P,,(0,0,1) SRR
{@mowo-n ot
LR, (1L L0) R
z=—u
& Sib=4a:
u—?“1> = u—T”z> - (a’a4aa 7a) = a(154771)
— B =\
ni ooy ) =l v=n
A z=1-2X
— r=1+p
Uy = (1,4, -1) B
T2 {PTz(alao) == 1o y=1+4p
z=—p
. — 11 1 — 3 .
A. 4 (2,5 puntos) Sabiendo que: P(A) = 20° P(A|B) — P(BJA) = 217 P(ANB) = 1o %€ pide:

a) (1,5 puntos) Calcular P(AN B) y P(B).

b) (1 punto) Calcular P(C'), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de A y

que verifica que P(AUC) = %



Solucion:

Tenemos P(A) = 1 — ;% 290
a) P(ANT) = P(A) — P(ANB) = 2% ~ P(ANB) = 1% — P(ANB) = %
- - s Y Callam T
b) Ay C independientes: P(A N C) = P(A) - P(C) = 9132 (OC)
P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC) —> % % + P(C) - 91325)0) — P(C) =
Opcion B

3 -1 1 b 2b
B. 1 (2,5 puntos) Consideremos las matrices reales A = (1 1 1), B = <2b 3b
3

C = con b # 0. Se pide:

S O

0
2
0

w o o

a) (1,25 puntos) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™! = A.

b) (0,75 puntos) Calcular el determinante de la matriz AA?.

x 3
c¢) (0,5 puntos) Resolver el sistema B| y | = | —1 | parab=1.
z 1
Solucién:
b 2b b 1 2 1 1 -2 1 1
a) B=[20 3 b|=b|2 3 1|=B'=-[1 0 -1
bbb 111 b\1 -1 1
1 2 1 2 00 1 -2 1 1 3 -1 1
BCB™'=A=1b(2 3 1|02 0])-(1 0 -1]=[1 1 1
11 1/\oo03/°\1 -1 1 1 -1 3
La igualdad se cumple Vb € R — {0}
3 -1 1)
b) |AAY = |A||AY = |A|A] = |[AP =1 1 1] =12 =144
1 -1 3
) Sib=1
1 2 1 3
1 1 1 1
Por Gauss:
1 2 1] 3 £ 1 2 1|3 F
A= 2 3 1|-1 = | Fo—2F; | = 0o -1 —-1|-7 = F
11 1] 1 Fy— R 0 -1 0] -2 Fs— F
1 2 11 3 z=29 z=—6
0 -1 -1|-7 |=<{ —y-5=-T=y=2 = ( y=2
0 0 1|5 r+4+5=3= =6 z=75
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B. 2 (2,5 puntos) Calcule:

a) (1,25 puntos) / (x+2)Inzdx
1

.

b) (1,25 punto) Halle lim (tang)(mm)'

z—
Solucién:
1
u=lhr = duz;dm
2 2+ 4x)1 1 244
a) F(x):/(x—i—Q)lnxdx: dv = (z + 2)de = v="2 —i2—4x = (@ —|—2x) nx_i/ z —; Y dr =
udv =uv — | vdu
(22 + 4z) Inx 1/ (22 + 4z) Inz 1(3:2 ) 2(2? +4x)Inz — 22 — 8z
5 5 (x+4) dx 5 22+x—|—C 1 +
Ce 2 2
/ (z+2)Inwdr = Fle) — F(1) = % - (%) = £ 4*9 ~ 4,097264024
1

b) Sea A = lim (tang)(ﬁ) — InA= lim In {(tan“P;)(””)} = lim (Colsx)ln (tang) _

= =
z—% z—%

In (tan £ 0 / an( % an( &
=T cosx 0 % —sinx —sin § -1
A=e !

B. 3 (2,5 puntos) Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de
los cuatro vértices Py, P», P3 y Py de un tetraedro sélido, el cual construyé al momento. Se sabe
que Pi(1,1,1), P»(2,1,0) y P5(1,3,2), pero del cuarto punto P4(3,a,3) hoy no estamos seguros
del valor de su segunda coordenada.

a) (1,5 puntos) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el
volumen del tetraedro es V' = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) (1 punto) Dado el punto (3,3, 3), se quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a los
segmentos Py Py, P1Ps y P1(Q) como aristas. jCuédles serian los valores de las coordenadas de
los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordenador?

Solucion:
Tenemos Py P, = (1,0,—1), PLP3 = (0,2,1) y PP, = (2,a —1,2)
1 0 -1
1 1 1
a) V = fHPlPQ,Png,Ple;H =20 2 1||=29-a=1= |9-a] =6 =
6 679 a—1 2 6

v
{9—a=6:> a=3
9—a=—-6= a=15

@& si g = 3 tenemos:
— — —
|PLPy| = |(1,0,—-1)| = V2 < 10, |PiP3] = [(0,2,1)] = V5 < 10, |PiPy| =[(2,2,2)| =
2v/3 < 10 = solucién valida.



@& si g = 15 tenemos:

— — —
P Py = |(1,0,—1)] = V2 < 10, |PP5| =(0,2,1)] = v5 < 10, |PPy| = |(2,14,2)| =

2v56 > 10 = solucién no valida.

b) Tenemos los puntos P;(1,1,1), P»(2,1,0), P3(1,3,2) y Q(3,3,3)
Tenemos los vectores Py P, = (1,0, —1), ]TP; =(0,2,1) y P,Q = (2,2,2)
Luego:
& D=Py+ PD =P+ PPy = (2,1,0) + (0,2,1) = (2,3, 1) c

e A=Q+QA=Q+ PP =(333)+(10-1) = (4,3,2)
o« B=— A+ AB=A+ PP, = (4,3,2) +(0,2,1) = (4,5,3)

w C=Q+QC=Q+PP=(3,33)+(0,21) = (3,54)

[

Py P

B. 4 (2,5 puntos) Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno rojo. Las caras
estdn numeradas del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para calcular la
puntuacién obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el niimero obtenido en el dado azul es
par, se le suma el doble del niimero obtenido en el dado rojo; si el nimero obtenido en el dado azul

es impar, se le suma el nimero obtenido en el dado rojo. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de obtener una puntuacién de 10. Calcular la probabilidad

de obtener una puntuacién impar.

b) (1,5 puntos) Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul
sabiendo que la puntuacién final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un
nimero impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacién final ha sido un nimero par.

Solucion:

Construimos el espacio muestral en una tabla:

11 2| 3| 4] 5] 6
112] 3| 4] 5| 6| 7
214 6| 8]10|12]| 14
314 5] 6| 7| 8|9
416 8|10|12| 14|16
5(6| 7] 8| 9]10 |11
6810|1214 16|18
4 1 9 1
3
b) P(Par azul|8) = 5
18 2
P(I jo|[Par) = — = =
(Impar rojo|Par) 57 = 3



