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Capitulo 1

Problemas de Algebra

Problema 1 Demuestra que:

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+c)?
2c 2c c—a—2>b
Solucion:
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b :(F1—>F1+F2—|-F3):
2c 2c c—a—2>b

at+b+c a+b+c a+b+c
= 2b b—c—a 2b =

2c 2c c—a—2>b
1 1 1
—(a+b+c)| 20 b—c—a  2b —(CQ—’CTCH)—
C3 — C3—C}
2c 2c c—a—2>b
1 0 0
=(a+b+c)| 20 —b—c—a 0 =
2c 0 —c—a—>
—(a+b+c 0
=(atbto) ( 0 )—(a+b—|—c)’:(a+b+0)3

Problema 2 Calcula el valor de este determinante:

ISERRSEENS TR
Q@ 2 8 2

Q@8 & 2
8 @ & 2
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Solucion:

[SERESIENS IR
Q@ 8 8 2
Q@ 8 Q 2
& & & 9

T a a a T
a— T—a 0 0
a—zT 0 Tr—a 0
a—=x 0 0 r—a -1

iR
S O = Q
o = O Q
— o O

Z(Cl—>01+02+03+04)=(:1:—a)3

O O~ Q
O = O Q2
— o O QR

1
= (z—a)*(x—3a)| 0
0

S = O

0
0 |=(z —a)*(x— 3a)
1

Problema 3 Halla en funcion de a, el valor de este determinante:

a —a -1 -1
1 a 1 1
1 1 a 0
0 —1 -1 a

Solucion:
a —a -1 -1 a+1 0 0 0
1 1 1 1 a 1 1
1 1 o o|TBRER)= =
0 -1 -1 0 -1 -1 a
a 1 1
=(@+1)| 1 a 0|=(a+1)(a®-1)
-1 -1 a
Problema 4 Demuestra que:
a a a a
a b b b
0w b oo o =a(b—a)(c—0b)(d—c)
a b c d
Solucion:
a a a a a a a a
a b b b By — =1 0 b—a b—a b—a
= F3—>F3—F1 = =
a b ¢ c [ _F 0 b—a c—a c—a
a b ¢ d 4 4 ! 0 b—a c—a d—a



b—a b—a b—a 1 1 1
=a|b—a c—a ¢c—a|=alb—a)|b—a c—a c—a |=
b—a c—a d—a b—a c—a d—a

1 1 1

=(F3s—F3—F)=ab—a)|b—a c—a c—a |=
0 0 d-c

1 1
b—a c—a

=a(b—a)(d—rc) =a(b—a)(c—0b)(d—c)

Problema 5 Resuelve la ecuacién:

—x 1 0 1
1 —=z 1 0
1 —x 1 =0
1 0 1 —=z
Solucion:
—r 1 0 1 0 1 0 0
1 -z 1 0| (C—C—2Cy)\ |[1-2> —z 1
1 —=z 1 C4—>C4—CQ x 1 —=z 0
1 0 1 —=z 1 0 1 —=x
1—-22 1 = 1—-22 1 1
=—| z -z 0|=-2} 1 -1 0|=(C—C+C)=
1 1 —=z 1 1 -1
2—-22 1 1 9
= —2? 0 -1 0 |=-—2a? 2_233 _i =222 —4)=0=
2 1 -1

Problema 6 Calcula el valor de este determinante, dando el resultado fac-
torizado:

a 1 0 1
1 a 1 0
0 1 a 1
1 01 a
Solucion:
a 1 0 1 0 1 0 0
1 al 0] (C—C—aly )\ 1-a®2 a 1 —a -
01 a1 o C4—>C4—CQ o —a 1 a 0 o
1 01 a 1 0 1 a
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1—-a2 1 —a 1 — a2 —a
= — —a a 0|l=a 1 -1 0 :(F1—>F1—|-F3):
1 1 a 1 1 a
2—a? 20 9
=a 1 -1 0 |=ad? 2—a 2 = a’*(a® — 4)
1 -1
1 1 a

Problema 7 Halla, en funcién de a, el valor de este determinante:

1 a?2-1 a
1 2a2-2 2a—1
10 a?
Solucion:
1 a?2-1 a 1 a?—1 a
1 20> -2 2a-1 :(?j?i?): 0 a®~1 a-1|=
1 0 a? 3 3 ! 0 —a’+1 a*—a
2
. a -1 a—l . 2 1 (1—1 . 2_ . 1 1 o
‘—a2+1 a’>—a = (") -1 a?2—a = (a"~1)(a—1) -1 a

= (a2 —(a+1)(a—1) = (a2 — 1)2

Problema 8 Calcule mediante transformaciones elementales (sin emplear
la regla de Sarrus) y justificando los pasos, este determinante:

2+4+a b c
a 2+b c

a b 2+c
Solucion:
24+a b c 24+a+b+c b c
a 2+b ¢ =[C1:C1+C+Cs] = | 24+a+b+c 2+b ¢
a b 2+c¢ 24+a+b+c b 24+¢
1 b c 1 b c
=(24+a+b+c)| 1 2+b ¢ |=[F:F-F]=2+atb+tc)| 0 2 0
1 b 2+c 1 b 24¢
1 c
=224+a+b+c) 1 24 =4(24+a+b+c)




Problema 9 Estudia el rango de esta matriz, segiin los valores de t:

1
M = 0
-1

W~ O
~ &~
@)

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que

el menor = —8 # 0 = Rango(M) > 2.

4 0

Los determinantes que se pueden formar y los valores de ¢t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 0 4
0 t 4|=*44-12=0=1t=—6,t=2
-1 3 t
2.
10 2
0t 0|=-2t+2t=0
-1 3 =2
3.
1 4 2
04 0|=-848=0
-1 t -2
4.
0 4 2
t 4 0 |=2t2—4t—-12)=0=1t=—6, t=2
3t -2
En conclusién:
Sit= —6o0t=2,los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Sit# —6yt# 2, alguno de los cuatro determinantes es distinto de ce-
ro y, por tanto, Rango(M) = 3.
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Problema 10 Determina cudl es el rango de la matriz A, segtin los valores

de \:
A+1 1
2

1
A=| A
0 0

> O
N O+

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(A) < 3, ademds se observa que el
2

menor 2 0

= —4 # 0 = Rango(A) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de A que los anu-
lan son los siguientes:

1.
1 1 A+1
A0 0 |[=-X2-X-XN)=0=A=0,A=1, A\=-2
0 X 2
2.
111
A0 2|=X2-22=0=X=0, A=2
0 X 0
3.
I A+1 1
A0 2|=22-4=0=)=2
0 2 0
4.
1 A+1 1
0 0 2|=-22-XMN-N)=0=X1=-21=1
A2 00

En conclusién, como no hay ningin valor de A que anule los cuatro deter-
minantes a la vez = Rango(A) =3

1
Problema 11 Sea la matriz A = 3 1 | yseanun nimero natural

cualquiera. Determinar el valor de A™ para cada n y halla A3%0 — 4250,

Solucion:

(10 > (10 s (10 . (10
w3 1) =5 ) =0 0) = 0)



350 _ 2250 _ 4 _ r o) (1 0)Y_( 0 O
A 4 _A_<1050 1 750 1 )]\ 300 0

Problema 12 Estudia el rango de la matriz M segun los valores de ¢:
2
M t

Il
—_ = =

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que
el menor 3 ; =3 # 0 = Rango(M) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 2 3
1 13 31=0
1 8-3t 3
2.
1 2 1
1 t 21=0
1 8-3t -2
3.
1 3 1
13 2|=0
1 3 -2
4.
3 1
t 3 =0
8§—-3t 3 -2

En conclusién, los cuatro determinantes son cero sea cual sea el valor de t,
luego Rango(M) = 2.
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Problema 13 Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos
valores de a:

a 1 3 0
M = 1 a 2 1
2 2a 5 a

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que

el menor =3 # 0 = Rango(M) > 2.

2 1

Los determinantes que se pueden formar y los valores de t que los anulan
son los siguientes:

1.
a 1 3
1 a 2 :a2—1:0:>a:1,a:—1
2 2a 5
2.
a 1 O
1 a 1|=a>-2-a+2=0=0a=1,a=-1, a=2
2 2a a
3.
3
1 2 1|=2a®>-4a+3)=0=a=1,a=3
2 5 a
4.
1 3 .
a 2 1|=-3d+8a—-5=0=a=1, a=—
3
2a 5 a

En conclusién:
Si a =1 los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Si a # 1 alguno de los cuatro determinantes es distinto de cero y, por tanto,
Rango(M) = 3.
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Problema 14 Determina el rango de la siguiente matriz para los distintos
valores de a:

1 0 -1 0
A=]1 0 a -3 0
4 1 a O

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(A) < 3, ademds se observa que el
0

menor le 1= 1 # 0 = Rango(A) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 0 -1
0 a -3|=d>+4a+3=0=0a=-3, a=—1
4 1 a
2.
1 00
0 a 0[=0
4 10
3.
1 -1 0
-3 0|=0
4 a O
4.
0 -1 0
-3 0]=0
1 a O
En conclusién:
Sia=—3o0a=—1los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Sia # —3ya # —1 alguno de los cuatro determinantes es distinto de
cero y, por tanto, Rango(M) = 3.
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Problema 15 Calcula, si es posible, la inversa de la matriz:

1+a 1 1
A= 1 1 1
1 l1+a a

Para los casos en los que a =2 y a = 0.
Solucioén:

Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de cero,

hacemos |A| = —a = 0. Es decir, la matriz A tiene inversa siempre que
a # 0.
e Sia=2:
3 11 . 1/2 —-1/2 0
Adj(AT
A=|11 1 :A‘lz#: 12 —5/2 1
1 3 2 4] -1 4 -1

e Si a = 0 no tiene inversa.

Problema 16 Dada la matriz

M =

K8 H =
o = O
— o8

Halla los valores de x para los cuales la matriz M no es inversible. Hallar la
inversa de M para x = 2.

Solucioén:
Para que M tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de cero,
hacemos |M|=1—-22=0= 2 =1, z = —1. Es decir, la matriz M tiene

inversa siempre que x # —1 y « # 1.

Para x = 2 tendremos:

10 2 - —-1/3 0 2/3
M=|110 :>M_1:/%A4): 1/3 1 —2/3
20 1 |M] 2/3 0 —1/3
Problema 17 Dada la matriz
3 -1 1

A=1| k 1k
0 -k -1
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1. Halla los valores de k para los que la matriz A tiene inversa.
2. Calcular A~! para k = 1.

Solucién

3
1. Calculamos |A] = 2k*> —k -3 =0 = k = 2 k = —1. Luego A

tendrd inversa siempre que k # 0.

2. Sustituimos k = 1:

3 -1 1 0 11
A=11 1 1 |= A1 =] -1/2 3/2 1
0 -1 -1 1/2 —3/2 -2

Problema 18 Dada la matriz

a -1 -1
A= -1 a 1
a—2 2 2

1. Encuentra los valores de a para los que la matriz no es inversible.
2. Calcula A~! para a =2

Solucion:

1. Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de
cero, hacemos |A| = (a — 1)(3a — 2) = 0. Es decir, la matriz A tiene

inversa siempre que a #= 1y a # 3

2. Para a = 2 tendremos:

2 -1 -1 . 12 0 1/4
Adj(AT

A=| -1 2 1 :A—lzdjil): 12 1 —1/4

0 2 2 4] ~1/2 -1 3/4

Problema 19 Halla X tal que AX = B, siendo:
2 1 -1
1 1 -1

W ot O
_— o N
N =
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Solucién:
AX=B=— A"'"AX=A"'"B— X=A"'B

Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por B:

2 1 -1 . 1 0 -1
Adj(AT

A=10 2 3 =>A1:‘7£1): -3/5 1/5 6/5

11 -1 4] 2/5 1/5 —4/5

1 0 -1 6 2 1 31 -1

X=A"'B=| -3/5 1/5 6/5 501 |=10 2

2/5 1/5 —4/5 3.1 2 10 —1

Problema 20 Sean las matrices

1 -1 31 1
(o) e (d1) e

Resolver la ecuacién matricial AX —A=B—-C.

O =
~

Solucion:

AX -A=B-C—=AX-1)=B-C—=X-1=A"1'B-0)=
X=AYB-C)+1I

01

() (220G (4)

Problema 21 Halla X tal que AX + B = 0, siendo:

Tenemos que A~! = ( L1 >, luego

1 -1 0 -2 -1
A= 2 0 1 B=| -4 -4
-1 1 -1 4 1

Solucion:
AX+B=0=AX=-B=— A"'AX =A"Y(-B)= X = A" }(-B)

Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por —B:

1 -1 -0 AT 1/2 1/2 1/2
A= 2 0 1 :>A—1=Ad‘7f): -1/2 1/2 1/2
-1 1 -1 4] -1 0 -1
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1/2 1/2 1/2 2 1 1 2
X=A1'B=| —-1/2 1/2 1/2 4 =| -1 1
-1 0 -1 —4 -1 2 0

Problema 22 Dada la matriz

A -1 2
A= A |
-1 A 2

1. Encuentra los valores de A para los que la matriz no es inversible.
2. Calcula A~! paraA=2y A=0
Solucién:

1. Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de
cero, hacemos |A| = 3A? + 6\ +3 = 3(\ + 1)2 = 0. Es decir, la matriz
A tiene inversa siempre que A # —1.

2. Para A\ = 2 tendremos:

2 -1 2 o 2/9  2/9 —1/9
A= 2 2 -1 :>A‘1:/M‘71(4A): -1/9 2/9  2/9
-1 2 2 4] 2/9 —1/9  2/9
Para A\ = 0 tendremos:
0 -1 2 T 0 2/3 1/3
A= 2 0 -1 :A—lz‘é%‘“: -1 2/3 4/3
-1 0 2 4] 0 1/3 2/3

Problema 23 Determinar para que valores de m tiene inversa la matriz:
1 0 —m
A=1 0 m 3
4 1 —m
y hallala para m = 2.

Solucion:

Una matriz A tienen inversa siempre que |A| # 0, luego

1 0 —m
Al=|0 m 3 |=3m*-3=0=m=1, m=-1
4 1 —m
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La matriz A tiene inversa para cualquier valor de m distinto de 1 y —1.

Sim=2:
1 0 -2 —7/9 —2/9  4/9
A=]102 3 |=4"'= 4/3  2/3 —1/3
4 1 =2 —-8/9 —1/9  2/9

Problema 24 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:

—r+ 2y— z= 1
3z— y+ 2z2= -4
z— y+ z= -1
Solucién:
-1 2 -1 x 1
3 —1 2 y | =1 —4
1 -1 1 z -1

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresion nos queda

AX=B=— A"'AX=A"'"B=—= X=A"'B

Calculamos AL

. 1 1 -3
Adj(AT
Al = j£1 | 1 0 1
|4 2 1 5
Calculamos X:
T — 1 -3 1 -2
z —1 5 —1 1
La solucién es:
r=—2
y =
z=1

Problema 25 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:
2+ 3y+ z= T
z+ y— 2z2= 9

y+ 2z= 0
Solucion:
2 3 1 T 7
1 1 -2 y | =15
0 1 2 z 0
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Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B= A'"AX=A"'"B=X=A4"'B
Calculamos A~!:

4/3 —5/3 —7/3

Adj(AT
A—1=~7£1): —2/3  4/3 5/3
4] 1/3 —2/3 —1/3
Calculamos X:
T 4/3 —-5/3 —17/3 7 1
X=|lvy |=| —-2/3 4/3 5/3 5 | = 2
z 1/3 —-2/3 —-1/3 0 -1
La solucién es:
r=1
y=2
z=—1

Problema 26 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz

inversa:
dx+ 2y— z= 6
T+ z= 1
22+ y+ z= 3
Solucién:
4 2 -1 T 6
1 0 1 y | =11
2 1 1 z 3

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B=—= A'"AX =A"'B— X=A"'B

Calculamos A~ 1:

. 1/3 1 —2/3
Adj(AT
Alzjil): ~1/3 -2 5/3
4] “13 0 23
Calculamos X:
x 13 1 —2/3 6 1
X=|y|=]| -1/3 -2 5/3 1 =11

z -1/3 0 2/3 3 0
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La solucién es:

r=1
y=1
z=0

Problema 27 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:

-3+ y— z= d
z+ 2y+ z= 0
2x+ z= 3
Solucién:
-3 1 -1 T )
1 2 1 y |=120
2 0 1 z 3

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B=—= A"'"AX=A"'"B— X=A"'B

Calculamos A~

) 2 1 -3
Adj(AT
Al = ‘7}4) | =1 1 -2
|4 4 -2 7
Calculamos X:
T -2 1 -3 5 -19
z 4 =2 7 3 41
La solucién es:
r=-—19
y=—11
z =41

Problema 28 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:
r— Y+ 2= 6
22— y+ z= 8
x— 29+ z= T
Solucién:
1 -1 1 x 6
-1 1 y | =18
1 -2 1 z 7
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Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B=— A"'"AX=A"'B— X=A"'B

Calculamos A~ 1:

) -1 1 0
Adj(AT
Al:]f4 "
o ;0
Calculamos X:
T -1 1 0 6 2
X=1lwy | = 1 0 -1 8 |1 =1 -1
z 3 -1 -1 7 3
La solucién es:
xr=2
y=-1
z2=3

Problema 29 Determina la matriz X que verifica la ecuacién AX = X — B
siendo

00 1 1 0 1
A=| o000 ]|, B=|0o 1 1
~1 00 0 -1 -1

Solucion:
AX=X-B=—=AX-X=-B=— (A-1)X=-B=

A-D""A-DX=A-1)""(-B)=X=(A-1)"(-B)

-1 0 1 -1/2 0 1/2
A—1= 0 -1 0|=@U-D"'= 0 —1 0
-1 0 -1 /2 0 —1/2
-1/2 0 1/2 —1 0 —1 1/2 —1/2 0
X = 0 -1 0 0 -1 -1 |= 0 1 1
12 0 —1/2 0 1 1 —1/2 —1/2 -1
7 a —6
Problema 30 1. Sea A = 3 a -3
3a 2 =5
Averiguar si existe algtin valor de a de forma que A% — 34 = —2I

siendo [ la matriz identidad.
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2. Sea A cualquier matriz cuadrada tal que A> — 34 = —2I. Probar

que A tiene inversa utilizando la ecuacién dada para expresar A~! en
funcion de A.

Solucidn:
1.
7 a —6 7 a —6 7 a —6
A% —3A = 3 a -3 3 a -3 |-3| 3 a -3 |=
3a 2 -5 3a 2 -5 3a 2 -5
1 00
=—-2|101 0 |=-2I
00 1
Operando:
49— 150 Ta+a®2—-12 —12-—3a 21 3a —18
21 — 6a 3a4+a2—-6 —-3—3a 9 3a -9 =
6+46a 3a2+2a—10 19— 18a 9 6 —15
-2 0 0
= 0 -2 0
0 0 -2
28 —15a  a?® + 4a — 12 6 — 3a -2 0 0
12 — 6a a?—6 6—3a | = 0 -2 0
6—3a 3a®>+2a—16 34— 18a 0 0 -2

Si igualamos todos los términos tenemos que en todas las condiciones
se cumple:

28—1ba=-2=a=2

A2—3A:—2I:>(A—3I)A:—2[:>—%(A—3])A:I:>

A7 = ——(A-3I)

1

2
Es facil comprobar que la multiplicacién de A~! por el otro lado cumple
la proiedad de inversa:

A(-5(A=3D)) = ~LA(A=3I) = — (A ~34) =T
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Problema 31 Resuelve la ecuacién matricial AX — B + C = 0 donde:

4 1 1 2 0 -1 0 -1 2 1
A_<—1 O)’B_<—2 -1 1 0)’0_<1 0 -3 O)
Solucion:

AX -B+0=0=AX=B-C= A"'AX=A"YB-0)=
X=AYB-0)

1 20 -1 0 -1 21 1 3 -2 -2
B_C_<—2 -1 1 o>_<1 0 -3 0)‘(—3 -1 4 o)
-1 AdiA)T (0 —1

Al 1 4

Y 0 —1 1 3 -2 -2\ -3 1 —4 0
A1 4 -3 -1 4 0) \ —11 -1 14 -2
Problema 32 Sea A una matriz m xn

1. ;Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila?. Si existe, jqué
orden tiene?.

2. [ Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila?. Si
existe, jqué orden tiene?.

1
3. Busca una matriz B tal que BA = (0 0) siendo A= | 0
0

O = N

Solucion:

1. Para que B se pueda multiplicar por A tiene que tener por dimension
p X n, yen el caso de que p = 1 la matriz resultante BA tendré de
dimensién 1 X m, que seria una matriz fila.

2. Para que B se pueda multiplicar por A tiene que tener por dimensién
m X p, y en el caso de que p = 1 la matriz resultante AB tendra de
dimensién m x 1, que seria una matriz columna, estd claro que no es
posible para ningtin valor que demos a p, un resultado de matriz fila.

3. Para que BA = (0,0) es necesario que B tenga de dimensién 1 x 3,
B = (a b ¢)y tenemos:

1
(abe)| O =(a a+b)=00)=a=0, b=0
0

S =N

¢ puede ser cualquier valor por lo que la matriz B = (0 0 c¢).
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Problema 33 Halla X tal que AX + B = 0, siendo:

1 -1 0 -2 -1
A= 2 0 1 B=| -4 -4
-1 1 -1 4 1

Solucién:
AX+B=0=AX=-B=— A"'AX =A"Y(-B) = X = A" }(-B)

Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por —B:

1 -1 -0 1/2 1/2 1/2
Adj(AT
A= 2 0 1 |=4a" %_ ~1/2 1/2 1/2
-1 1 -1 4] -1 0 -1
1/2 1/2 1/2 2 1 1 2
X=A'B=| —-1/2 1/2 1/2 4 4 |=[ -11
-1 0 -1 —4 -1 2 0

Problema 34 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
20— y+ 3z= 1
—r+ y— z= 2
z+ y+ 3z= 3
Solucién:
2 -1 2 -1 311
A=1] -1 1 A= -1 1 —-1]2
1 1 1 1 313
Tenemos que Rango(A) = 2y Rango(A) = 3. Como Rango(A) # Rango(A)

el sistema es incompatible.

Problema 35 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
z+ y— z= 3
—z+ 2y— z= 1
20— y+ z= 2
—z+ Sy— Sz= 5
Solucién:
1 1 -1 1 1 —-113
-1 2 -1 — -1 2 -1]1
4= 2 -1 1 A= 2 -1 112
-1 5 =5 -1 5 —=5|5
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Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble determinado.

Problema 36 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

3z— 4y +z= 1

—z+ 2y —z= 3

T— z= T

T— Yy = 2

Solucion:

3 —4 1 3 —4 111
-1 2 -1 — -1 2 —-1|3
A= 1 0 -1 A= 1 0 —-11|7
1 -1 0 1 -1 012

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble indeterminado, de 3 — 2 = 1 grados de libertad.

Problema 37 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:

z— 2y= 3

—z+ 3y= -1

—x+ 6z = 2

r— Y= 5

Solucion:

1 -2 1 -2 3
-1 3 — -1 3| —1
A= -1 6 A= -1 6 2
1 -1 1 -1 5

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 38 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
20— 3y+ 2= 1

z+ y— z= 0

3x— 2y =1
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Solucion:
2 -3 1 2 -3 11
A=11 1 -1 A=11 1 =110
3 =2 3 -2 01

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

12t
5
_ —143t
¥y=775
z=1

Problema 39 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
x+ y+ z= 4
20— 3y+ z= -1
T+  y— 2z= 0
Solucién:
1 1 1 1 1 1| 4
A=1]12 -3 1 A=1]2 -3 1]—-1
1 1 -2 1 1 -2 0

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

17
= —

15
93
Y= 15

4
.




25

Problema 40 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

—r— Y+ z= 2
r— 2y— z= -1
20+ y+ z= 1
Solucién:
-1 -1 1 -1 -1 1 2
A= 1 -2 - A= 1 -2 —-1|-1
2 1 1 2 1 1 1

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

1
.

9
_ 1
y=73

14
= —

Problema 41 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

3r—  y+ 2z = 1
T+ y+ z= 2
20— 2y+ z= -1

Solucion:

N
Il
N = W
| |
N =
—_ =
|
Il
N =
| |
N =
— =
|
— N

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.
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La solucién sera:

x_3—&
4
5t

Y=

z=1

Problema 42 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
z— y— 2= 0
20+ 2y+ z= -1
-+ Y+ z= 2
Solucién:
1 -1 -1 1 -1 -1 0
A= 2 2 1 A= 2 2 1|-1

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 43 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
3z+ 4dy— z= 1
r— Y- 2= -2
dr+ 3y— 2z= -1
Solucién:
3 4 -1 3 4 -1 1
A= 1 -1 -1 A=]11 -1 —-1|-2
4 3 =2 4 3 -2|-1

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

—74 5t
xr=
7
72t
Y=
z=1
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Problema 44 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
3z+ 2y— z=
z+ 2y— 3z= 1
4+ dy— 4dz2= 7

Solucion:
3 2 -1 3 2 —-11|2
A= 1 2 -3 A=]1 2 =31
4 4 —4 4 4 —41|7

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 45 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
ox— 2y+ 3z= 5
z+ y+ z= 2
dr— 3y+ 2z= 3
Solucién:
5 —2 3 5 —2 315
A=11 11 A=1|1 1 12
4 -3 2 4 -3 213

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

L _ 95t
7
5-2t

y=7x

z=1t

Problema 46 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

S+ y+ z= 4

—z+ y— 3Jz= -2

20+ y— =z = 1
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Solucién:
5 1 1 5 1 1| 4
A=| -1 1 -3 A= -1 1 —-3|-2
2 1 -1 2 1 -1 1

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n°® de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

32t
=g
34T
3
z=1
Problema 47 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
de—  y+ 3z= 2
r— y— 2z= -1
6xr— 3Jy— z= 0
Solucién:
4 -1 3 4 -1 3| 2
A=1]11 -1 =2 A=]11 -1 -2|-1
6 -3 -1 6 -3 —-1| 0

A) =2y Rango(A) = 2.

—

Tenemos que Rango

Como Rango(A) = Rango(A) <n® de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

. 3 — 5t
3
611t
V=73
z=1t
Problema 48 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
22+ y— 2= 2
z+ y+ z= 2

3z+ 2y = 1
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Solucion:
2 1 -1 21 —-11|2
A= 1 1 1 A=1]1 1 112
3 2 0 3 2 01

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 49 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

—2zx4+ by— 3z = 2
z+ 3y+ z= 2
z— y+ 3z= -1
Solucién:
-2 5 -3 -2 5 =3 2
A= 1 3 1 A= 1 1 2
1 -1 3 1 -1 31-1

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

r=1

_1

y=35
1
z=—=
2

Problema 50 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

Tr— 3y— 2z2= -1
20+ y— 3z= 3
Sr— 4dy+ z= —4
Solucién:
7 -3 -2 7T -3 =2|-1

A= 2 1 -3 A= 2 1 -3| 3
5 —4 1 5 —4 1| -4
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Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n°® de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

8+ 11t
xr =
13
_23+17t
Y713
z=1t

Problema 51 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

20— 2y+ Hz = 3
x+ y— z= -1
r— 3Jy+ 6z2= 5
Solucién:
2 -2 5 2 -2 5| 3
A= 1 1 -1 A=11 1 -1]-1
1 -3 6 1 -3 6| 5

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 52 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
r— y+ 22— t= 3
20+ y— 2+ t= 2
—z+ y+ z— t= 1
Solucién:
1 -1 2 -1 1 -1 2 —-1|3
A= 2 1 -1 1 A= 2 1 -1 112
-1 1 1 -1 -1 1 1 —101

Tenemos que Rango(A) = 3y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble indeterminado, de 4 — 3 = 1 grados de libertad.
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Problema 53 Discute si el sistema siguiente es compatible, y en caso afir-
mativo encuentra las soluciones.

z+ y+ z= -1
T— Y+ 2z= 1
z+ by— z= =5
Solucion:
1 1 1 1 1 1| -1
A=]11 -1 2 A=|1 -1 2| 1
1 5 —1 1 5 —1| -5

Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2
Luego Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, y por tanto, el siste-
ma es compatible indeterminado.

1 1
Como 1 1= —2 # 0, luego las dos primeras ecuaciones son lineal-

mente independientes, y podemos despreciar la tltima.

3t

Tr = ——

2

r 4y+ oz =-1 r o ty= —l-z —2+¢
{x —y+ 2z = :>{x —y= 1-22 - y= 5
z = t

Problema 54 Discute si el sistema siguiente es compatible, y en caso afir-
mativo encuentra las soluciones.

3z— 2y+ z= 2

z+ y— z= 1
Tr— 3y+ z= 9
Solucién:
3z— 2y+ z= 2 T+ y— z= 1 (B2-3E)
(B2 — E1) (B3 — 7TE1)
z+ y— z= 1 — 3z— 2y+ z= 2 —
Tx— 3y+ z= 5 Tr— 3y+ = 5
T+ y— = 1 o om -+ y— = 1
—5y+ 4dz= -1 (#a = 2F2) —5y+ 4dz= -1 =

~10y+ 8z= -2 0
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El sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.
Vamos a calcularlas:
Despejando y en Es y haciendo z = A

—1—42_1+4z_ 144X\

O 5 5
Sustituyendo estos valores en Ej
144X A+1
5 T 75

La solucién pedida seria:

= 24

- 5
y= 8H
z= A

Problema 55 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.

{—m—i— dy= —6

20— 3y = 7
2.
z— 2y+ 2= -3
2z+ 3y— z= 3
z— y+ 3z= 6
Solucién:
1.
— -1 4|-6
A= ( 2 =3| 7 )
Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =
Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:
-6 4 -1 -6
7T -3 2 7
-1 4 -1 4
2 -3 2 =3
2.
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Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

1A] = 17

-3 -2 1

3 3 —1

6 -1 3
v 17

1 -3 1

2 3 —1

1 6 3
vy= 17

1 -2 -3

2 3 3

1 -1 6
£ 17

15
17

45
17

54
17

Problema 56 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

1.
—r+ 3y= -5
z+ y= 1
2.
—z+ 2y— z= 0
z— 3y+ z= -3
20+ y— z= 1
Solucién:
1.
— -1 3|-5
A= ( 11 1 >

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

A| = —4
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-1 2 -1| 0
A= 1 -3 1|-3
2 1 -1 1

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

Al = -3
0 2 -1
3 -3 1
1 1 -1] 4
v ~3 ~ 3
1 0 -1
1 -3 1
2 1 -1
y= 3 =3
1 2 0
1 -3 -3
2 1 1| 14
- _ 4
—3 3

Problema 57 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.

—3z+ 2y = 3
20— = -1
2.
20— y— = 0
-+ 2y+ z= 1
z— 3Jy— 2 -3
Solucion:
1.

— -3 2| 3
A_< 2 —1—1)

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

1A] = -1
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2.
-1 2 —=-1| 0
A= 1 -3 1]-3
2 1 -1 1
Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =
Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:
|A] = —2
0 -1 -1
1 2 1
-3 -3 -2 )
x = — =
2 0 -1
-1 1 1
1 -3 =2 0
y= ) =
2 -1 0
-1 2 1
1 -3 -3 5
z = — =
Problema 58 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.
20— y= 0
3z+ y= 5
2.
z+ y— 2= 2
—x+ 2y+ z= 4
3z+ y+ z= 6
Solucion:
1.

— 2 =110
A_<3 15)

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

Al =5
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2.
11 —1]2
A= -1 2 1|4
31 1|6

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:
|A| =12
2 1 -1

4 2 1
6 1 1

12

Problema 59 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.

3z+ 2y= -5
dx+ Y= 1
2.
z+ 2y— z= 1
—3z+ y+ z= -
rT— y+ 3z= 5
Solucién:
1.

~_ (3 2]-5
A_<5 1 1)

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

A = =7
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A=| -3 1 1|-5
1 -1 3| 5

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

1A =22
1 2 -1
-5 1 1
5 —1
xr = =2
22
1 1 -1
-3 =5 1
1 5 0
v= 29 -
1 2 1
— 1 -5
1 -1 5
z = =1
22

Problema 60 Discute, y resuelve cuando sea posible, el siguiente sistema
de ecuaciones:

ar+ y = a
(a+1Dz+ 2y +z= a+3
2y 4z= 2
Solucién:
a 1 0 a 0 a
A= a+1 2 1 A=] a+1 2 1|a+3
0 2 1 0 2 1 2

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de a que anulan el determinante
de A. [Al=-a—-1=0=a=-1.

Luego si a # —1 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n° de
incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si a = —1 tendremos
-1 1 0 -1 1 0|-1
A= 0 2 1 A= 0 2 1 2
0 2 1 0 2 1 2
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-1 1

El Rango(A) = 2, ya que 0 9

El Rango(A) = 2 (tiene dos filas iguales)

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n°® de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

En conclusién:

Si a # —1 el sistema es compatible determinado.

Sia = —1 el sistema es compatible indeterminado.

Problema 61 Discute el siguiente sistema homogéneo segin los diferentes

valores del pardmetro A. Resuélvelo en los casos en los que resulte ser
compatible indeterminado:

A+ 2z= 0
A=2)y + z= 0
(A=1)z+ y — z= 0
Solucion:
A 0 2
A= 0 A—2 1

A—1 1 -1

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante

4
de A [A] = (1= NBA=4) =0 =X =1y A=

4
Luegosi A\ # 1y A # 3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =n° de incdgnitas, y
por tanto, el sistema es compatible determinado, la solucion seria la trivial:
r=y=2z2=0.

Si A =1 tendremos

1 0 2
A= 0 -1 1
0 1 -1
1 0
El Rango(A) =2, ya que 0 —1|7 1#0

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.
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+ 22=0

Por el menor escogido tenemos el sistema { y hacien-
-y+ z=0

do z =t nos queda la solucién:

r = -2t
z=1
) 4
Sid= 3 tendremos
4/3 0
A= 0 -2/3 1
/3 1 -1
- 4/3 0 8
El Rango(A) = 2, ya que 0 —2/3 ‘_—g;éo

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

. . 4 9, —
Por el menor escogido tenemos el sistema { /3z + 2z

ciendo z = t nos queda la solucién:

r=—=1

I
ol e

ol w

Yy
z
Problema 62 Discutir segiin el valor del parametro real a el sistema lineal

3z— ay+ z= 1
3z— y+ z= a
z+  y+ 2z= 0

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucién:
3 —a 1
SealamatrizA=| 3 -1 1
1 1 2
3 —a 1|1
y la matriz ampliada A= | 3 -1 1|a
1 1 20
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Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

3 —a
3 -1 1|=ba—-5=0=a=1
1 1 2

e Si a # 1 = Rango(A) = 3 =Rango(4) ==Sistema compatible

determinado.
3 -1 1 3 -1 1|1
e Paraa=1: A=| 3 -1 1 |yA=|3 -1 1|1
1 1 2 1 1 2|0
Observamos que la primera y la segunda fila son iguales y ademés hay
un menor | il)’ _1 = 4 # 0y por tanto, el Rango(A) = 2 =Rango(4) =

Sistema Compatible Indeterminado.

1
= ——=-A
S
32— y+ z2z= 1 SN B 1 5
z+ y+ 2z= 0 Y= —1—1/\
z= A

Problema 63 Discutir el sistema

ax —y 4z =0
r +y +az =3
- +y =1

segun los valores del parametro a. Resolverlo en los casos en que admita
infinitas soluciones.

Solucidn:
a —1 1 a —1 110
A= 1 1 a A= 1 1 a|3
-1 1 0 -1 1 0|1

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de a que anulan el determinante
de A. [A|=-a*+a+2=0=a=-1ya=2.

Luego si a # —1 y a # 2 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.
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Si a = —1 tendremos
-1 -1 110
A= 1 1 —-1|3
—1 1 0|1
1 1
El Rango(A) =2, ya que 11 =2#0y|Al =0

El Rango(A) =
Tenemos que Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si a = 2 tendremos

A: Z:

— =N
==
SN =
= =N

11
1 2
10

= W O

\)

El Rango(A) = 2, ya que L1

_4‘:3%OyLM:O
El Rango(A) =

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n°® de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

Resolvemos en este tltimo caso:

Por el menor escogido sabemos que las ecuaciones primera y segunda son
linealmente independientes, luego podemos despreciar la tercera.

{230 —y+ =z =0 :{Zx —y = —z r= 1=t

- 9_
r +y+ 22 =3 z +y= 3-2 Z_ tt

Problema 64 Clasifica el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores
del parametro A:

1+ X)z+ y+ z= 1
z+ (1+Ny+ z= A
T+ y+ (1+A)z= A2
Solucién:
(14 X) 1 1 (14 2) 1 11
A= I (1+X) 1 A= 1 (1+X) 1l A
1 1 (14X -1 L (1+ ) [N
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Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante
de A. |[A| =N\ +3)=0=A=0y \=-3.

Luegosi A #0y A # =3 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incégnitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si A = —3 tendremos
-2 1 1 -2 1 1 1
A= 1 -2 1 A= 1 -2 1|-3
1 1 -2 1 1 -2 9
-2 1
El Rango(A) = 2, ya que . o |T 3#0y |Al=0

El Rango(A) =3
Tenemos que Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si A = 0 tendremos

1 11 1 1 1)1
A=11 11 A= 11 1/0
111 1 1 110

El Rango(A) = 1, las tres filas son iguales.

El Rango(A) = 2

Tenemos que Rango(A) # Rango(A), luego el sistema es incompatible.

Problema 65 Discute y resuelve el siguiente sistema, segiin los valores del
parametro m:
mzr+ Yy + z= 2
T+ my =
x+ my + mz= 1

—_

Solucion:
m 1 1 m 1 112
A= 1 m O A= 1 m O0]1
1 m m 1 m m|l1

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de m que anulan el determinante
de A. [Al=m(m?-1)=0=m=0,m=1ym=—1.

Luego si m # 0,1,—1 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
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de incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si m = 0 tendremos

011 01 1|2
A= 1 00| A=[1 0 0f1
100 1001

El Rango(A) = 2, ya que [1) (1) =—-1#0

El Rango(A) = 2 (tiene dos filas iguales)

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n°® de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

Por el menor escogido tenemos el sistema { - yt oz i LY haciendo z =t
nos queda la solucién:
r=1
y=2-1
z=1
Si m = 1 tendremos
1 11 11 1(2
A= 1 1 0 A=1 1 0|1
1 11 11 11

El Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 =, luego el sistema es incompatible.
Sim = —1 tendremos

-1 1 1 -1 1 1]2
A= 1 -1 0 A= 1 -1 01
1 -1 1 1 -1 -1]1

El Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 =, luego el sistema es incompatible.
En conclusién:

Sim = 0 el sistema es compatible indeterminado.
Si m =1 el sistema es incompatible.
Si m = —1 el sistema es incompatible.

Sim=#0,m#1ym# —1 el sistema es compatible determinado.
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Problema 66 Estudia el siguiente sistema homogéneo segin los valores de
Ay resuélvelo en los casos en los que resulte ser compatible indeterminado:

Az—  y+ 2z= 0
—z+ Ay+ 2z2= 0
2z+ Ay— z= 0

Solucion:
A -1 2
A= -1 X 2
2 A -1

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante
de A. Al = -3V +1)2=0= )= —1.

Luego si A\ # —1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =n° de incdgnitas, y
por tanto, el sistema es compatible determinado, la solucion seria la trivial:
r=y=2z=0.

Si A = —1 tendremos
-1 -1 2
A=1] -1 -1 2
2 -1 -1
-1 -1
El Rango(A) =2, ya que 9 1|7 3#£0

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

Cogemos las dos ultimas filas, a la vista del menor elegido anteriormen-
te.

y haciendo z = ¢ nos queda la solucion:

—z— y+ 22=0
20— y— z=0

xTr =
y=t
z=1

Problema 67 Discute el siguiente sistema, y resuélvelo cuando sea posible,
en funcién del pardmetro a:

y + az= 1
T+ a’z= 2a+1
x— y + ala—1)z= 2a
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Solucion:
0 1 a 0 1 a 1
A=]11 0 a? A=]11 0 a® 2a + 1
1 -1 a(a—1) 1 -1 ala—1)| 2a

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de m que anulan el determinante
de A.

Resulta que |A| = 0 siempre e independientemente del valor que tome a.
01
10
lor que tome a.

Como = —1 # 0 resulta que Rango(A) = 2 sea cual sea el va-

Ahora estudiamos el Rango(A):

0 1 1
1 0 2a+1 | =0 Para cualquier valor de a.
1 -1 2a
0 a 1
1 a® 2a 4+ 1 | = 0 Para cualquier valor de a.
1 ala—1) 2a)
1 a 1
0 a’ 2a 4+ 1 | = 0 Para cualquier valor de a.
-1 ala—1) 2a)

Luego Rango(A) = 2 independientemente del valor de a.

En conclusion:

Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas y por tanto el sistema es
compatible indeterminado para cualquier valor de a.

Por el menor escogido podemos despreciar la tercera ecuacién y nos que-
darfa el sistema

{ . yi agz z 2(11—1— R haciendo z = t nos queda la solucién:

r=2a+1—ad%t
y=1—at
z=1
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Problema 68 Discutir segin el valor del pardmetro real a el sistema lineal

r— y+ z2z= 0
ay+ 2z= 4
20+ az= 4

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucioén:
1 -1 1 1 -1 110
SealamatrizA=| 0 a 2 |ylamatrizampliada A= | 0 a 2|4
0 2 a 0 2 al|4

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

1 -1 1 9
0 a2|=|J " ’:a2—4:O:>a:i2
0 2 a
e Si a # +2 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible
determinado.
1 -1 1 1 -1 110
e Paraa=-2: A=| 0 -2 2 |yAd=|0 -2 2|4
0 2 =2 0 2 —2\4
—1

Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor =-2#0y

0 -2

por tanto, el Rango(A4) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
un menor de orden 3 y distinto de cero:

1 -1 0
0 —2 4 |=-8-8=-16# 0y el Rango(A) = 3.
0 2 4

Concluyendo:

Rango(A) = 2 # Rango(A4) = 3 = El sistema es Incompatible.

1 -1 1 1 -1 1|0
e Paraa=2: A=| 0 2 2 |yA=|0 2 2|4
0 2 2 0 2 2|4

Sabemos que |A| = 0, luego tenemos que buscar menores, y encon-

tramos el siguiente:



47

1 -1

0 9 =2 # 0 = Rango(4) = 2.

En la matriz ampliada A vemos que tiene dos filas iguales, y por tan-
to, no puede tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos
encontramos con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A4) = 2 =RangoA <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:
Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos

despreciar la tercera de las ecuaciones, pues seria combinacién lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

{:c— y+ z= 0 :>{x— y+ z= 0 N

204 2z= 4 y+ 2= 2

 u— _, r= 2(1-2X)
{ yo 2 . Y= 27X
vy= z= A

Problema 69 Analizar la compatibilidad del sistema de ecuacuiones:

z+ y+ az= 1
20— y+ z2z= 1
3z+ ay+ z= 2

y resolverlo en el caso de que tenga infinitas soluciones. Solucion

1 1 a|l
A=1]12 -1 1|1
3 a 1|2

Tenemos que |A| = 2a(a + 1), y si hacemos |[A| = 0 obtenemos los valores
a = —1ya =0, que seran los tinicos valores que anulan el determinate de A.

Sia# —1ya#0= |Al # 0 =Rango(4) =Rango(4A) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema es Compatible Determinado.

Si a = —1, como |A| = 0 buscamos menores de orden 2, y nos encotra-
mos
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; _1 = —3 # 0 =Rango(A) = 2.
Y por otra parte si
1 1 —-111
A= 2 -1 11
3 -1 112

Buscamos menores de orden 3 y encontramos

1 11

2 —1 1|=-1%#0=Rango(4) =3.

3 -1 2
Luego si @ = —1 =>Rango(4) #RangoA = El sistema es Incompati-
ble.

Si a =0, como |A| = 0 buscamos menores de orden 2, y nos encotramos

; _1 = —3 # 0 =Rango(A) = 2.
Y por otra parte si
1 1 0|1
A=]12 -1 1|1
3 0 12

Buscamos menores de orden 3 que sean distintos de cero y comprobamos
que

1 1
1Ay = |A] =0, |As]=]2 -1 1|=0
3 2

S ==

|As| =

= = O

1
1|1=0
2

W N =

01 1
1 1]=0, |[A4=] -1
1 2 0

No hay menores de orden 3 distintos de cero, y si buscamos de orden 2 tene-

mos el mismo que encontramos anteriormente para A, y el Rango(A4) = 2.

Luego si a = 0 =>Rango(A4) =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas y el sistema
es Compatible Ideterminado.

Resolvemos en este caso:

Por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacion del sistema y
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nos queda:
2—A
r=—"
{%— phoa= 1) y=—
z=A\
Problema 70 Dado el sistema de ecuaciones
ax+ 2y+ 6z = 0
20+ ay+ 4z = 2

22+ ay+ 6z= a—2
1. Discute el sistema segun los valores de a.

2. Resolver el sistema para a = 2.

Solucion

N O

A=

NN
ISEERSIN )
[ =)

a—2

Al =20> -8=0=—=0a=2 a= -2

Sia#2ya#—-2= |A] # 0 =Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de
incognitas, y en este caso se trata de un sistema Compatible Determi-

nado.
Sia=-—2:
-2 2 6| 0
A= 2 -2 4] 2
2 -2 6|4
Sabemos en este caso que |A| = 0, y buscando menores, encontramos
que _; Z | =20 # 0 = Rango(4) = 2.
26 0
Mientras que por otro lado tenemos que| —2 4 2 | = —128 #
-2 6 —4

0 = Rango(A) = 3.
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Como Rango(A) #Rango(A), en este caso el sistema seria Incompati-

ble.
Sia=2:

2 2 610

A=1]2 2 4|2
2 2 610
. . . 12 6

Como la primera fila y la tercera son iguales, y ademas 9 4 ‘ =
—4#0=
Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n° de incégnitas, luego

eneste caso se trata de un sistema Compatible Indeterminado.

2. Por el menor elegido en el apartado anterior podemos eliminar la ter-
cera ecuacion, después de hacer la sustitucion a = 2, y nos queda:

26 +2y+62=0 xi 3;>\
20+ 2y +42=2 z: 4

Problema 71 Estudia, sgin los valores de m, y resuelve cuando sea posible
el sistema de ecuacuiones:

z+ 2y+ 3z2= 1
z+ my+ 3z= 3
y— 6z= 0
3y— = 2
Solucién
1 2 3|1
— 1 m 3|3
A= 0 1 —-610
0 3 —-1]2

El rango de A no puede cuatro, ya que sélo hay tres incégnitas. Entre los
menores encontramos

12 3
01 —6|=17+£0
03 -1

Luego Rango(A) = 3, independientemente del valor de m.
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Ahora estudiamos el rango de A; vamos a calcular el determinante de A

1 2 31 1 2 31
1 m 33 0 m—2 0 2
0 1 6o mE-R= | 6 o|="12m+58=0
0 3 -1 2 0 3 -1 2
B
m=—
6

2 _
Sim # €9 —Rango(A) = 3 #Rango(A) = 4 en este caso se trata de

un Sistema Incompatible.

2
Sim = Eg —>Rango(A) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas, luego el

sistema es Compatible Determinado y, por tanto, tiene solucién tnica.

Por el menor elegido en A, podemos eliminar la segunda ecuacién

13
T=——
17
z+ 2y+ 3z= 1
12
y— 6bz= 0 = y:1—7
Jy— z= 2
2
z=—
17

Problema 72 Un almacenista dispone de tres tipos de café: el A, a 980
ptas/kg; el B, a 875 ptas/kg; y el C, a 950 ptas/kg.

Desea hacer una mezcla con los tres tipos de café, para suministrar un
pedido de 1050 kg a un precio de 940 ptas/kg.

. Cuantos kilos de cada tipo de café debe de mezclar, sabiendo que debe
poner del tercer tipo el doble de lo que ponga al primero y del segundo
juntos?.

Solucion:

Sea z la cantidad de café de tipo A.
Sea x la cantidad de café de tipo B.
Sea x la cantidad de café de tipo C.

z+y+2z=1050 T+ y+ z= 1050
z=2(z+y) = 2x+ 2y— z = 0
980x + 875y + 950z = 987000 980x+ 875y+ 950z 987000
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Sistema que tiene por solucién:

x =400, y =300, z=350

Problema 73 Considera la matriz:
1 2 1
A= A2 1 0
01 X

1. Halla los valores de A para los que la matriz A no tiene inversa.

2. Tomando A = 1, resuelve la ecuaciéon matricial:

T 0
A y |=120
z 0

Solucion

1. Una matriz A tiene inversa si su determinante es distinto de cero,
|A| # 0 y reciprocamente.

1 2 1
A=A 1 0|==-2224+22=-2\A-1)=0=)1=0, \=1
01 A
Es decir, para estos dos valores A = 0 y A = 1, el determinante de
la matriz A es cero y por tanto la matriz A no tiene inversa.

Para que la matriz A tenga inversa tiene que ser A0y XA # 1

2. Si A =1, por el apartado anterior tendriamos que |A| = 0. Calculamos
el rango de A que debera de ser menor de 3.

1 2 1 11
1 1 0 | tiene un menor 0 1l= 1#£0
011

Por tanto, Rango A = 2 <n° de incégnitas = el sistema es compa-
tible indeterminado, ya que es un sistema homogeneo, y por el menor
escogido podemos despreciar la primera ecuacién; quedara el sistema
siguiente:

—
8
+
NSNS
o
——
8
+
<
Il
o
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Si llamamos z =t tenemos y = —t y x = t, es decir, la solucién serfa:
T = t
y= —t
z = t

Problema 74 Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A% =
2A 4+ I, donde I es la matriz identidad.

1. Demostrar que A admite inversa, y obtenerla en funcién de A.

2. Dada la matriz B = 1 ﬁm 1 —1m ), halla para que valores de m

se verifica que B? = 2B + I, y para esos valores escribir la matriz
inversa de B

Solucion:

1. Tenemos que A2 =24+ = A2 24 =1=—= (A-2)A=1 =
At =A-2I

2. Calculamos B2
B2 _ 14+m 1 [ 1+m 1 B
- 1 1—m 1 1—m |

[ A4+ m)r+1 2
N 2 (1-m)?+1

Como B? = 2B + I tendremos

<(1+m)2+1 2 >:<2(1+m) 2 >+

2 (1-m)?+1 2 2(1 —m)
10\ [201+m)+1 2
+<0 1)‘( 2 2(1—m)+1>:>
(1+m)?2+1=2(1+m)+1 . m2+2m+2= 2m+3
(1-m)P2+1=2(1-m)+1 m?—2m+2= —-2m+3

=1
:>{m2 — m =+l
m- =1

Para m = 1 tenemos: B =

Il
VR
—= O
\

N —
~

1 ~1
)= o
1
2

2
1
0
Para m = —1 tenemos: B = 1
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Problema 75 Resuelve si es posible, la siguiente ecuacién matricial:

1 2 3 0 0
14 4 1-X=|01
-1 0 -2 01

Solucion:

Estamos ante una ecuacién matricial de la forma AX = B = A 1AX =
A7'B = X = A~!B, esto quiere decir, que podremos encontrar X siempre
que exista A71. Como |A| = 0 resulta que A no puede tener inversa y, por
tanto, la ecuacién matricial no tiene solucion.

Problema 76 Dadas las matrices:

31 -1 2 3 -1
1. Resolver la ecuacion matricial XA — B = XC.

2. Calcular la matriz X

Solucion:

. XA-B=XC= XA—-XC=B= X(A-C)=B =

XA-0)(A-C)'=BA-0C)'=X=BA-CO)"L

31 3 —1 0 2
2.4-C= 20>_<1 2>:<1—2)

4 -1 2 11 0 -1
X =B(4-0C) :< 11)(1/2 0>:<3/2 1)

Problema 77 Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos
sabiendo que hace 14 afios la edad de la madre era 5 veces la suma de las
edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos la edad de la
madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y
que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendra 42 anos.

Solucién:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

x—14= 5( y+z—28) r— by— 5Hz+ 126=0
x4+ 10 = y+24+20 = <¢ z— y— z— 10=0
r—42 = y—z x— y+ 22— 42=0
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Multiplicamos la 2% ecuacién por —5 y la sumamos a la 1?:

= 4z 4+ 176 =0=2x=44

r— dy— 5z+ 126=0
—5z+ Sy+ 5Hz+ 50=0

Ahora por simple sustitucién en la 2% y la 3% nos quedaria:

y+z= 34 y=18
{y—z: 2 :>{z:16

Problema 78 Discutir la existencia de soluciones del siguiente sistema segin
valores del pardmetro «. Resolver, si es posible, para a = 10.

2¢ +y —z =1
r 2y +z =3
5 =95y +2z =«

Solucion:
2 1 -1 2 1 —-1|1
A= 1 -2 1 A=]11 -2 1|3
5 —5H 2 5 =5 2|«

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de o que anulan el determinante
de A.

1

? 5| = —5 # 0 = Rango(A) = 2.

Tenemos que |A| =0, y como

Ahora analizamos el rango de A para diferentes valores de . Los deter-
minantes que se pueden obtener, a parte del de A, son los siguientes:

1 1
1 -2 3|=80—a=0=a=10
5 -5 «

2 -1 1
1 1 3|=3a-30=0=a=10
)

1 -1 1
-2 1 3|=10—a=0=—=a=10
) 2 «

Luego si a # 10 = Rango(A) = 3 = Rango(A) # Rango(A), y por
tanto, el sistema es incompatible.

Si @« = 10 = Rango(A) = 2 = Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
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incognitas, y por tanto, el sistema es compatible indeterminado. Vamos a
resolver el sistema en este caso.

Por el menor elegido sabemos que las dos primeras ecuaciones son linealmen-
te independientes, y por tanto, se puede despreciar la tercera. El sistema
seria el siguiente:

5+t

B 5
22+ y —z =1 . 20+ y =1+z2 . 543t
z— 2y 4z =3 rz— 2y =3—-z2 Y= 5

z = t

Problema 79 Discutir segun el valor del parametro real a el sistema lineal

ar+ Y+ z= 2
T+ y+ az= 2
—ax —Z = —a

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucién:
a 1 1
Sea la matriz A = 1 1 a
—a 0 -1
1 2
y la matriz ampliada A = 1 2
—a 0 —a

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

a 1 1
11 al|l=1-ad>=0=a==1
—a 0 -1

e Si a # +1 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
-1 1 1 -1 1 1|2
e Paraa=-1: A= 11 -1 |yA= 11 11]2
1 0 -1 1 0 —-1]|1
. 11
Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor Lol = -1 +#0
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y por tanto, el Rango(A) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
un menor de orden 3 y distinto de cero:

1 1 2
1 -1 2 |=-2%#0y el Rango(4) = 3.
0 -1 1

Concluyendo:

Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 = El sistema es Incompatible.

1 1 1 1 1 1 2
Paraa=1: A= 11 1 |yA= 11 1] 2
-1 0 -1 -1 0 —-1|-1

Sabemos que |A| = 0, luego tenemos que buscar menores, y encon-

tramos el siguiente:

=1%# 0= Rango(4) = 2.

11
-1 0

En la matriz ampliada A vemos que tiene dos filas iguales, y por tan-
to, no puede tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos
encontramos con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A4) = 2 =RangoA <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:
Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos

despreciar la primera de las ecuaciones, pues seria combinacién lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

r +y+ z= 2 T+ + z= 2
—x — z= -1 T + z= 1
= 1-—X\
T+ y= 2 —z
x =1 —z
z = A
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1. Halla los valores de k para los que la matriz A - B tiene inversa.

2. Halla los valores de k para los que la matriz B - A tiene inversa.

Solucion

1. Primero calculamos el producto de A - B:

1 0 k 0 -1
A-B=| 2 k (?2‘5): 3k k —2+2k
01 1 1 2
Ahora calculamos el determinanate:
k0 —1
|A-B|=|3k k —2+2k|=2k>-3k—(—k+k(-2+2k))=0
1 1 2

Independientemente del valor de k, luego A - B no tiene inversa, sea
cual sea el valor de k.

2. Primero calculamos el producto de B - A:

E 0 —1
B'A_<1 1 2)'

Ahora calculamos el determinanate:

10
2 k
01

[k -1
"\ 3 k+2

koo -1 = k> +2k+3

|B'A‘:‘ 3 k+2

Esta expresién no se anula nunca, luego siempre existird inversa de
B - A, sea cual sea el valor de k.

Problema 81 Se consideran las matrices

0
M=|0
1

o = O

1
0 | N=
0

< 8 O
O = O
S O =

1. Determinar x e y para que MN = NM

2. Calcular 2000 y pp2001
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Solucion:

1. Determinar x e y para que MN = NM

o
—_

0 0
01
10

e R R

=]
—_

o O

N~———— O R O
—N— K
< R
[l
—= O

2. Calcular A/2000 5 2001

Para calcular estas potencias multiplicamos sucesivamente M hasta
que los resultados se repitan:

00 1
M=|010
100
00 1 00 1 100
M*=]101 0 01 0|=]l010]|=I
1 00 1 00 00 1
M3=M?> M=I,-M=M
MA=M3 M=M -M=M>=1Is
En general:

M"™ = M sin es impar => M2l = M.
M™ =I5 si n es par = M?000 = J;.

Problema 82 Sea M una matriz real cuadrada de orden n que verifica la

identidad M? — 2M = 3I, donde I denota la matriz identidad de orden n.
Se pide:

1. Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo, expresa
M~! en términos de M e I.

2. Expresar M3 como combinacién lineal de M e I.
3. Hallar todas las matrices de la forma M = ( cg 2 > que verifican la

identidad del enunciado.
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Solucion:

1. Tenemos M? —2M = 3] = (M —2I)M = 3] = 3(M —2I)M =
I = M~'={(M-2I)

2. Tenemos M2 —2M = 3] = M? =3I +2M
Por otra parte M3 = M? .- M = (3] +2M)M = 3I - M + 2M?, si
volvemos a sustituir M? nos queda:

M3 =3I-M+2(3] +2M) =3M + 61 +4M = TM + 61

3. Primero calculamos M?:
> _ar (@ b\ [a b)) _ a’+b*>  2ab
M_MM_<b a)(b a>_< 2ab  a® + b?
Sustituimos en la expresiéon:
M2_9M = 3] — a® + b? 2ab _of @ b _3 10
a 2ab  a® + b? b a | 0 1
a?+b*—2a 2ab-2b \ (30 . a?+b*—2a =3
2ab—2b  a®>+b*—-2a /] \ 0 3 2b(a—1) =0

Si b = 0 en la segunda ecuacién, al sustituir este resultado en la primera
obtendremos dos valores de a, que serian los resultados de la ecuacién

a? —2a —3 =0, es decir, a = 3 y a = —1. Las matrices M obtenidas
serian:
3 0 -1 0
M = :
(58) (%)
Si a = 1 en la segunda ecuacion, al sustituir este resultado en la
primera obtendremos dos valores de b, que serian los resultados de la
ecuacién b? = 4, es decir, b = 2 y b = —2. Las matrices M obtenidas
serian:

we(21) (1)

Problema 83 Luis, Juan y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Juan: Si
yo te doy la tercera parte del dinero que tengo, los tres tendremos la misma
cantidad.

Calcular lo que tienen cada uno de ellos sabiendo que entre los tres retinen
60 euros.

Solucion:
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Sean z, y, z el dinero de Luis, Juan y Oscar, respectivamente.

2£:y+§22 r— 3y = 0 xr =30
3 S = e 32= 0 =—{ y=10

Problema 84 Cuatro colegiales llamados Luis, Javier, Enrique y Fermin
se juntan en el recreo para intercambiar cromos. Fermin tiene cinco cromos
més que Luis y Javier juntos, Enrique tiene el doble de cromos que Javier,
y Javier tiene 90 cromos menos que Fermin y Enrique juntos. Calcula los
cromos que tienen entre los cuatro.

Solucién:
Sea x los cromos de Luis, y los cromos de Javier, z los cromos de Enrique,
y h los cromos de Fermin.

h=5+z+y T+ oy —h= -5
z =2y - 29— =z = 0
y+90=h+z y— z —h= —-90

Multiplicamos la 3% ecuaciéon por —2 y la sumamos a la 2% nos queda

z+ oy —h= -5 T+ oy —h= -5
20— =z = 0 = 2y— z = 0
— 2y+ 2z +2h= 180 z +2h = 180

Y si ahora sumamos la primera y la tercera nos queda x +y + 2z + h = 175
que es lo que nos pedia el problema.

Problema 85 Discutir segin el valor del pardmetro real A el sistema lineal

z+ y+ z= 1
z+ 2y+ 3z= 3
3z+ 4dy+ Az= A

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucién:
11 1 11 11
SealamatrizA=| 1 2 3 |ylamatrizampliadaA=| 1 2 3|3
3 4 A 34 M| A
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Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

1
A= 1
3

~ N =

1
A

e Si A # 5 = Rango(A) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
1 11 1 1 1|1
eParal=5: A= 12 3 |yA=|1 2 3|3
3 4 5 3 4 515
[ 11
Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor L 2| = 1#0y

por tanto, el Rango(A) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
dos columnas iguales, la dltima y la pentltima, y por tanto, no puede
tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos encontramos
con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A4) = 2 =Rango(A4) <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:
Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos

despreciar la tercera de las ecuaciones, pues seria combinacion lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

x+ y+ z= 1 + y= 1 -z N
z+ 2y+ 3z= 3 z+ 2y= 3 -3z
r= —14+ h
y= 2— 2h
z = h

Problema 86 Dada la matriz:

-(21)

1. Calcular 3A - A' — 21, siendo I la matriz identidad de orden 2.
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2. Resolver la siguiente igualdad matricial:

2 0
A'X_<0 1)

Soluciéon

1. La matriz A = ( i’ 9 > por lo que tenemos lo siguiente:
31 30 10 28 6
t —_ — . - =
saer=s(§4)(30)2(0 1) =(% )
31 1
2. Tenemos que |A| = 0 92| = 6 # 0 = 3JA~'. El hecho de que A
tenga inversa nos permite resolver la ecuacion matricial de la siguiente
manera:
(20 1 -1 ( 20
A~X—<01>:>A A-X=A <01>:>

(20
x=a(37)

25
o1 Adiay _\0 3 ) ( 1/3 —1/6>

Al 6 - 0 1/2

Calculamos A~ 1:

Sustituimos en la ecuacién:

(20 1/3 —1/6 2 0 2/3 —1/6
X=4 (o 1>:< 0 1/2)’(0 1>:< 0 1/2)

Problema 87 Determinar para que valores de x tiene inversa la matriz:

8 O

A=

O O =
8 8 &

y hallala en funcién de x

Solucion:
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e Una matriz tiene inversa si su determinante es distinto de cero, veamos
los valores de x que anulan el determinante de A:

0

x

1
|A| = 0 = 2°=0=2=0
0

8 8 8

8

En conclusién, la matriz A tiene inversa siempre que x # 0.

e Calculamos A~1

0 z —x

Adj 10 0

_ . Adj(AY) r x

At =A"1= = _
|A| —22?
0 —z = o L _1
222 2?2 2 2
0 —x —=x 1 _% _%
N —272 N

1 1
0 2z 2x

Problema 88 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(m+2)z+ (m—1)y— z=3
mx— y+ z2=2
T+ my— z=1

1. (1 punto) Resolverlo para m = 1.
2. (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

1. Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

N ]
Il
NN w

3z+ z=3
T— Y+ z2=2 =
z+ y— z=1

(m+2)z+ (m—1)y— 2=3
mr— y+ z=2
T+ my— z=1
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m+2 m—-—1 -1 m+2 m—-1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1
1 m -1 1 m -1 1
m+2 m-—1 -1
|Al=| m -1 1|=-m(m+1)
1 m -1
m=20
—m(m+1)—0:>{m:_1

e Cuando m # 0y m # —1 = |A| # 0 = RangoA =RangoA =
3 =n° de incdgnitas, luego en este caso el sistema es compatible

determinado.
e Cuandom =0 = |A| =0, y como el menor (2) :i =-2+#0
tenemos que Rango(A4) = 2
2 -1 -1 3
A=10 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=-1%# 0= Rango(A) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A4) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso el sistema es incompatible.

e Cuando m = —1 = |A| = 0, y como el menor

—3 # 0 tenemos que Rango(A) = 2

1 -2 1 3
A= -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
-2 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=1# 0= Rango(4) =3
-1 -1 1

En conclusién, cuando m = —1 = Rango(4) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso también el sistema es incompatible.

Problema 89 Comprobar, aplicando las propiedades de los determinantes,
la identidad:
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a’> ab b?
20 a+b 2b|=(a—0b)>

1 1 1
Solucion:
a? ab b2 a? ab — a? b2 — a2 b_a? B _ a2
20 a+b 2b|=|2a a+b—2a 2b—2a |= a a @ =
) ) ] ) 0 0 —a+b 2b—2a
alb—a b—a)b+a a b+a
%—a) | 2@¥¢w )|:(b_@2 1 |= @D ab) = (b

Problema 90 Encontrar un nimero real A # 0, y todas las matrices B de
dimension 2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

(3 0)-m(58)
(a3 )-(ru)(58)

{ A +3y= 3x+9y :>{ A=3)x=0

Solucion:

y= 3y y=0

Az+3h= 3z2+9h N (A=3)z=0

En conclusion, A = 3 y & y z pueden ser cualquier valor que no cumpla

r=2z=0.
z 0

Problema 91 Sean las matrices:

1 0 -1 1 0 2
A=| -1 0 2 |; B=| -1 10
01 0 1 0 3

1. Calcular A™!

2. Resolver la ecuacién matricial AX = BA.
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Solucion

2. AX=BA=— A"1AX =A"1BA— X =A"1BA =
X = A~1BA Por tanto:

210 1 0 2 1 0 -1
X=]1001 -1 1 0 -1 0 2| =
1 10 1 0 3 01 0

0 4 1
X = 1 3 -1
-1 2 2

Problema 92 Sea la matriz

2 =3
Para cada nimero real A definimos B = A — AI, donde I denota la matriz

identidad 2 x 2.

1. Hallar los valores de A que hacen que el determinante de B sea nulo.

2. Resolver el sistema B ( Zj ) = ( 8

> para los diferentes valores de

Solucion:
2 -3 10 2—A -3
coan= (23 (1) =(*) L)

IBl=0= (2-)A)-(—2—-A) = (-3)=0= XN ~-1=0= A= =#1

2.8 A=1:B= 1 :g ) = rango(B) = 1 El sistema seria compa-

tible indeterminado.

x — 3y = 0 = x = 3y Las soluciones serian de la forma: { w i 3t
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3. SiA=-1:B= ?1) :i) ) — rango(B) = 1 El sistema seria com-

patible indeterminado.
3z — 3y = 0 = x = y Las soluciones serian de la forma: {

Problema 93 Discutir seguin el valor del pardmetro real a el sistema lineal

ar+ Ty+ 20z= 1
ar+ 8y+ 23z= 1
r— az= 1

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a 7 20 a 7 20

Al=]a 8 23|=|0 1 3 |=-a?>+21-20=1-a?
1 0 —a 1 0 —a

Al =0=a==1

e Sia # +1 = rango(A) = 3 = rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
-1 7 20 |1 -1 7 20 |1
e Paraa=—1: -1 8 23|11 | = 01 3|0 |=
1 0 11 0 7 2112

20 | 1
— Sistema incompatible.

o

o~
[SV)
o

[en}
oo

2011

1 7 201 1 7 201
e Paraa=1: 2|1 |=10 1 310 | =
0
( — Compatible indeterminado.

o~
wo
o
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Soluciones paraa =1: z=t, y=—-3t, e =1—-7-(=3t) =20t =1+ ¢.

r= 14+t
y= -3t
2=t
0 a O 100
Problema 94 Dadas las matricecs A=| 0 0 a |els=] 0 1 0 |,
0 00 0 0 1

se pide:

1. Hallar A™ para todo entero positivo n.

2. Calcular, si existe, la inversa de la matrtiz A y la de la matriz I35 + A.

Solucion:

1. Calculamos las potencias de A:

0 a 0 0 0 a?
A'=10 0 a |; A2=]0 0 0
0 0 O 0 0 O
0 00 0 00
A=1000];4=]100 0
0 00 0 00
Es decir:
0 a O
0 0 a st n=1
0 0O
0 0 a?
A" = 0 0 O st n=2
0 0 O
0 00
0 0 O st n>3
0 00
2.
0 a O
|Al=10 0 a|=0
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Es decir, para cualquier valor de a se cumple que |A| = 0, y por tanto
A no tiene inversa. Por otro lado:

’A—i—[g,’: :>‘A+Ig‘:1

O O =
S = Q
— Q O

[N

Es decir, para cualquier valor de a se cumple que |A + I3| # 0, y por

tanto tiene inversa:

1 a O ! 1 —a a?
01 a = 0 1 —a
0 0 1 0 0 1

Problema 95 Calcular el rango de la matriz A segiin los diferentes valores
del parametro real a:

B
I

|
[
o

|
[
w

Soluciodn:

2 0 a 2
A= -1 0 -1 3
5 a+4 -4 -3

Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz
como mucho serd 3. Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2

A= -1 0 -1 Ay =1 -1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3

2 a 2 0 a 2

Az =] -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:

A1 =—(a+4)(a—2)=0= a=-4a=2
|A2] =8(a+4)=0—= a=—-4

|As| =124 +48=0= a=—4

|A4l = (a+4)(3a+2) =0 = a=—4 a = —2 El tinico valor de a que anu-
la todos los determinantes es a = —4. Ademas tenemos que 1 g # 0.

Por tanto podemos concluir de la siguiente manera:
Sia=—4el rango de A es 2
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Sia# —4elrango de A es 3

Problema 96 Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, depen-
diente del parametro real a:
T— Yy = 2
arx+ y+ 2z= 0
rz— y+ az= 1

Se pide:
1. (1,5 puntos) Discutir el sistema segtin los diferentes valores del parametro
a.
2. (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.

3. (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

1. Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 2
A= a 1 2 A= a 1 20
1 -1 a 1 -1 a 1

Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=|a 1 2|=d*+a=0=0a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0y a # —1 tendrfamos que Rango(A) = Rango(A) =
3 = n° de incognitas; el sistema seria compatible determinado.

Sia=0:
1 -1 0
e Tenemos A=| 0 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 -1
0 1 # 0 = Rango(A) =2
1 -1 0 2
e Tenemos A= | 0 1 2 0 | donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
0 1 0|=-1%#0= Rango(4)=3
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e En conclusién si a = 0 el sistema seria incompatible.

2. Sia=-1:
1 -1 0
e Tenemos A= | —1 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0 = Rango(A) =2
1 -1 0 2
e Tenemos A= | —1 1 2 0 | donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
1 -1 2 1 0 2 -1 0 2
-1 1 0]|=0 -1 2 0|=0 1 2 0]=0
1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1

Es decir, Rango(A) = 2.

e En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incognitas = El sistema es compatible indeterminado.

3. Si a = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es
compatible indeterminado, resolvemos:

T— = 2
—z+ y+ 2z= 0
z— y— =z= 1

Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos
y = A tendriamos el resultado:

= 24+ A
Yy = A
z= 1

4. Si a = 2 ya hemos comprobado que el sistema seria compatible deter-
minado, resolvemos:

T— Yy = 2
2r+ y+ 2z=
z— y+ 2z= 1

Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = -1 —>
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1 r— y= 2 z .
y = 2:>{2a;+ y= 1 :>{ 1 Es decir:
T = 1
y= -1
1
z= —=
2

Problema 97 Dadas las matrices

120 11 2
A=|lo0 12|, B=|11 -1
02 3 01 3

1. Determinar la matriz inversa de B.

2. Determinar una matriz X tal que A =B - X.

Solucién:
1.
4/3 —1/3 -1
Bl=| -1 1 1
1/3 —1/3 0

2. A=BX = B 'A=B'BX = B '4=X
4/3 -1/3 -1 120 4/3 1/3 —11/3
X = -1 1 11012 |= -1 1 5
1/3 —=1/3 0 0 2 3 1/3 1/3 —-2/3
Problema 98 Se pide:

0

1. Si A es una matriz tal que A% = ( 0 0

), jcudl es el valor del
determinante de A?

2. Calcular un ntimero k tal que:

() ()-8

Solucion:
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1. |A%| = |A-A| = |A|-|A] =0 = |A] =0

2' ()= (-0t ) -

[ K> —6k+5 8k—1)\ [0 0
- 2—-2k k*+2k-3 ) \0 0

Tenemos que:

k> —6k+5=0
8(k—1)=0 B
22k =0 — k=1
k2 42k —3=0

Problema 99 .
1. Discutir segun los valores del pardmetro real X el sistema

Ax+ 3y+ z= A
z+ Ay+ Az= 1
r+ y— z= 1

2. Resolver el sistema anterior en el caso A = 2

Solucion:

A
1
1

A
A=| 1
1

— > W
el

Al = 2X2 +220+4=0=X1=2, A=-1

SiA#2y A# —1=|A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 =n° de
incégnitas = Sistema Compatible Determinado.

SiA=2:
2 3 12
A= 1 2 1
1 1 —-1]1

Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la se-

gunda, y teniendo en cuenta que =1 # 0, podemos concluir

1 2

en este caso:
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Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n° de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado

SiA=2:
-1 3 1] -1
A= 1 -1 -1 1
1 1 -1 1

Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la
primera y la cuarta son iguales y la tercera esta multiplicada por —1.
3

_1 = —4 # 0, podemos concluir en

Si tenemos en cuenta que

este caso:

Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n° de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado.

22+ 3y+ 2= 2 . 2c+ 3y= 2— =z
z4+ 2y+ 2z2= 1 z+ 2y= 1-— 2z

= 144t
— = —3t
z = t

Problema 100 1. Resolver el sistema de ecuaciones:

2.

z+ 2y+ 3z=1
27+ y— z2=2

Hallar dos constantes « y 3 de manera que al anadir al sistema anterior
una tercera ecuacion: bx + y + az = (3, el sistema resultante sea
compatible indeterminado.

Solucion:
1.
=1+t
z+ 2y+ 3z=1 z+ 2y =1- 3z 7
fr— f— _ ’
20+ y— z= 20+ y =2+ =z Z/——gt
z=1

2. Para que el sistema siga siendo compatible indeterminado esta tltima

ecuacién tiene que ser combinacion lineal de las dos anteriores, es decir,
si ponemos

1 2 3|1
2 1 —1]2
51 «alp
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a+2b=5

serfa a(1,2,3,1) +b(2,1,-1,2) = (5,1,¢,3) = { %+ b—1

a=-1,b=3—a=-6, =5
Problema 101 (2 puntos) Hallar una matriz X tal que:

A'XA=B

. 3 1 1 -1
51end0A—<_2 _1>, B—<2 1)

Solucion:
Primero resolvemos la ecuacién matricial:
A'XA=B=— XA=AB— X = ABA!

Ahora calculamos A~1:

. (Adjt(A)T 1 1
A7 = A :<—2—3>

Efectuamos el producto

xoanato (3 ) (1))
(%)

Problema 102 Dado el sistema de ecuaciones

(m—1)z+ y+ z= 3
mz+ (m—1)y+ 3z= 2m—1
T+ 2+ (m—2)z = 4

1. Discutirlo segun los distintos valores de m.

2. Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

1. Sea la matriz
m—1 1 1 3

A= m m—1 3 2m —1 —
1 2 m — 2 4
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= Al=(m—-2)(m+1)(m—4)=0=m=2, m=—-1, m=4

Sim#—1lym#2ym # 4 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =RangoA =n°
incégnitas luego en este caso el sistema serfa compatible determinado.

Si m = —1 tenemos
B -2 1 1 3 9 1
A= -1 =2 31-3 1, 1 o9 =5=#£0
1 2 -3 4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
para ello cogemos el determinate

1 1 3
—2 3 —3|=5#0
2 -3 4

Luego en este caso RangoA #RangoA = el sistema es incompatible.

Si m = 2 tenemos

) :_1#0

1 11
A=|[2 1 3
1 2 0

11
2 1

- W W

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
para ello cogemos el determinate

11
1 3 =440
2 0

- W W

Luego en este caso RangoA #RangoA = el sistema es incompatible.

Si m = 4 tenemos

— 3 1
A= L3 =540

)

— e W
N W =
N W
ISR GV

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A4,
que estd claro que es dos, ya que la tltima fila es la resta de las dos
anteriores.

Luego en este caso RangoA =RangoA = 2 <n° incégnitas= el siste-
ma es compatible indeterminado.
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2. Resolvemos este tiltimo caso. Por el menor que hemos escogido pode-
mos despreciar la tercera ecuacion.

3z+ y+ z2=3 3z+ y= 3— =z
de+ 3y+ 32=7 dx+ 3y= T— 3z y=




Capitulo 2

Problemas de Geometria

Problema 103 Se consideran las rectas:

z—1 Z—
T =y =
2 y —1
z+1
: =y—2=
s 3 Y z

1. Analizar en funcién de « la posicién relativa de las dos rectas.

2. Para o = 14 escribir la ecuacién del plano m que contiene a ambas
rectas.

3. Hallar la perpendicular comtun a las rectas s y ¢ siendo ¢ la siguiente
recta:

Solucién:

. P(10,0) .. | P(-1.2,0
T Sl m=0611)
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CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA

SN _
1. Vamos a ver para que valores de « los vectores v;, U3 y P.Ps son li-

nealmente independientes.

2 1 -1
3 1 ll=aa—14=0 = a=14
-2 -2 -«

Si « # 14 el determinante es distinto de cero, lo que quiere decir que
los tres vectores son linealmente independientes, y por tanto, las dos

rectas se cruzan.
1

2

3 1
quiere decir que v, y U son linealmente independientes, y por tanto,
ﬁ depende linealmente de v, y T3, en conclusién las rectas r y s se
cortan.

Si o = 14 el determinante es cero y como = —1 # 0 esto

el

h
. Replanteamos datos:
. Pt(()?OaO) . Ps(_17270> DD
" {v?zu,z,—z) a {@:@1,1) — B0

Veamos que posicién relativa tienen s y t:

1 1
1 2 -2|=-18# 0 = las dos rectas se cruzan.
1 -2 0

Tenemos que calcular la recta h perpendicular comtn a s y t, es decir,
una recta cuyo vector director vendria determinado por:

U, =TUs X Uf

- =

i j k
h=Ttsxv=| 3 1 1|=(-47,5)

1 2 -2
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Ahora hallamos el plano 7, que conteniendo a ¢ es perpendicular a la
recta s. Este plano y la recta s se cortaran en un punto Q.
Para construir m tenemos:

on = (—4,7,5) -4 1 z-0
n=(1,2-2) == 7 2 y-0|=0=
P(0,0,0) 5 =2 z—-0
r=-143A
T:8x+y+52=0; s:¢ y=2+2A
z=A
Ahora buscamos el punto de corte:
8(—1+3N)+(2+A)+5A=0 = A=1
r=-1+31
Luego el punto @ serd: ¢ y = 2—1—% Es decir: Q(—%,%,%)
o=l
, o Q=3549)
Tenemos por tanto: h —{ T = (—4,7.5)
Por lo que concluiremos:
a:——%—él-)\
h =2 +7-2
=1+5-A

Problema 104 Se considera la recta r cuyas ecuaciones paramétricas son:

= 2t
T y= t yelplanom: x+y+2—-1=0
z= 0

Determinar las coordenadas de un punto P perteneciente a la recta y cuya
distancia al plano 7 sea igual que su distancia al origen de coordenadas. ;Es
Unico este punto?. Contestar razonadamente.

Solucién:

LLamarfamos O(0,0,0) al origen de coordenadas, y P(x,y,z) a un punto
que por estar sobre la recta r tendria de coordenadas P(2t,t,0); aplicando
las formulas de distancia a un plano, y distancia a otro punto tendremos:

d(O,P) =/(2t)2 + 12 = V42 + 12 = t\/5
2t 14t 14011 264+t -1

VITTITT V3

d(P, )
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Como d(O, P) = d(P,n) = t/5 =B —

V3
Vo= 3 ==
{t\/g_ s :>t:3_i/ﬁ
V3 3+V15

Sustituyendo t en r se obtienen los puntos pedidos:

2 1 2 1
P : ,0) y P/ ; 0
<3—\/15 3—+15 )y (3—1-\/15 3+ V15 )
Esta claro que el punto no es unico, ya que como hemos visto son dos los
que cumplen la condicién del problema.

Problema 105 Se consideran las rectas r1 y o dadas por:

T = 3t

T+ — 2z= 0
T {2$_ 33"‘ L= 1 ro =: y= 1— 2t
z= 2+ t

Encontrar la ecuacién del plano que contiene a r1 y al punto de interseccion
dergconelplanonr =z —-3y—2z4+7=0

Solucién

Hallamos el punto de corte entre @ y re por simple sustitucién, es decir,
3t—3(1—-2t)—2(24+t)+7=0 = t =0y sustituyendo ahora este valor
en ry obtendriamos el punto P(0, 1, 2).

Ahora vamos a pasar la recta r1 a paramétricas:

- z+ y— 22=0 N 4+ y= 2t N
L) 22— 3y+ z=1 2r— 3y= 1-—t

20 + 2y = 4t _ _ht—1
{2x—3y: 1_¢ = Hy=56t—1= y = 5
5t—1 5t+4+1
! 5 5
Nos quedaria:
r= +t
? w=(1,1,1)

T y= —z +t T Pl—l())

5 = ¢ r\5> 7 5

Calculamos ahora PP = (0-114+%,2-0)=(-1%282).

El plano buscado lo obtendriamos con los siguientes datos:

P(0,1,2)
7 =(1,1,1)
ﬁ) = (_lv %72)

5
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=4z —-1ly+72—-3=0

e T
DO o=
n e 8
N = O

Problema 106 Sean r la recta determinada por los puntos A(1,0,—1) y
B(1,—1,-1) y s la recta de ecuaciones: 232 = ¢ = 2
Se pide:

2 3°

1. Su posicién relativa.

2. Hallar, si existe, una recta que pase por el punto C' = (1,2,4) y que
corte a las rectas r y s.

Solucion:

1. La recta r pasa por los puntos A y B, para construirla calculamos el
vector director de ella @, = AD = (0,—1,0)

Vamos a escribir las dos rectas en forma paramétrica:

rz=1 =3+ 2\
r:¢ y=—-1-—t s:49 y=0>5A
Zz = — Z:?))\

Los vectores directores de ambas rectas no son paralelos, @, = (0, —1,0)
y us = (2,5,3). Lo que quiere decir que, o bien se cortan o bien se
cruzan. Vamos a resolverlo mediante un sistema:

3+22 =1 (1)

b5A=—-1—t (2) ; Despejando A de (1) y (3) tenemos:

3N=—1 (3)

De(l) = A=-1

De (3) = A=-—

Ll

Como los dos valores de A son diferentes, concluimos con que las dos
rectas se cruzan.

2. Si construimos el plano m; determinado por la recta r y el punto C, y
construimos el plano 7o determinado por la recta s y el punto C'. Por
tanto, la recta pedida seria la interseccién de estos dos planos.

e Calculamos 7:



84 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA

e Calculamos mo:

T | D 2 Y =0 = m:x—y+2—3=0

Ahora resolvemos el sistema formado por ambos planos, para compro-
bar que se trata de una recta:

v-1=0 — =t = xi£2+>\
z—y+2—-3=0 y=x+2z2—3 y=
z=A
Que seria la recta que nos piden.

Problema 107 Se consideran las cénicas C7 y Cy cuyas ecuaciones carte-
sianas son:

Ch: 922 +16y> =144 ; Co: 922 — 16y> = 144

1. Identificar C y Cy. Especificar, para cada una de ellas, sus elementos
caracteristicos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si existen).

2. Hallar una ecuacién cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta
hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de la conica Cf.

Solucion:

2 2 2 2
LG9 +16y° = M4 = i+ i =1= F+% =1 Es

decir, se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor
a = 4 y semieje menor b = 3.

Por la igualdad fundamental tenemos que b? + ¢ = o> = ¢ =
Va2 — b2 =16 — 9 = V7.
Su excentricidad serd: e = ¢ = %.

Podemos concluir:
e Focos: F'(—/7,0) F(V/7,0)
e Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)
e Excentricidad: e = g

e Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.
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. 2 2 2 2 . 2 2 o
Cy @ 92° — 16y —1442@—1jiw—1:>%—g—2—1Es
decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.

Para calcular los focos a? +b> =2 = c=16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = g = %

Las pendientes de las asintotas serian: m = 2 =3ym = —2
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las

rectas buscadas serian:

_3
4

3 3
= — N = ——X
Yy 4 ) 4
Podemos concluir:
e Focos: (—5,0) (5,0)
o Vértices: (—4,0) (4,0)
e Excentricidad: e = %
e Asintotas:
3 3
= — . = ——X
Yy 4 Y

2. La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es x = ay? + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
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problema.
Como pasa por el vértice (—4,0),(0,3), (0, —3) por sustitucién ten-

dremos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
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—i= ¢ 4 4
= 9a+ 3b+ c :>c:—4,a:§yb:O:>:r:§y2—4
0= 9a— 3b+ ¢

Problema 108 Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la
recta r:

r=14+t , y=—-14+2t , 2=t

y es perpendicular al plano 7:

2 4+y—z=2

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:
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Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

= (1,2,1)
UNE U—Tr> (271a )
A( _170)
La ecuacién del plano vendra dada por:
1 2 x-1
2 1 y+1 |=0=m:z2—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 109 Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son tres vértices
consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

1. Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el area de dicho
paralelogramo.

2. Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

Solucion:

1. Los vectores que nos proporciona el problema son:AD = (1,1,1) y
BC = (-1,1,1).
Las coordenadas del punto que nos piden serdan D(xg, Yo, 20). Como
BC = AD — (=1,1,1) = (mo — 1,yo — 1,20 — 1) y por tanto zp =
0, yo = 2 zo = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del paralelogramo
viene dada por Area = |A—B) X B?\

- =

i 7 k
ABxBC=| 1 1

1|=1(0,-2,2) = Area = |A—B) X B?| =
-1 1 1
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=V224+22=2V2

2. Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AD y B

AB|=v1i+1+1=V3 |BC|=vi+1+1=V3

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo
puede ser o un cuadrado o un rombo, para diferenciarlo calculamos el

angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese dngulo

fuese 7 serfa un cuadrado, mientras que en caso contrario serfa un

rombo. Cogemos AB = (1,1,1) y AD = (—=1,1,1)

-14+1+1 1
T1ZT2 + Y1y2 + 2122 _ i+l _*:N"#g

COosS ¢ = = =
B+ V33 3

Luego se trata de un rombo.

Problema 110 Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la
recta r:
r=14+t , y=—14+2t , z=1

y es perpendicular al plano

2r+y—z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

. ’17;2(1,2,1) L B
T.{A(l,—l,()) Ty =(2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

,LT; = (17271)
T Uy =(2,1,-1)
A(l,—l,O)

La ecuacién del plano vendra dada por:

1 2 z-1
2 1l y+1 |=0=m:z—y+2—-2=0
1 -1 z



90 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA

Problema 111 Los puntos A(1,1,0), B(2,1,3), C(2,3, —1) son tres vértices
consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

1. Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el area de dicho
paralelogramo.

2. Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

Solucion:

1. Los vectores que nos proporciona el problema son:AD = (1,0,3) y
BC = (0,2, —4).
Las coordenadas del punto que nos piden serdan D(zg, 4o, z0). Como
BC = AD = (0,2,-4) = (zo—1,y0—1, z0) y por tanto zg = 1, yo =
3 zp = —4, el punto serd D(1,3,—4). El drea del paralelogramo viene
dada por Area = |AB x BC|

e

i j k
ABxBC=| 1 0 3|=(-6,4,2)= Area=|AB x BC| =
0 2 -4

= \/(-6)2 +42 + 22 =2V/14

2. Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AB y B

[AB|=vV1+0+9=V10 |BC|=+v0+4+16=+20

Es decir, los lados del paralelogramo no son iguales, y por tanto, sélo
queda por comprobar si es un rectangulo, para comprobarlo calculamos
el angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese dangulo
fuese 7 serfa un rectdngulo. Cogemos AB = (1,0,3) y AD = 0,2,—4)

T1T2 +Y1y2 + 2122 12 12 :>a7éz
Val+ui+ 2y ad g +23 VIOV V200 2

Cos&x =

no es rectangulo.

Problema 112 Determinar la posicion relativa de los planos:

m z— 2y+ 3z —4=0
Ty ! 20+ y+ =z +1=0
w3 —2x+ 4dy— 6z =0
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Solucién:
z— 2y+ 3z —4=
22+ y+ =z +1=0
—2x+ 4y— 6z =

Sean las matrices A y A siguientes:

1 -2 3 1 -2 —4
A= 2 1 1 A= 2 1 1 1
-2 4 —6 -2 4 —6

1 -2 3
Al=| 2 1 1|=0
-2 —6
1 -2
Pero podemos encontrar el menor 5 1|~ 5 # 0 = RangoA = 2

Calculamos ahora el rango de A, calculamos el determinante
1 -2 4
2 1 1 |=-40+# 0= RangoA = 3.
-2 40
En conclusién RangoA = 2 #RangoA = 3 y tendremos que compararlos dos
a dos; comparamos 7y y 73:

1 3 —4
ST 1T
Esto quiere decir que 71 y 3 son paralelos, y por tanto, my corta a los dos.
Problema 113 Probar que las rectas
r—3 y—2 z-1

T = =

2 1 2
g T— Y- z= 1
Tl 22— 2y+ z= -1

se cortan en un punto y calcular el angulo que forman.

Solucion:
Calculamos el vector director de la recta s:

i j ok
w=|1 -1 —1|=-3i—3j=(-3-3,0)=-3(1,1,0)
2 -2 1
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Calculamos un punto de s, para ello hacemos z = 0, y obtenemos P5(0,0,1).
En resumen, podemos escribir lo siguiente:

Como el rango de A es dos, ya que =1%# 0y ademss |A] = 0

== N

1
1

podemos concluir que RangoA =RangoA = 2, luego las dos rectas se cortan.

2-141-(=1)+2-1 3 V2 o
VAFT+4/1+14+0 3v2 2

COS x =

Problema 114 Hallar la ecuacién de los planos paralelos al plano 2z +y —
z = 2 y estén a una distancia d = 3 de él.

Solucién:

Sea el punto P(z,y,z), si este punto estd a una distancia d = 3 del plano
dado debe de cumplir que

120 +y —2z— 2|
V22 + 12+ (-1)

Obtendremos dos planos:
T 204y—2—2 = —3V6 = 224y—2—2+3V6 = 0 = 20+y—2+5.348469228 = 0
Ty 2o4y—2—2 = 3V6 = 224y—2—2—3V6 = 2z+y—2—9.348469228 = 0

Problema 115 Calcular una recta que sea perpendicular a las siguientes
rectas:
z—1 Y z+1
T == =
2 -1 1

s 2r—  y+ z=1
' r+ 2y— z=2

Solucion:

2
w =2 -1 1|=—i+3j+5k=(-1,35)
1
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Para encontrar un punto de la recta s hacemos:

La recta t que buscamos serd la intersecciéon de dos planos mp y me. Para
encontrarlos buscamos un vector que sea perpendicular a los dos vectores
directores de las rectas dadas, es decir, el producto vectorial de ambos vec-
tores

i j k
T=| 2 -1 1|=-8 —11j+5k= (-8 —11,5)
-1 3 5
T = (-8, — 7 = (—8,-11,5)
T us = (-1,3 ) w1 up = (2,-1,1)
P,(0,3,4) Py(1,0,-1)
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-8 -1 =x
m =] —11 3 y—3 |=—-70x—45y+132+83 =0
5) 5 z—4
-8 2 -1
m=| —11 -1 y =—6x+2y+142+20=0
b 1 z+41

La recta buscada sera:

b —70x— 45y+ 13z+ 83 =0
’ —6z+ 2y+ 1424+ 20=0

Problema 116 Determinar la posicion relativa de los planos:

m r— 2y+ 3z —4=0
o : 2+ y+ =z +1=0
w3 —3x+ y— 4z —-3=0

Solucidn:
1 -2 3 1 -2 3 —4
A= 2 1 1 A= 2 1 1 1
-3 1 —4 -3 1 -4 -3
Tenemos que |A| = 0 = Rango(A) = 2 ya que ; _1 =5#0
—2 3 —4
1 1 1|=30%£0
1 —4 3

En conclusién Rango(A4) = 2 #RangoA = 3, luego no hay soluciones
comunes para los tres plano, y tendremos que compararlos dos a dos:

1, -2
Comparamos m; con ma: 3 #* Bl luego estos dos planos se cortan.

1 -2
Comparamos m; con 73: 3 #* B luego estos dos planos se cortan.

2 1
Comparamos o con 73: 3 #* T luego estos dos planos se cortan.

En conclusién, los planos se cortan dos a dos.



95

Problema 117 Dadas las rectas

2 1 2
o T+ y— z= 1
) 22— 2y+ z= -1

estudiar su posicién en el espacio y calcular el dngulo que forman.
Solucién:

i j k
@W=|1 1 —1|=-i—3j—4dk=(-1,-3,—4)
-2 1
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P.(3,2,1) P,(0,0,-1)
Tomamos el vector w = P.P; = (—3,—-2,—-2)
2 1 2
A_(_f y _3) - -1 -3 -1
3 —2 -2

Tenemos que RangoA = 2 #RangoA = 3 = Las dos rectas se cruzan.

El dangulo que forman las dos rectas vendra dado por

u-u, |—2—-3-38| 13 V26
|- ws|  VA+T+4/1+9+16 3v26 6

cos o = 0, 8498365855 = v = 31, 80610002°

COS ¥ =

Problema 118 La recta

r= -2+ 3t
T = 4— 2t
z= —6+ bt

corta al planom; : x —y—2z=1enel punto Ayalplanom: z+y—2=0
en el punto B. Si O es el origen de coordenadas

1. Hallar el angulo entre los vectores OA y OB.
2. Hallar el drea del triangulo OAB

Solucién:

Calculo del punto A:

Sustituimos r en el plano 7 y nos queda

(—243t)—(4—2t)—2(—6+5t) = 1 = t = 1 y sustituyendo en r obtenemos:

r= -2+ 3
y= 4- 2 = A(1,2,-1)
z= —6+ 5

Calculo del punto B:
Sustituimos r en el plano m y nos queda
(—2+3t)—(4—2t)—(—6+5t) = 0 = t = 2 y sustituyendo en r obtenemos:

r= -2+ 6
y= 44— 4 = B(4,0,4)
z= —64+ 10
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1. Céleulo de OA:
OA =(1,2,—-1) — (0,0,0) = (1,2, —1)
Célculo de OB:
OB = (4,0,4) — (0,0,0) = (4,0,4)

Si « es el angulo que forman OA y OB tendremos

s e — OA-OB|  [1-442-04(-1)-4| w0
OA|-|0B] VI+4+1-y16+0+ 16

Los dos vectores son perpendiculares.

:mr;@:ﬁ@:m

2. A
rea 2

Problema 119 Calcular una recta que pase por el punto (1,0,1) que sea
paralela al plano m; de ecuacion 7 : x — 2y + 2z = 1 y que también sea
paralela al plano 72 que pasa por los puntos de coordenadas (2,0,1), (0,2,1)
y (1v -1, 0)

Solucién:

Si r es paralela a m; y a m es que es paralela a la interseccién de los dos
planos.

Calculamos primero el plano ms:

W =AB=(0,2,1) — (2,0,1) = (-2,2,0)
=4 ¥ =AC = (1,-1,0) — (2,0,1) = (-1, -1,—1) =

A(2,0,1)
-2 -1 z-2

Ty 2 -1 y =0=zx+y—22=0
0 -1 z—-1

La recta s viene definida por la interseccién de dos planos

O 204 z= 1
|l z+ y— 2z= 0

Para calcular una recta que sea paralela a s calculamos su vector director.
Vector normal del plano 7 es o7 = (1,—-2,1)

Vector normal del plano 7 es v3 = (1,1, —2)

El vector director de la recta s serd u; = vy X v3 producto vectorial.

w=vixwm=|1 -2 1|=3i+3j+3k=(3,3,3)=3(1,1,1)
1 1 -2
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La recta pedida tiene como vector director @ = (1,1, 1) y pasa por el punto
P(1,0,1):

r= 1+t
S1q Y= t = rz—-1l=y=2z-1
z= 141

Problema 120 Consideremos un paralelepipedo de bases ABCDy EFGH,
siendo A(1,1,1), B(2,1,1), C(2,4,1) y E(1,2,7). Hallar el drea de una de
las bases, el volumen del paralelepipedo y la distancia entre sus bases.

Solucion:

Igualdades:

AB=DC = EF = HG

AD = BC = EH = FG

AE = BF =CG = DH
Area de la base= |4 /ﬁ\ = ]A_B . B?\

AB = (2,1,1) = (1,1,1) = (1,0,0)
BC = (2,4,1) — (2,1,1) = (0,3,0)
1 j k
ABxBC=|1 0 0|=3k=(0,0,3)
03 0

Area= |AB - BC | = v9 = 3u? El volumen es el producto mixto de los vec-
tores AB , AD y AE. Nos falta por calcular AE.

AE = (1,2,7) - (1,1,1) = (0,1,6)

100
Volumen=| 0 3 0 | = 18>
01 6

Ahora sabemos que el volumen es igual al drea de la base por la altura
del paralelepipedo, luego la altura sera igual al cociente entre el volumen y

el area de la base, altura= % = 6u

Problema 121 Dadas las rectas
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1. Estudiar la posicién relativa de r y s.

2. Hallar la ecuacién de una recta que sea perpendicular, simultdnemente
aryas.

Solucion:
1.

P.Ps;=(0,2,0) — (1,0,0) = (—1,2,0)
11 -1
A:(ié‘é) A= 12 0
-1 2 0
Ahora tenemos que
11
1 o = 1% 0= Rango(4) =2

|A] = —4 # 0 = Rango(A) = 3

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3 = las dos rectas se cruzan.

2. Seat la perpendicular comtn, tendremos que el vector director de ¢ es

1 ] k
We=mxui=|1 1 —1|=2—j+k=(2-1,1)
1 2 0

Obtenemos r como corte de dos planos

= (1,1,-1) us = (1,2,0)
m u = (2,—1,1) T2 u = (2,-1,1)
P(1,0,0) P4(0,2,0)
1 2 -1
T 1 -1 y =0=y+2=0
— 1 =z
1 2
me:| 2 -1 y—2 |=0=—=2x—-y—52+2=0
0 1 =z

‘- y+ z =0
| 22— y— b5z 42 =0
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Problema 122 Dados los puntos A(1,-3,1), B(2,3,1) y C(1,3,—1), se
pide:

1. Obtener la ecuacion del plano 7 que los contiene.

2. Calcular la distancia del origen de coordenadas al plano 7

3. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, C'y el
origen de coordenadas.

Solucion:

1. El plano 7 viene determinado, como siempre, por dos vectores y un

punto:
AB = (1,6,0) -1 y+3 z—1
T ,4_62(0,67—2) = 7 1 6 0|l=0=
A(L,-3,1) 0 6 -2
—7n:—6zx+y+324+6=0
2.
0-(—6)4+0-14+0-34+6 6
om0 O L0 10 3]

U
V36 +1+9 V46

1
3. El volumen de un tetraedro es V = 3 b- h, donde b es el area de la

base y h la altura.

amxac |t 7k
AB x A
b:|2|=| 1 6 0|[=1(-122,6)] =
0 6 —2
— b =+/144 + 4 + 36 = 2V/46 u*
6 1 6
h=dO,1)= — = V ==-2/46- — = 44>
Om =5 3 Vit
Problema 123 Seaelplanom:x—2y—2+1=0

Hallar:

1. El punto simétrico P’ de P(1,3,2) y el punto simétrico @’ de Q(4,0, —1)
respecto de 7.

2. La recta simétrica de la recta que une a los puntos P y () respecto del
plano .

Solucion:
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1. Para calcular el punto P’ simétrico de P calculamos una recta perpen-
dicular al plano 7 y que pase por P, sea r dicha recta

r=1+ 1
r:¢ y=3— 2t
z=2— t

Para calcular el punto de corte de » y m hacemos
(1+t)—283-2t)—(2—-t)+1=0=t=-1= P"(0,5,3)
P es el punto medio entre Py P’, luego

_P’+P
2

P//

— P'=2P" — P =2(0,5,3) — (1,3,2) = (—1,7,4)

Para calcular el punto Q' simétrico de @Q calculamos una recta perpen-
dicular al plano 7 y que pase por @), sea s dicha recta

T = 4+ ¢t
S Y= — 2t
z= —1- 1

Para calcular el punto de corte de s y m hacemos
(A+t)—2(-2t)—(-1-t)+1=0=t=-1= Q"(3,2,0)
Q" es el punto medio entre Q y @', luego

Q’+Qé

" __
@ = 2

Q' =2Q" - Q=2(3,2,0) — (4,0,—-1) = (2,4,1)

2. La recta que buscamos une los puntos P’ y Q' y pasa por ambos puntos

— r=—-143t
{P’Q’=<3,—3,—3> N I
P(=1,7.4) z= 4-3t

x+1 y—-7 =2-4

3 -3 -3
Problema 124 1. Determinar el centro y el radio de la circunferencia

C:2>+9y*>—4x+2y=0

2. Obtener la ecuacién de la recta tangente a C' en el punto P(4,0)

3. Encontrar la ecuacién de la circunferencia concéntrica con C' que es
tangente a la recta de ecuacién s : 2x —y + 2 = 0.
Solucién:
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1.
m=—2a=—4 a=2
n=-2b=2 =< b=-1
p=a’®+b>—1? r=+5

La circunferencia tiene de centro A(2,—1) y radio r = v/5

2. El vector AP = (2,1),y como la recta tangente es perpendicular a él
tendrd como vector director w = (—1,2)

w =(-1,2) r=4—t B
{P(4,0) :>{y:2t —2xr+y—8=0

3. La circunferencia que buscamos tiene el mismo centro A(2, —1) que la
dada, lo tinico que nos queda por calcular es su radio. Como la recta
que nos dan es tangente a la circunferencia, la distacia desde el centro
a la recta sera el radio que buscamos.

24D (n+2 T

A4, ) VITI 75

La ecuacion de la circunferencia sera

49
(x—2)2+(y+1)2:€:>5x2+5y2—20w+10y—24:0

Problema 125 Se consideran las conicas C1 y Co, cuyas ecuaciones carte-
sianas son:

Cy : 922 + 16y = 144; Cy : 922 — 16y> = 144

1. Identificar C y Cs.Especificar, para cada una de ellas, sus elementos
caracteristicos: vértices, focos, excentricidad y asintotas (si existen).

2. Hallar una ecuacién cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta
hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de la conica C7.

Solucion:

144
decir, se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor

a = 4 y semieje menor b = 3.
Por la igualdad fundamental tenemos que b® + ¢? = a?> = ¢ =

Va2 — b2 = /16 — 9 = V7.
c VT

Su excentricidad sera: e = S =Y.

2 2
L Cr: 92 +16y° = 144 — s+ i = 1= %+ % = 1. Es

Podemos concluir:
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Focos: F'(—/7,0) F(\/7,0)
Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)
Excentricidad: e = %

e Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.

. 2 2 2 2 . 2 2_

decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.
Para calcular los focos a? + b2 =c> = c=+16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = g = %
Las pendientes de las asintotas serian: m = b3 ym' = —b_-_3
a 4 a 4

Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las
rectas buscadas serfan:

Podemos concluir:

e Focos: (—5,0) (5,0)
e Vértices: (—4,0) (4,0)
e Excentricidad: e = %

e Asintotas:
3 3

y:Zx ) Z/:—Zx

2. La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es © = ay® + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
problema.

Como pasa por el vértice (—4,0), (0,3), (0, —3) por sustitucién tendre-
mos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

4= ¢ 4 4
= 9a+ 3b+ ¢ = c=—4, a:§yb:():>m:§y2—4
0= 9a— 3b+ c

Problema 126 1. (1 punto) Calcula el drea de un tridngulo de vértices

A(1,1,2), B(1,0,—1) y C(1,-3,2).
2. (1 punto) Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de
interseccion del plano 7 : x+y—2+6 = 0 con la recta s : g =y—2=

z+ 1y es paralela a la recta

3z + y —-4=0
dr -3y +2—-1=0

Solucion:
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AB = (0,—1,-3); AC = (0,—4,0)

- =

1 J k
[ABx AC|=|| 0 -1 -3 ||=](~12,0,0)] = 12
0 -4 0

1 12

2. Calculamos la interseccion de 7 y la recta s:

xr =3t
s:Q y=2+t = 3t+2+t—(-1+t)+6=0=—=1t=-3 = P(-9,—1,-4)
z=—14+1

La recta pedida pasara por este punto y tendra como vector director

e

1 7k
w=(310x(4,-3,1)=| 3 1 0]|=(1,-3,-13)
4 -3 1
La recta pedida es
+9_a:+1_z+4
YT TS T s

Problema 127 1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que tiene
centro C(1,4) y es tangente a la recta s : 3z +4y —4 =10

2. Determinar el centro, el radio y la ecuaciéon de la circunferencia que
pasa por los puntos (0,0), (0,2) y (2,4).

Solucién:

1.

3:-14+4-4—-4
Baraa-g

r=d(C,s) = N

Luego la ecuacién buscada es (z —1)? + (y —4)? =9

2. La ecuacién general de una circunferencia es 2 4y +ma+ny+p = 0,
y sustituyendo los puntos dados en la ecuacién tenemos:

p=0 m = —2a = —6 a=3
2n+p+4=0 = n=-2b=-2 =< b=1
2m+4n+p+20=0 p=a?+b>—-1r2=0 r =410

En conclusién, el centro es C(3,1), el radio » = v/10 y la ecuacién de
la circunferencia pedida seré (z — 3)% + (y — 1) = 10.
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Problema 128 1. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1, 1, 2)
al plano que pasa por los puntos (1,1,0), (1,0,1) y (0,1, 1).

2. Calcular la distancia del punto de coordenadas P(3,5,0) a la recta que
pasa por los puntos de coordenadas A(0,1,2) y B(0,1,1).
Solucién:

1. Vamos a calcular el plano que pasa por los puntos A(1,1,0), B(1,0,1)
y C(0,1,1). Para ello obtenemos los vectores:
W =AB = (1,0,1) = (1,1,0) = (0, -1,1)

v =AC = (0,1,1) — (1,1,0) = (—1,0,1)
El plano vendra definido por

w =(0,—-1,1)
T:¢ v =(-1,0,1) =
A(1,1,0)
0 -1 z—-1
m:| —1 0 y—1 |=0= z24+y+2—-2=0
1 1 =z

Ahora calculamos la distancia del punto P(1,1,2) al plano 7

_lazo+byo+ezo+d  1+1+2-2]  2V3

d(P, —
(Fym) PR Jiti+rl 3

2. Primero calculamos el vector director de la recta que pasa por los
puntos A(0,1,2) y B(0,1,1), para ello calculamos el vector AB =
(0,1,1) — (0,1,2) = (0,0,—1), y un vector auxiliar AP = (3,5,0) —
(0,1,2) = (3,4, —2). Ahora calculamos

i ik
ABxAP=|0 0 -1 |=4i-3j=(4,-3,0)
3 4 -2

_|ABxAP| V16+9
d(P,r) = |E\ =T =5

Problema 129 Compruebe que las rectas

r:(x,y,2) = (3,—-4,0) +t(2,-3,-2)

s:(x,y,2) =(-7,1,2) + h(4,—1,0)
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se cortan en un punto. Halle también la ecuacién general del plano que
determinan.

Solucion:

| ow=(2,-3,-2) ) w=(4,-1,0)
" P =(3-40 °) P=( )

Calculamos el vector P.P; = (—7,1,2)—(3,—4,0) = (—10, 5,2) y tendremos:
2 -3 =2
A:(i:i’ _?)) A= 4 -1 0
—10 5 2

Ahora tenemos que

= —13 # 0 = Rango(A) = 2

2 3
4 -1

|A| = 0 # 0 = Rango(A) =2

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A) = las dos rectas se cortan.

El plano que determinan estas dos rectas seré:

@ = (2,-3,-2) 2 4 2-3
T ug=4,-1,00 =7n:|-3 -1 y+4 |=0+4y—52+13=0
P, = (3,-4,0) 2 0 =z

Problema 130 Dados el plano 7 : x +y + 2z = 1, la recta r : (z,y,2) =
(1,0,0) +¢(0,1,1), y el punto P(1,1,0), se pide:

1. Hallar la ecuacién de una recta s que sea perpendicular a r y pase por
P.

2. Hallar el punto P’, simétrico de P respecto de 7.
3. Hallar el punto P” simétrico de P respecto de .
Solucién:

1. Hallamos primero la ecuacién del plano 7’ perpendicular a la recta r
vy que pase por P. Este plano tendrda como vector normal al vector
director de la recta u, = (0,1,1).

La ecuacion general de este plano serd y + z + K = 0, para calcu-
lar K particularizamos que este plano contiene al punto P(1,1,0), y
por simple sustitucién tenemos que
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140+k=0=—=k=-1=7":y+2—-1=0

Ahora tenemos que encontrar el punto de corte de este plano y la
recta r, para ello creo que lo mas facil es con la ecuacién de la recta
en forma paramétrica

x:
y=t
z=1

1
Sustituyendo en el plano tendremos t +t —1=0=t = 3 el punto
11
que buscamos serd por tanto () (1, 3 2>

La recta que queremos obtener pasa por Py por Q:

r=1
11 11 )
f) (1,1 - = -, = _
Q 770 ( 272> (07272) — y_1+§)\
P(1,1,0) 1
225)\

. El punto @ que hemos obtenido serd el punto medio entre Py P/, y
por tanto

P+ P
2

11

) ~(1,1,0) = (1,0,1)

@= 29

P’_2Q—P_2(1,

. Ahora la recta que une los puntos P y P” es perpendicular al plano
7, v por tanto el vector director de esta recta es el vector normal del
plano, llamando ¢ a esta recta podemos ponerlo de la siguiente manera
_—> __ > __

Up =1u; = (1,1,1)

=)

—(1,1,1) z=14u
t{ (1,1,0) = y=14+u
Z=p

oL

Buscamos el punto de corte de esta recta con el plano m, por simple
sustitucion

1
1+u+1+u+u:1:>u=—§

Obtenemos el punto de corte H <§ ; ;)

P+ P 11 2
H = =>P”:2H_P:(,,—)
2 33 3
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Problema 131 (3 puntos) Dadas las rectas en el espacio:

x—2 y—1 =z
T = =
3 -2 1
z+1 y+2 =z2-1
S = =
-1 2

1. Hallar la distancia entre las dos rectas.

2. Determinar las ecuaciones de la perpendicular comtn a r y s.

Solucion:
1.
ur = (3,-2,1) s = (2,-1,2)
T s

P.(2,1,0) s(—1,—-2,1)

R N
U=U Xus=3 =2 1|==-3i—4j+k=(-3,-4,1)

2 -1 2

3 -2 1
s
[mm,PTPS}: 2 -1 2|=22
3 -3 1

Luego la distancia entre las dos rectas sera:

[ 77

d(r, ) 22
T,S == =
@@l V26
2.
= (3,-2,1) us = (2,-1,2)
T w=(-3,-41) m:q wW=(-3,-4,1)
PT( 7170) PS(_ 7_2a1)
3 -3 z—-2
m:| -2 -4 y—1|=0=2x—-3y—92+1=0
1 1 z
2 -3 z+1
m:| =1 —4 y+2 |=0=Tr—8y—11z24+2=0
2 1 z—-1

z—3y—92+4+1=0
Tx —8y—112+2=0
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Problema 132 Dados el plano

mix+3y—z=1

y la recta

x+2 y—1 =z

T T 2 T

1. (1,5 punto) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y
es perpendicular a 7.

2. (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta intersec-
cién de los planos 7, 7.

Solucion:
1. Datos:
_
— ur = (6,2,1)
TiUg=(1,3,-1) r {Pr(_27170)
1 6 z+2
7’ 3 2 y—-1|=0=7":50—-Ty—162+17=0
-1 1 z
2.

— — = :1
8:{x+3y z—1=0 O:>{:U—|—3y + z

5z — Ty — 162 + 17 = 5r—Ty=—17+162

5

—_—924+°2.

T —{—2 A
1

—1—=.A

4 2

Z2=A\

Problema 133 Discutir la posicién de los tres planos siguientes segtiin los
valores del parametro a.

m: z— y+ z= 0
Ty ay+ 2z= 4
m3 2y+ az= 4

Solucion
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1 -1 110
A=10 a 2|4
0 2 al4

Hacemos |A| = 0 para encontrar los valores que anulan el determinante de
la matriz A = |[A| =a? —4=0=a=2, a=—2.

Sia # 2y a # —2 tendremos que |A| # 0 por lo que Rango(A4) =Rango(A) =
3 =n° de incégnitas, y el sistema en este caso es Compatible Determinado.
En conclusion, los tres planos se cortan en un sélo punto.

Si a = 2 tendremos

1 -1 110
A=10 2 24
0 2 214
. . , |1 -1
Vemos que tiene dos filas iguales, y ademds 0 9 ‘ =2 # 0. Por lo
que podemos concluir en este caso que Rango(A) =Rango(4) = 2 <n°

incdgnitas y el sistema es Compatible Indeterminado. Los planos mo y 73
son coincidentes, y el plano 7 los corta en una recta.

Si a = —2 tendremos:
1 -1 110
A= 0 -2 214
0 2 —2\4
. 1 1
Primero tenemos que 0 —o |~ —2 # 0, por lo que Rango(A) = 2.
Como
1 1 0
0 2 4|=16#0
0 -2 4

tenemos que Rango(A4) = 3

En este caso, por tanto, Rango(4) = 2 #Rango(4) = 3. El sistema es
Incompatible y para ver la posicion de los planos los comparamos dos a dos.
Vemos que los planos w2 y 73 son paralelos, y el plano 7 los corta a los dos.

Problema 134 Sea la recta

{zx + oz=1
T
r +y— z=0
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1. Calcular la ecuaciéon de un plano que sea perpendicular a ella y con-
tenga al punto P(1,1,0).

2. Calcular la interseccién de este plano y r.

3. Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

Solucion:
1.
(]
=12 0 1=(-13,2)
1 1 -1

m:—x+3y+2z2+A=0

Como este plano tiene que contener al punto P, por simple sustitucién
tenemos: —1+34+A=0= A= —-2.

m:—r+3y+22—-2=0—=2x—-3y—224+2=0

2. Pongo r en paramétricas:

=\
r:q y=1—2A
z=1-—3A

y sustituyo en 1, A —3(1 —=3X) —2(1 —2\) =0= A = 5

14
Sustituyendo este valor en r tenemos el punto P’ (3 i 8)
Y P 14’14’ 14
3.
3 _ r+1 4
4 2 =Ty
P+ P 5 y+1 2
P/: — - Z _ ——
2 M- 2 YT 7
8 _z_., _14
u_ 2 °°7

4 2 4
El punto buscado es P” (—7, — 7).
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Problema 135 Determinar la posicién relativa de las dos rectas siguientes:

r.{2x + z=1 =1 y—1 =z

x dy— z=0" """ 3 1 -1

Solucion:
El vector director de la recta r sera:

Un punto de la recta serd (haciendo z = 0) A,(0,1,1), y tendremos:

. 2TT): (_1a3a2) S QTS): (3717_1)
"\ A.0,1,1) %) A4(1,1,0)

Calculamos el vector auxiliar A, A5 = (1,0, —1)

-1 3 1
Al =@, @ LAl =] 3 1 0|=5#£0
2 -1 -1

Luego las dos rectas se cruzan.

Problema 136 Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la
recta r:
r=14+t , y=—-14+2t , z=t

y es perpendicular al plano =:

20 +y—2z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

. u_)r:(17271) T _
T.{A(l,—l,O) Ty =(2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

= (1,2,1)
m i =(2,1,-1)
A(1,-1,0)

La ecuacion del plano vendréa dada por:
2 z—-1

1
2 1 y+1 |=0=m:z2—y+2—2=0
1 -1 z
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Problema 137 Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son tres vértices
consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

1. Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el area de dicho
paralelogramo.

2. Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus dngulos.
Solucién:

1. Los vectores que nos proporciona el problema son:AB = (1,1,1) y
BC = (—1,1,1).
Las coordenadas del punto que nos piden serdn D(zg, 30, 20). Como
BC = AD — (=1,1,1) = (xo — L,y0 — 1,20 — 1) y por tanto xo =
0, yo = 2 z0 = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del paralelogramo
viene dada por Area = |AB x BC)|

T T F
ABxBC=| 1 1 1 :(07—2,2):>Area:|1@x37\:
-1 1 1

=22 1922 =22

2. Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AB y B

AB|=viti+1=v3 [BC|=Vi+i+i=13

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo
puede ser o un cuadrado o un rombo, para diferenciarlo calculamos el
angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese dngulo

fuese Z seria un cuadrado, mientras que en caso contrario seria un
2 )

rombo. Cogemos AB = (1,1,1) y AD = (-1,1,1)

-1+14+1 1
cosa = T1Tz F Yiye + 2122 = Tl :7:>047ég

B+ V33 3

Luego se trata de un rombo.

Problema 138 Determinar la posicién relativa de los planos:

m z— 2y+ 3z —4=0
Ty 20+ y+ =z +1=0
mg . —2x+ 4y— 6z =0
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Solucién:
r— 2y+ 3z —4=0
2z+ y+ =z +1=0
—2zx+ 4y— 62 =

Sean las matrices A y A siguientes:

1 -2 3 1 -2 3 -4
A= 2 1 1 A= 2 1 1 1
-2 4 -6 -2 —6

1 -2 3
[Al=] 2 1 1[=0
-2 —6
1 -2
Pero podemos encontrar el menor o 1|= 5 # 0 = RangoA = 2

Calculamos ahora el rango de A, calculamos el determinante
1 -2 4
2 1 1 |=-40+# 0= RangoA = 3.
-2 40
En conclusién RangoA = 2 #RangoA = 3 y tendremos que compararlos dos
a dos; comparamos 7 y ms:

Esto quiere decir que 7 y w3 son paralelos, y por tanto, my corta a los dos.

Problema 139 Dadas las rectas

2 1 2
o T+ y— z= 1
| 22— 2y+ z= -1

estudiar su posicién en el espacio y calcular el angulo que forman.
Solucioén:
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Para encontrar un punto de la recta s hacemos:

- y—z=1 y=0 B
:c_0:>{2y+2:_1 :>{z:—1 = P,(0,0,-1)

re 17)7“: (2’1’2) S m: (_1’_37_4)
‘ PT"( 72a1) ' PS( ?07_1)
Tomamos el vector W = P,.P; = (—3,—2,—2)
2 1 2
A_<_§ ! _j) a-| -1 -3
-3 -2 =2

Tenemos que RangoA = 2 #RangoA = 3 = Las dos rectas se cruzan.

El dngulo que forman las dos rectas vendra dado por

T |—2-3-38| 13 V26
COS x = = =

@] @ VA+1+4Vi+9+16 3v26 6
cos a = 0, 8498365855 —> o = 31, 80610002°

Problema 140 Discute la posicién de los tres planos siguientes segin los
valores del pardametro m.

mo: 2+ 3y —S5z= -—16
M T+ my —z= 0
Solucién
1 -1 0 1
A=]12 3 —-5|-16
1 m -1 0

Hacemos |A| = 0 para encontrar los valores que anulan el determinante de
la matriz A = [A| =5m =0= m = 0.

Si m # 0 tendremos que |A| = 0 por lo que Rango(A) =Rango(4) = 3 =n°
de incégnitas, y el sistema en este caso es Compatible Determinado. En
conclusién, los tres planos se cortan en un solo punto.

Si m = 0 tendremos

1
A=|[2 3 —-5|-16
1



116 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA

Si calculamos

-1 0 1
3 -5 —16 | = 13 # 0 = Rango(4) = 3
0 -1 0
[ 1 -1
Ademas vemos que 9 3| = 5 # 0 =Rango(A) = 2. Por lo que

podemos concluir en este caso que Rango(A) #Rango(4) = Sistema es
Incompatible.

Comparamos los planos dos a dos y tenemos:

T y T2 se cortan.
T Yy T3 Se cortan.
To y T3 Se cortan.
Se cortan los tres planos dos a dos.

Problema 141 Dadas las rectas

. rT— Yy +2z= 1
| 22+ vy = -1
x—1 y+1 z-1
2 1 -1

T
Calcular:
1. La posicién relativa de ambas.

2. Un plano 7 que contenga a r y sea paralelo a s.

Solucion:

= —2i+4j + 3k = (=2,4,3)

T =

(NI
|
[ -
[l NN

Para encontrar un punto de la recta r hacemos:

r=0=y=-1, 2=0= P.(0,-1,0)

. m: (_27473) i u-;:(Zalv_l)
"\ P.(0,-1,0) ) p(1,-1,1)

1. Tomamos el vector @ = P, P; = (1,0,1)
-2 4 3

-2 4 3 —
A_<21_1> A= ?1—1

Tenemos que RangoA = 2 #RangoA = 3 = Las dos rectas se cruzan.
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2.
T ue=(2,1,-1) = m: 4 1 y+1|=92—8y+10z—8=0
P(0,—1,0) 5 -1 2

Problema 142 Dada la recta r : a:_i—ll = % _ ; ! y el plano 7 : 3z +
y—z—1=0. Se pide:

1. Comprobar que posicidon ocupa esta recta respecto a este plano.

2. En caso de corte, calcular el angulo que ocupan.

3. Calcular la proyeccion ortogonal de esta recta sobre el plano.
Solucién:

1. Ponemos la ecuacién de la recta como intersecciéon de dos plano:

z—1 vy
= — —1:
1 1:>m+y 0
-1 -1
x_l :'22 — 24 2-3=0
T+ vy —1=0 o
{2x+ 4y —3-( TiTty-z-l=
11 0-1
A= 2 0 1 3
31 —1|-1

Como |A| = 4 # 0 =-Rango(A4) =Rango(A4) = 3 = Sistema Com-
patible Determinado, es decir, se cortan en un punto.

2.
r.{ P.(1,0,1) Ty =(3,1,-1)
—
r - Ur —4
sino = T = = = —20.49620849°

|ur||uz| /66

3. Se obtiene como interseccién de dos planos, el plano dado 7 y el plano
definido por:

@ =(~1,1,2) 1 3 z-1
7 uy=031-1) =r:| 1 1 y = 3x—by+42—7=0
Py(1,0,1) 2 1 2-1

La proyeccién ortogonal sera:

s 3r— dSy+ 42— T7=0
|l 32+ y— 22— T7=0
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Los datos que tenemos son los siguientes:

77—
L U

u=(1,2,1
med w=(2,1,-1)
A(1,-1,0)

La ecuacién del plano vendra dada por:

1 2 x-1
2 1 y+1 |=0=m:2—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 143 Encontrar la recta que pasa por el punto P(1,0,—1) y corta
a las rectas r y s de ecuaciones

3z+ 2y— 2+ 1=0 z= 3+1
N\ 22— y+ z+ 4=0 R N t
= 14+t

Determinar la posicién que ocupan las dos rectas.

Solucidn:
Los datos que tenemos son los siguientes:

r: u_)T:<17_57_7) g: U—>8:(1,171)
1 P(0,-5,-9) "\ P,

Donde hemos calculado

i 5k
w=3 2 —-1|=(1,-5-7)
2 -1 1

Si hacemos x = 0 obtenemos P,.(0, —5, —9).

Para determinar la posicién que ocupan necesitamos el vector auxiliar P. Ps =
(3,5,10) y tenemos que

1 -5 7
A=11 1 1 |, A:(i _‘;’ I) |A| =54 #0
3 5 10
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Tenemos que Rango(A4) = 3 #Rango(A4) = 2 = las dos rectas se cruzan.

Ahora tenemos que calcular:

(7*57) (1’11)
m e = (0, —9) m: P—P>:(202)
P(l,O,l) P(1,0,1)
Obtenemos:
1 -1 z-1
m:| =5 =5 Y =0=2z+3y—22—-3=0
-7 =8 z+1
1 2 -1
me:| 1 0 Y =0=z—2—-2=0
1 2 z+1

La recta que buscamos sera

P +3y— 2z— 3=0
| oz - z—= 2=0

Problema 144 Encontrar la ecuacién del plano que contiene a los puntos
P(1,2,1) y Q(1,2,3), y al punto interseccién de la recta r y el plano 7 cuyas
ecuaciones son:

r=1+4+2t
r:q y=24+2t w:x+y+z2=0
z=1-2t

Solucién: El punto de interseccién que buscamos sera:
I+2)+2+2t)+(1—-2t) =0=1t=-2= 5(-3,-2,5)

PG = (1,2,3) — (1,2,1) = (0,0,2)
m:{ PS=(-3,-2,5)1,2,1) = (—4,4,2)

P(1,2,1)
0 -4 -1

m:| 0 —4 y—2 |=0=2z—y+1=0
2 4 z—-1

Problema 145 Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano 7w de
ecuaciones

T:x+y—2+1=0

20— y+ +2=0
T
z4+ y+ 2z —1=0
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y calcular la proyeccién ortogonal de r sobre .
Solucidén: Sean las matrices Ay A

2 —1 0 2
A=|l1 1 1|-1 |=|Al=-64£0=
1 1 -1 1

Rango(A) =Rango(A) = 3 = la recta r y el plano 7 se cortan.

La proyecciéon ortogonal de r sobre 7 serd la recta t, que vendra deter-
minada por la recta interseccién del plano m y otro plano 7’ perpendicular
a él que contenga a la recta r, esto es

/u’—ﬂ') = (1’1’_1)
7w =(—1,-2,3)
P.(0,2,-1)
Donde
i j k
=12 -1 0|=(-1,-2,3)
1 1 1

Si & = 0 obtenemos que P,(0,2,—1). Por tanto:

1 -1 T
7 1 -2 y—2|=0=2—-2y—2+3=0
—1 3 z+1

La recta t que buscamos tendra de ecuacién:

r— 2y— z+ 3=0
t:
z+ y— z+ 1=0

Problema 146 (3 puntos) Se considera r cuyas ecuaciones paramétricas

=2t
son: r:¢ y=t yelplanom:z+y+2—1=0.
z=0

1. Determinar las coordenadas de un punto P perteneciente a la recta
y cuya distancia al plano 7 sea igual que su distancia al origen de
coordenadas. §Es tnico dicho punto?. Contestar razonadamente.

2. Calcular la distancia de Q(1,1,1) ar y a 7.

Solucion:
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1. Un punto cualquiera de r es dela forma P(2t,t,0), tendremos

2ttt —1] |3t -1

V3 V3

d(P,0) = /(262 + 12 =t/5

Como estas dos distancias son iguales, d(P,7) = d(P, O) tendremos:

d(P, )

13t — 1]
=5
V3
Como tenemos un valor absoluto, esta ecuacién tiene dos soluciones:
3t—1 1
A N e T —
V3 3—+/15
3t—1 1
NG E S ——
V3 3+ V15

Sustituyendo en P tenemos los puntos

2 1 2 1
b 70 bl ’0
(3—\/15 3—+v15 ) <3+\/15 3+ V15 >
2. Tenemos

40, 7) = lawo +byo +czo+d|  |[1+14+1-1]  2V3
’ Va2 +b%+c? VI+1+1 3

Para calcular calcular d(Q,r) consideramos los datos de la recta r :

{ Uy = (271>O)

P.(0,0,0) construimos el vector auxiliar P,Q = (1,1,1) y cal-

culamos

i k
meu_)’l‘: 1 1 :(_1727_1)
2 0

Tenemos por tanto

_|PGxw|_ V6 _ [6
e

Problema 147 Se consideran las rectas r1 y ro dadas por

T = 3t

T+ — 2z=0
7"1:{ 9 3‘7;_1_ R T9 ! y= 1— 2t
z= 2+ t
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Encontrar la ecuacién del plano que contiene a r; y al punto de intersecciéon
de rg conel planom:ax —3y —22+7=0

Solucién:
El punto de intersecciéon que buscamos sera:

3t—3(1—20)—22+t)+7=0=1t=0= Q(0,1,2)

Los datos de r; seran los siguientes

]k
U =11 1 =2 |=(-5,-5,-5)
-3 1
. 2 1
Si hacemos x = 0 obtenemos el punto P, {0, ©TF
U, = (—5,—5,-5)
—
m QPT1 - (07_%7_%)
Q(O’ ]" 2)
-5 0 T

.| =5 ~% y—1 =0=4r—-11ly+72-3=0

11

-5 —— -2
3 z
Problema 148 Sean las rectas
v=1-t z—1 y z-1
r:y y=oa-+t S 5 == 1
z=2+t o

1. Estudiar su posicién relativa en funcién de «.
2. Si a = —1, encontrar un plano paralelo a r y que contenga a s.

Solucion:

1. Los datos que tenemos de r y s son los siguientes:
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Rango(A) = 2 #Rango(A4) = 3 = las dos rectas se cruzan indepen-
dientemente del valor de a.

2. Cuando o = —1 tenemos
u_;‘: (_17171) 'LL_;: (27_17_1)
T S
P.(1,-1,2) Ps(1,0,1)
El plano 7 que buscamos vendra definido por
flTT} = (_1’171)
T us =(2,—-1,-1)
Ps(1,0,1
-1 2 z-1
7r 1 -1 Y =0=y—-—2z+1=0
1 -1 2-1
Problema 149 Dadas las rectas
T= 2= 3; -1 y— 2 z
ris oy= , §:1—="——=—
L 1- ¢ 1 -1 1

Calcular:
1. su posicién relativa y la distancia que las separa.
2. la recta que es perpendicular a ambas.

Solucion:

Tomamos el vector auxiliar P;P, = (1, -2, 1), y tenemos

-3 1 -1
A= 1 -1 1 |=|A=-2#0
1 -2 1
En conclusién Rango(A) = 3 # Rango(A) = 2 = las dos rectas se

cruzan.
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Calculamos el producto mixto de PPy, U, y U,

1 -2 1
—_—
PR @m =1 -3 1 -1||=|-2=2
1 -1 1
Calculamos |u, x ug|
i § ok
Lxu,=| -3 1 —1|=2j+2k=(0,2,2) = |u x @] =2V?2
1 -1 1
Tenemos, por tanto
drg) - PP _ 2 V2
r,s) = = = —
@xm avE | 2

2. Obtenemos t, la recta perpendicular a r y a s, como interseccién de
dos planos. Esta tendra como vector director

T =T x 7 = (0,2,2)

@ = (-3,1,-1) 30 2-2

m 4 ui =(0,2,2) - 12 y =0= 22+3y—32—1=0
P(2,0,1) 12 -1
@ =(1,-1,1) 10 z2-1

Ml W =(0,22) = | -1 2 y—2|=0=— 2ety—2r-4=0
Py(1,2,0) 12 =

‘- 22+ 3y— 3z— 1=0
|l 22+ y— z— 4=0

x—1 y+1 z+2

3 2
que equidistan de los planos 71 : 3x +4y =1y 7o : dx — 3z = 1.

Problema 150 Determine los puntos de la recta

Solucién:
Un punto genérico de la recta seria P(1 + 2t, —1 + 3t, —2 + 2t)

3(1426) +4(—14+30) —1] | -2+ 18¢]
AP, 7) = _
(Pym) /o116 5
A(14+20) —3(—2+26) — 1| |9+ 2
sy 2 M0 20 =32 20 1] [921

V9 + 16 )
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11
—24 18t =0+ 2% =t = o

d(P, 71'1) = d(P, 7'('2) —
7

2418t =—-(94+2) —=t=——
+ (9 + 2t) 50

Tendriamos dos puntos:

19 17 5 3 41 27
Pl <)a_>) P2 (7_)_>
8 6 8 100 20" 10

Problema 151 Dados los puntos A(2,3,—1), B(3,3,2)y C(1,4,3), se pide:
1. Obtener la ecuacion del plano m que los contiene.
2. Calcular la distancia de este plano al origen de coordenadas.

3. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A,
B, C'y el origen de coordenadas.

Solucioén:

1. Determinamos

AB = (1,0,3), AC = (—1,1,4)

AB = (1,0,3) 1 -1 z-2
™ E:(fl,l,z;) =—7n:|0 1 y—-3|=0=
A(2,3,-1) 3 4 241
m:3x+Ty—2z2—28=0
2.
-2 2
d(0,7) = -8 _ 8@:3,645289507u
VI+49+1 59
3.

—_

1
V = —(4rea base) - altura = EHOj’ @» O?”

w

OA =(2,3,—1), OB = (3,3,2), OC = (1,4,3)

2 3 -1
1 1 14
vzé\ 3 3 9 1:61—28\:3:4,66611:3
1 4 3

Problema 152 Se considera la recta

o 3z+ 2y —z— 1=0
' T+ Yy - 1=0

Se pide:
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1. Determinar la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a
ry pasa por (0,2,2), y las coordenadas del punto P interseccién de r

y s.

2. Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r y s, y la de la recta t
perpendicular a 7 por el punto P.

3. Si @ es un punto cualquiera de t, sin hacer ninguin célculo, que relacién
hay entre las distancias de Q ar,de Q a sy de Q a .

Solucion:

1. Para calcular @, tenemos:

1 j k
w=]3 2 —1|=(1,-1,1)
11 0

Haciendo « = 0 obtenemos P,(0,1,1) y tendremos

@ =(1,-1,1) =
T P.(0,1,1) = r:{ y= 1—2X
e z= 14\

Un plano perpendicular a r seria 7’ : . — y + 2 + A = 0 que por conte-
ner al punto (0,2,2) = —2424XA=0= A =0=7":2—y+2=0

Buscamos el punto de interseccién entre el plano 7’ y la recta r. Sus-
tituimos r en 7’

A—(1=N+14+N)=0=A=0= P(0,1,1)

La recta s pasa por P(0,1,1) y por P4(0,2,2):

SN =0
s {]P;%lzio’l’l) = s:¢ y=1 4+
0.1.1) i

2. Tenemos que 7 tiene que contener a r y s, y tenemos que
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La recta t es perpendicular 7 y pasa por el punto P = P, = P, luego

TR e (S
B z= 1— A

3. La recta t es perpendicular a 7, a s y a 7, ademaés los tres se cortan
en el punto P, luego si () es un punto cualquiera de ¢, tendremos

d(Q,r) = d(Q, s) = d(Q, )

Problema 153 Sea la ecuacién de la recta r determinada por los puntos
-3
A(1,0,—1) y B(1,—1,—1); y sea la recta s : xT = % = %

Se pide:
1. Averiguar su posicion relativa.
2. La distancia que las separa.
3. Perpendicular comin a ambas rectas.

4. Hallar, si existe, una recta que pase por el punto C(1,2,4) y que corte
aryas.

Solucioén:

[ AB=u; =(0,-1,0)  m=(2,5,3)
T , S P.(3.0,

’5?
Pr(1707_1) (37 0)

Tomamos el vector auxiliar P.Ps; = (2,0,1), y tenemos

A=

NN O

-1 0
5 3 | = [A]=-4+#0
0 1

En conclusién Rango(A) = 3 # Rango(A) = 2 = las dos rectas se
cruzan.

2. Calculamos |u, x ug|

Uy X Uy =

ik
—1 0 |=-3i+2k=(-3,0,2) = | x w3 = V13
5 3

N O ~.
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Problema 154 Dados los puntos A(2,1,1), B(2,1,3) y C(—1,2,
pide:

CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA

Calculamos el producto mixto de PP, U, y Uy

0 -1 0
[PrPs,urugl| =112 5 3|[=|-4=4
2 01
Tenemos, por tanto
d( ) |[P7'P87u—>7'7178>]| 4 4V13
r,s) = = =
’ @y x ] Vi3 13

. Obtenemos t, la recta perpendicular a r y a s, como interseccién de

dos planos. Esta tendrd como vector director

T = x W= (—3,0,2)

@ = (0,—1,0) 3 0 z-1
mid m=(-3,02) = | 0 -1 y |=0=2-3:-1=0
P.(1,0,—1) 2 0 z41
@ = (2,5,3) 3 2 z-3
m i uw =(-3,0,2) = 05 gy =0= 102—13y+152—-30=10
Py(3,0,0) 12 =
) 2x - 3z— 1=0
"1 10z —13y+ 152— 30=0

. Obtenemos h, la recta que corta a r y a s y pasa por C(1,2,4), como

interseccion de dos planos.

= (0,-1,0) 00 z—1
m:{ PC=(0,25) = | -1 2 y |=0=z-1=0
P,(1,0,—1) 05 z+1
= (2,5,3) 2 -2 -3
m:d PC=(-224) = |5 2 y |=0=a2—y+2-3=0
P4(3,0,0) 3 4 2z
T = 1
z—1=0
t'{:c—y—i—z—?):() = t: gz/: -2 +i

—1), se

1. Obtener la ecuacion del plano 7 que los contiene.



129

2. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A,
B, C' y el origen de coordenadas O.

3. Calcular la altura del tetraedro que va desde el origen de coordenadas
a la cara de vértices ABC.

4. Calcular la altura del tridngulo OAB, la que va desde el vétice O al
segmento AB.

Solucion:

1. Determinamos

AB = (0,0,2), AC = (-3,1,-2)

AB = (0,0,2) 0 -3 z-2
T ﬁ:(—3,1,—2) == 7:|0 1 y—1|=0=
A2,1,1) 2 -2 z-1

m:x+3y—5=0

1 1
V = g(érea base) - altura = EHOj? 0?7 O?H

OA = (2,1,1), OB = (2,1,3), OC = (—1,2,—1)

2 1 1
1 1 5
V=gl 213 |:6|—10|:§:1,666u3
-1 2 -1

. 1
3. Area de la base= §|A—B) x AC|

i ik
1
ABxAC=| 00 2 :(—2,—6,0):>§|1@XE|:\/E
1 1
V:?)yfﬁx/x_d\-h:h:‘T:l,58113883u

=1,58113883 u
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4. LLamo r a la recta que une AB:

.| m=4B=(0,02)
| B=4(2,1,1)

Obtenemos el vector auxiliar OA = (2,1,1) y hacemos

1 j k
OAxAB=|0 0 2 |=(-2,4,0)
2 1 1
20.1) = |OA x AB| _\/ﬁ_\/gu
| |AB| 2
—1
Problema 155 Consideramos el punto P(5,—2,9) y la recta r : % =
y+1 _ =
-3 6
Calcular:

1. Distancia de P a r.

2. Ecuacién de la recta s que corta perpendicularmente a r y que pasa
por P

3. Calcular el punto de corte T entre las rectas r y s.

Solucioén:
1.
.
. Up = (_27 _336) _ _
r.{ P(L-10) , PP=(4,-1,9)
i J k
PPxu=|-2 -3 6 |=(-21,14,42)
4 -1 9
PP x @] =1/(-21)2 + 142 + 422 =49, |@)|=VI+9+36="7
PP x| 49
d _P7 == = 7
S T I
T = 1— 2¢
2. Ponemos la recta r en paramétricas < y= —1— 3t .
z = 6t

Luego el punto T' de s y de r serd en forma genérica T'(1—2¢, —1—3t, 6t).
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El vector PT = (—4 — 2t,1 — 3t,—9 + 6t) es perpendicular @, y, por
tanto, el producto escalar de ambos sera cero

PT w4 =0=t=1= PT =1u, = (6,2,3)

La recta que buscamos es

r—5 y+2 z-9

s: = =
6 2 3

3. Por el apartado anterior tenemos T'(—1, —4, 6)

Problema 156 Sabemos que las siguientes rectas se cortan en un punto.
Hallar el valor de k y la ecuacion en forma general del plano que determinan.

z+1 y+k 2-1
r = =

2 3 =2
x y+3 z-—k
§:1—=%2—— =
1 2 3
Solucion:
u_)T:( ’lT;: 17273 DD
r {Pr(—L {PSO ~3.k) P.Py=(1,-3+k,k—1)
Tenemos
3 -2 36
A= 1 2 3 | =] :—7k+36_0:>k_7
1 -3 +k

36 —
Si k # - —> RangoA = 3 #Rango(A) = 2, y en este caso las rectas se
cruzan.

36 —
Sik= - —> RangoA = 2 =Rango(A), y en este caso las rectas se cortan.

En este ultimo caso, el plano que las contiene sera:

=(1,2,3) 1 2 x
il ur=(23,-2) =7r:/2 3 y+3 |=0
P,(0,—3,36/7) 3 —2 2-36/7

m:91x — 56y + 2+ 204 =0

Problema 157 Sea el plano 7 : x — 2y + 42 = 12 y el punto P(2,—1,1).

1. Calcular la distancia d(P, ).
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2. Hallar la ecuacién de un plano paralelo a 7 y distinto del mismo, que
también diste de P la misma distancia d.

3. Calcular el volumen de la figura limitada por el plano 7 y los tres
planos coordenados.

Solucién
1.
2—2(—1 4-1-12 4
d(p.m) = 222D+ _
Vv1+4+16 V21
2.
i —2y+4z+A=0
2424+44+N  [8+A 4
dP,Tf'/:‘ = = = |8+ ) =4
( ) V21 V21 V21 | |
S+A=4d=)\=-d4=—=17:2-2y+42—-4=0
Cuando tomamos 8 + A = —4 = XA = —12 que es el plano 7.

3. Corte del plano 7 con el eje OX:
Hacemos y = 0 y z = 0, obtenemos el punto A(12,0,0).

Corte del plano 7 con el eje OY:
Hacemos x = 0 y z = 0, obtenemos el punto B(0, —6,0).

Corte del plano 7 con el eje OZ:
Hacemos = 0 y y = 0, obtenemos el punto C(0,0, 3).

OA = (12,0,0), OB = (0,—6,0), OC = (0,0,3)

12 0 0
[OA,0B,0C]=| 0 —6 0 |=-216
0 0 3
1 216
Problema 158 Dadas las rectas
. r i 1= z+1 y—1 _Z
B ’ 2 11
z = -t

Calcular:

1. su posicién relativa y la distancia que las separa.
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2. la recta que es perpendicular a ambas.

Solucién:

-1 1 -1
A= 21 1 |=|A=-5#0
-2 1 0

En conclusién Rango(A) = 3 # Rango(A) = 2 = las dos rectas se
cruzan.

Calculamos el producto mixto de PP, u, y U,
-1 1 -1
—_—
I[P Ps,ur,ug)| =] 2 1 1]||=]-5=5
-2 1 0
Calculamos |, x wg|
ik
Gxa=| -1 1 —1|=2i—j-3k=(2,—1,-3) = |[@x@| = V14
2 1 1
Tenemos, por tanto
d(r. s) [P Ps, Uy, Ws)| 5 5v/14
r.s) = = =
’ Ty X W] Via 14

2. Obtenemos t, la recta perpendicular a r y a s, como interseccién de
dos planos. Esta tendra como vector director

WZU_;X@:(Q,_L_E})

@ =(~1,1,-1) 102 z-1

i u=(2,-1,-3) =| 1 -1 y |=0=4a+5y+2—-4=0
Py(1,0,0) 1 -3
@ =(2,1,1) 2 2 41

mis u=(2,-1,-3) = 1|1 -1 y—1|=0= z—4y+22+5=0
Py(—1,1,0) 1 -3 =2

‘. dz+ Sy+ 22— 4=0
’ x— 4dy+ 2z+ 5=0
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Problema 159 1. Calcula el drea de un tridngulo de vértices A(3,1,0),
B(2,0,-1)y C(4,1,-1).

2. Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de interseccién
T —1
delplanow::U—y—z—leconlarectas:52 yT =2y es

paralela a la recta

2z —y +2=0
Jx+y+2z—1=0

Solucién:
1.
AB = (-1,-1,-1); AC = (1,0,-1)
T T F
[ABx AC|=|| =1 -1 —1||=](1,-2,1)|=V6
1 0 —1

1
5= |AB x AC| = 1\

2. Calculamos la intersecciéon de 7 y la recta s:

=2t
z=1

La recta pedida pasara por este punto y tendra como vector director

- -
i i k

= (2,-1,0) x (3,1,1) = 2 -1 0|=(-1,-2,5)
3 1 1

La recta pedida es
r+4 y+3 z+2

—1 -2 )

Problema 160 Discutir la posiciéon de los tres planos siguientes segun los
valores del parametro a.

m: —z+ 2y+ z= 0
T ay+ 4z= 8
T3 dy+ az= 8

Solucion
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IENEESE V)

-1 1
A= 0 4
0 a

o o O

Hacemos |A| = 0 para encontrar los valores que anulan el determinante de
la matriz A = |A| = —(a®> = 16) =0 = a =4, a= —4.
Sia # 4y a # —4 tendremos que |A| # 0 por lo que Rango(A4) =Rango(A) =
3 =n° de incégnitas, y el sistema en este caso es Compatible Determinado.
En conclusion, los tres planos se cortan en un sélo punto.

Si a = 4 tendremos

-1 2 110
A= 0 4 4|8
0 4 4|8
) . , -1 2
Vemos que tiene dos filas iguales, y ademas 0 4] —4 # 0. Por

lo que podemos concluir en este caso que Rango(A) =Rango(A) = 2 <n°
incognitas y el sistema es Compatible Indeterminado. Los planos me y 73
son coincidentes, y el plano 7 los corta en una recta.

Si a = —4 tendremos:
-1 2 110
A= 0 -4 4|8
0 4 —-4.8
. 2
Primero tenemos que 0 4= 4 # 0, por lo que Rango(A) = 2.
Como
-1 20
0 —4 8|=64+#0
0 4 8

tenemos que Rango(A) = 3

En este caso, por tanto, Rango(4) = 2 #Rango(4) = 3. El sistema es
Incompatible y para ver la posicién de los planos los comparamos dos a dos.
Vemos que los planos 7y y 3 son paralelos, y el plano 7 los corta a los dos.

Problema 161 Dados los puntos A(1,2, —1), B(3,4,2) y C(1,3,1), se pide:

1. Obtener la ecuaciéon del plano 7 que los contiene.
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2. Calcular la distancia de este plano al origen de coordenadas.

3. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A,
B, C'y el origen de coordenadas.

Solucion:

1. Determinamos

AB = (2,2,3), AC =(0,1,2)
AB = (2,2,3) 2 0 z—1

T /ﬁ:(07172) = 7r:2 1 y—2 |=0=
A(1,2,-1) 32 241

mir—4y+22+9=0

2.
9] 9,/21
(0, 7) = - — 1,963961012
(O,m) JI+16+4 21 “
3.

V= é(érea base) - altura = é|[07, @7 O?”
OA =(1,2,-1), OB = (3,4,2), OC = (1,3,1)

12 -1
1 1 3
V=23 4 2 \:6\—9\:5:1,5u3
13 1

Problema 162 Sea el plano 7 : z 4+ 2y + 3z = 6.
1. Hallar el punto simétrico del (0,0, 0) respecto de .
2. Hallar el plano perpendicular a = que contiene a OZ.

3. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen y los puntos
de interseccién de 7w con los ejes de coordenados.

Solucion:

1. Calculo r, recta perpendicular a m que pasa por P(0,0,0):

T =1t
ur = ur = (1,2,3)
= r:q y=2t
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Esta recta cortard con el plano 7 en el punto P”:

3 3609
t+2(2t t) = t== P”()
+2(2t) + 3(3t) = 6 = 7:> oo

El punto simétrico P’ de P tendra por punto medio a P”, es decir:

P+ P 6 12 18
P//: P/:2P//_P: < -~ )
5 7T
o /6 12 18
El punto simétrico de P(0, 0, 0) respecto al plano 7 es P o= )
2.
ur = (1,2,3) 1 0 =z
: w=(0,01) =|2 0 y|=0=22x—y=0
0(0,0,0) 31 2

3. Los puntos de corte de m con los ejes sera:

Corte con el eje OX: y=0,2=0= 2z =6 = A(6,0,0)
Corte con el eje OY: =0, 2 =0= y =3 = B(0,3,0)
Corte con el eje OZ: =0, y=0=—= 2z =2 = C(0,0,2)

Tendremos: OA = (6,0,0), OB = (0,3,0), OC = (0,0,2):

V==C =123

0
3
310 o

o O O
N OO

Problema 163 .

1. Hallar el conjunto formado por los puntos del plano z = 0 que distan
3 unidades del plano de ecuacién 2z — y + 2z = 4.

2. Describir dicho conjunto.
Solucién:

1. Un punto del plano z = 0 serd P(z,y,0)

|22 — y — 4] 20 —y— 13=0
dP,m)= ———==3= [20—y—4|=9 =
(P, ) Vi+1+4 22—y —4] 2e—y+ 5=0

2. El conjunto esta formado por dos planos paralelos:

{reR:|20—y—4] =9}
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Problema 164 El plano 7 : 2z — 2y + z = —2 determina un tetraedro con
los tres planos coordenados. Se pide:

1. Calcular la longitud de la altura del tetraedro que parte del origen.

2. Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene a
dicha altura.

3. Calcular el area de la cara del tetraedro que esta contenida en el plano
.

Solucion:

1. Corte con el eje OX: y =0, 2=0= 2z =—-1= A(-1,0,0)
Corte conel eje OY: =0, z2=0=—y=1= B(0,1,0)
Corte con el eje OZ: =0, y=0=— z = -2 = (C(0,0,-2)

La altura sera: \O?] =V0+0+4=2, (O? = (0,0,—2))

2. La recta pedida tiene de vector director a 07, y pasa por el punto
0(0,0,0):
z=0
Y =0 z=0

:}{ -
2= —2t y="0

3. AC = (0,0,—2) — (—1,0,0) = (1,0, —2)
A—B):(O,I,O)—(—l,0,0):( )

i ]k
ACxAB=|1 0 -2 |=(-2,21)
11 0

=|AC x AB| = VA+4+1=3u’
Problema 165 (3 puntos) Dado el punto P(1,3,—1), se pide:

1. (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z, y, 2)
cuya distancia a P sea igual a 3.

2. (2 puntos) Calcular los puntos de la recta

T = 3\
y= 1+ A
z= 1— 4\

cuya distancia a P es igual 3.
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Solucion:

1. Se trata de la ecuacion de una esfera

(z—1)24+(y—3°4+(+1)2=9= 22 +y*+22 - 20— 6y+22+2=0

2. Sustituimos un punto genérico de la recta en la esfera y obtenemos
BN+ (14 X2+ (1—40)?=23N) —6(1+N) +2(1 -4\ +2=0—=
—26A0(A—-1)=0=X=1, A=0

Sustituyendo en la recta estos valores tendremos los puntos buscados:

Para A=0= (0,1,1) y para A = 1 = (3,2, -3).

Problema 166 (3 puntos) Dadas las rectas:

x—1 y—-1 =z-1 e+l _y-2 2z
T T T3 T T4 T T TA T

1. (1,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta t que corta a las dos y es
perpendicular a ambas.

2. (1,5 puntos) Calcular la minima distancia entre r y s.

Solucién:
1.
r 177'): (27374) s ’lTs): (17_1a2)
P.(1,1,1) Py(—1,2,0)
1 j k
Ut =Uy XUy = | 2 3 4 |=(10,0,-5)
1 -1 2

Para la construccién de la recta podemos poner u; = (2,0, —1), ya que
el médulo de este vector no influye.

Construimos la recta como interseccién de dos planos:

ui = (2,0,-1) ui = (2,0,-1)
T 172(234) T us = (1,-1,2)
P (1 ) PS(_17270)
2 2 -1

m:|3 0 y—-1|=0=3z—-10y+62+1=0
4 -1 z-1
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1 2 z4+1
mg | —1 0 y—2 |=0=—=2+5y+22—-9=0
2 -1 z

‘. 3r— 10y+ 6z2+1=0
' z+  by+ 22—-9=0

2.
-2 1 -1
[PP.mm]=| 2 3 4/=-15
1 -1 2
I L | I G Y

[ V102 +52 5



Capitulo 3

Problemas de Analisis

Problema 167 Dada la funcién f(z) = zv4 — 22 se pide:

1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento;
maximos y minimos. Dibujo aproximado de la grafica.

2. Calcular el area encerrada entre la gréafica f(x) y el eje de abcisas.

Solucion:

1.

(a)

Dominio: La funcién f(z) = zv4 — 22 estd compuesta por el

producto de dos funciones, la funcién h(z) = x cuyo dominio es
todo el eje de abcisas, y la funcién ¢(z) = v4 — 22 cuyo dominio
esta definido por la incuacién 4 — 22 > 0. La solucién de esta
inecuacion serd: —z?2 > —4 = 22 < 4 = -2 <z < 2. En
conclusién podemos asegurar que el dominio de la funcién pedida
serd el intervalo [—2,2].

Puntos de corte con los ejes: Los puntos de corte con el eje de ab-

cisas vendrén determinados cuando f(x) = 0, es decir, zv4 — 22 =
0, ecuaciéon que nos produce las soluciones: * = 0, x = 2, y
x = —2. Por tanto la grafica cortard al eje de abcisas en los pun-
tos (0,0), (2,0) y en el (—2,0). Ahora calculamos los cortes con
el eje de ordenadas, es decir, hacemos x = 0, lo que nos produce
una tnica solucién que ya habiamos obtenido antes, y es el punto
(0,0).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: Para ello calculamos

la primera derivada, que seria la siguiente:
2
o) =vVa— a2+ Z(4—a?) V22 = V42— T
o) = VE= a7 4 Gt 2w = VI -

141
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4 — 2

Ahora tendremos que ver cuando esta derivada es positiva, es
nula, o es negativa. Para ello igualamos la derivada a cero, lo que
nos darfa lo siguiente:

, 4 — 222 5
f(x):ﬁ:0:>4—x =0=2=V2 z=-V2
—x

Ahora, recordando los puntos de corte con los ejes, el dominio de
la funcién y observando que el denominador es siempre positivo,
es facil comprobar lo que nos piden.

Entre £ = —2 y 2 = —/2 el numerador de la derivada se hace
negativo, luego f'(r) < 0 = decreciente en [—2, —/2]

Entre z = —/2 yxr = V2 el numerador de la derivada se hace
positivo, luego f/(z) > 0 = creciente en [—v/2, /2]

Entre £ = /2 y 2 = 2 el numerador de la derivada se hace nega-
tivo, luego f'(z) > 0 = decreciente en [v/2,2]

A la vista del apartado anterior, esta claro que, la funcién tiene un
minimo en —/2 y un méximo en v/2, resultados que al sustituidos
en la funcién original darfan los puntos: Minimo= (—v/2,-2) y
Méximo= (v/2,2)

Para dibujar la gréafica ordenamos los resultados en una tabla, y
los interpretamos cuidadosamente.

x | f(x)
0 0
2 0
-2 0

-2 -2 | Minimo
V2 2 | Maximo

2. Los puntos de corte con el ejes de abcisas son —2, 0, 2. La funcién es

impar, es decir, simétrica respecto al origen, esto se aprecia facilmente
en su representacién grafica. Esto dltimo se puede demostrar compro-

bando f(—z) = —f(x):

f=2) = (a)\J4d = (—2)* = —zvd —2? = —f(2)

Esto quiere decir que el drea que encierra la curva entre el punto (—2,0)
y el (0,0) es igual que el drea que encierra la curva entre los puntos
(0,0) y el (2,0). Por tanto bastara con calcular una de estas dreas y
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multiplicar por 2.

A:2/02f(x):2/02xﬂda:

Resolveremos por sustitucion.
w=4—-2> = du = —22xdr = xdr = —%“ y sustituyendo nos
queda la integral siguiente:

3/2 3/2

/x\/él—:rzz—%/\/ﬁdu:—1 L _to=-"_4cC

2 3/2 3

y deshaciendo el cambio de variable nos quedaria:

_.2\3/272 3/2
3 0 3

Problema 168 Calcular:

. 22 —3x+2
lim ——F——
—l1- 22 —2x+1

1\%
lim (1 + 2)
Tr—00 €T

3. Utilizando el cambio de variable Inx = t, calcular:

e 2 2
I:/ 1+ Inz*+ (Inx) .
1

(1 +Inx)
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Solucion:

1. Descomponiendo los polinomios segiin sus raices tendremos que x? —
3+2=(z—-2)(xr—1)y2? —2r+ 1= (x — 1)% Sustituyendo:

lim ?—3x+2 . (x —2)(z—1) 5 x—2 N
im ———— im ~————— = lim = 400
r—1- 22 =20 +1 2—1- (v —1)2 e—1-x —1

2. Para solucionar este limite voy a emplear dos métodos:

(a)

Donde . )
A= lim x<1—|—2—1>: Iim — =0
T T—00 I

1
LS ( 2)

lim In <1 + 2> =InA

r—00

hrn xln(l—i— ) InA
22

1
x

En esta condiciones podemos aplicar la Regla de L’Hopital:

1 —2/x3
. In (1 + ?) . 1+1/€c2 . 2 2
lim ———* = lim 5 = lim 71:—:0
T—00 z T—00 —1/IL‘ r ’0033<1_|_z—2) (&8

Es decir,InA=0= A=1

3. Primero voy a solucionar la integral sin tener en cuenta los limites de

integracién y luego los aplicaremos.
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La integral la vamos a resolver por sustitucion, haciendo Inx =t —>
%d:p = dt y sustituyendo tendremos:

/1+ln$2—|—(lnx)2 /1—|—21nx—|—(1n:c)2 /1—1—2t—|—t2
x = —
z(1+Inx) z(1+Inx) (1+1)

(1 41t)? _/ B t2 B (Inx)?
/1+t dt= [(+8)dt=t+5 +C =+ -+ C

(Inz)?]° (Ine)? (In1)2 1 3
[nx—}— 5 1 ne -+ 5 nl-+ 5 + 7 5

dt =

Problema 169 Determina los puntos de la curva y? = 4z que estén a dis-
tancia minima del punto (4, 0).

Solucién:
Un punto genérico de la gréifica serfa de la forma (x,v4x), y la distancia
13 L
Mlindmo
d
4
d
Lulinitmo

de este punto al (4,0) sera:

d=/(x— 42+ (Viz — 02 = VaZ + 4z + 16

Tendremos que calcular los minimos de esta funcion, y para ello calculamos
la primera derivada.

20— 4

1
d == (2% + 42 + 16 —1/2(94
2( ) ( 2vVz? 4+ 4z + 16
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Vamos a estudiar el signo de la derivada primera. Como el denominador es
siempre positivo, basta estudiar el numerador:

Siz <2= d < 0= decrece

Siz>2=— d >0= crece

Con ésto concluimos con que en la abcisa x = 2 tenemos un minimo, cal-
culamos ahora las ordenadas correspondientes sustituyendo en la funcién
y? = 4z, y obtenemos: y = £v/4x = /8 = +2/2.

Tenemos, por tanto, dos puntos que cumplen la condicién de minimo (2, —2\@)

v (2,2v2).

Problema 170 Dada la funcién

se pide:

1. Dominio.

2. Corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
5. Maximos y minimos.

6. Dibujo aproximado de la grafica.

Nota: Una funcién es simétrica respecto al eje Y si f(—z) = f(z), y simétrica
respecto al origen si f(—z) = —f(x).
Solucién:

1. D={z € R tales que 22 —4 # 0} = R — {-2,2}

2. (a) Puntos de corte con el eje Y:
r=0= f(r) = —% —> la gréfica corta al eje Y en (0, —%),

(b) Puntos de corte con el eje X:
f(x) =0= 22+3 =0 = = = +/—3 = la ecuacién no
tiene soluciones reales y por tanto la grafica no corta al eje X en
ningn punto.
3. f(—=z) = E:i;zﬁ = % = f(z) = la funcién es simétrica respecto
al eje Y.
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;o 2x(z®—4) —2x(2*+3)  —8rx—6zx  —lda
fi(x) = (xQ — 4)2 - (xQ _ 4)2 - (x2 _ 4)2

Como (2% — 4)2 > 0 para cualquier x, bastard estudiar el signo del
numerador:

(a) Siz < 0= f'(x) > 0= creciente.

(b) Siz >0= f'(x) < 0 = decreciente.

En el dominio de la funcién tendremos que la funcién es creciente en
(—00,—2) U (—2,0) y es decreciente en (0,2) U (2, +00).

5. f'(x) =0 = —142 = 0 = x = 0 que corresponde al punto (0, —%),
punto en el que la grafica pasa de ser creciente a ser decreciente, es
decir, estamos ante un méximo.

6. Su representacién grafica seria:

i,

Calculado las asintotas, las habriamos encontrado verticales en x = —2
2
¢+ 3

=1.
x2—4

y @ = 2, y horizontales en y = 1, ya que lim
r—00

Problema 171 1. Calcular:

2

) e’ —1
lim —
z—0cosx — 1
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Solucion:

. e 1 0 . 2z e’ 0 . 27 + 422 - e’
lim ———— = | =] = . =|-| = lim =
z—0cosz — 1 0 z—0 —sinx 0 z—0 —Ccosx

=2

. Determina el valor de a para que

. <x+3>“x
lim =e

T—00 T
Solucién:
axr axr
lim <x+3> = lim <1+3) =[1%] =
T—00 T T—00 T
A= lim az (x+3 —1> = lim az (3) — 34
T——00 € TrT—00 X

Como)\:1:>3a:1:>a:%.

. Calcular utilizando el cambio de variable adecuado :

/u_lwda:

Solucién:
Hacemos u = 1 —22? = du = —4z-dx = %ﬁ = z-dx y sustituimos:
T 1 [ du 1yt 1 1
/ (1—222)2"" s S R T TG s v
+C
Problema 172 Hallar todas las funciones f cuya derivada es:
4
R e e o |
fle) = 2+

indicando el dominio de definicion de éstas.
Solucion:

e Tenemos que calcular las primitivas de f’(x), como el polinomio del nu-

merador es de mayor grado que el del denominador, primero dividimos
los dos polinomios:

2t + 023 + 02 + 2 +1 |22 +z
—zt — 28 2 —x+1
3+ 02+ +1
+ad + 2?
22 4+z+1

—.’I,'Z—JJ
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Tenemos, por tanto, que calcular la siguiente integral:

4
1 1
/w —/(x —z+1+ )dm-/(w—x—i—ld:ﬁ-/
2+ 2+
3 22 G / dr
= — = — €T -
3 2 z(r+1)
Tendremos que calcular esta ultima integral, lo haremos por descom-

posicién polindmica:

1 —é—i- B _A(:c—l—l)—FBx:> A+B=0 A=1
z(z+1) 2 z+1  z(x+1) A=1

Luego tendremos:

A r+1
[rey,
e+ x

T et ( 1)d
g 7 c+1)

a3 a:
L
T+ 1
a3 a:

3 2
3 2

co‘i‘?w

+z+In(z) —In(x+1)+C

w
[\

x x x
== - — 1
3 5 x+n(x+1)+0

e Ahora calculamos el dominio de estas funciones:
Como tenemos un logaritmo neperiano podremos decir que el dominio
D de esta funcién seria: D = {z € R tales que 1 >0y z#—1}

Para hallar esta region tenemos que estudiar el signo de

x+1
S$1gno x — — +
signo (x +1) + +
51gNo x+1 + - +

En conclusion, tendremos que el dominio sera:

’ D = (—o00,-1)U (0, +00) ‘

Problema 173 Responda a las siguientes cuestiones referidas a la curva

2 +3
2 —4

Se pide:

B=-1
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1. Dominio de definicién.
Simetria.

Cortes a los ejes.

Ll

Asintotas.
5. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
6. Maximos y minimos.
7. Representacién aproximada.

Solucién:

1. El dominio sera toda la recta real, excepto en aquellos puntos el los
que se anula el denominador, dicho de otra manera serd D = {z €
R; 22 —4#0} =R—{-2,2}

(—2)*+3  2?2+3

2. — = = =

flea) = Cogg = g = 1@

Luego la funcién es par, y por tanto simétrica respecto al eje Y.

3. Con el eje X hacemos y = 0 y nos queda:
2
0=2+ — 2243 =0= no hay puntos de corte con el eje X.

x2—4
Con el eje Y hacemos x = 0 y nos queda:
f(0) = 8%4 = —% = la funcién corta al eje Y en el punto (0, —%).
4. Asintotas:
e Verticales:
2 +3 ) .
m — = o0 = x = 2 es una asintota vertical
r—2 x4 —4
2 +3 3 )
im ———— = o0 = z = —2 es una asintota vertical
z—-2712 —14
e Horizontales:
. x?+3 , .
y= lim ——— =1= y =1 es una asintota horizontal.
z—o00 x4 — 4
e Oblicuas:
T
y = ax + b es una asintota oblicua, entoces a = thoo M =
— x
2
: z=+3 , :
lim ——=—— = 0 = no hay asintotas oblicuas.

T—00 J;(xQ — 4)

5. Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento calculare-
mos la primera derivada:
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Para que exista un punto critico imponemos que ¢y’ = 0 y nos queda:

xr2 —

Analizamos el signo de y':

(_007 _2) (_270) (072) (27+OO)
signo + + - -
Y creciente | creciente | decreciente | decreciente

En resumen:
e La funcién crece en (—oo0, —2) U (—2,0)
e La funcién decrece en (0,2) U (2, 400)

6. Observamos que en el punto de abcisa * = 0 la curva pasa de ser
. : . 3\ ..
creciente a ser decreciente, es decir, en el punto <0, 1 tiene un

maximo.
7. Representacion gréfica:

Problema 174 Se considera la funcion real de variable real definida por:

1

@)= 23

1. (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto
de inflexion de abcisa positiva de la grafica de f.

2. (2 puntos) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la
grafica de f, la recta anterior y el eje x = 0.

Solucion:

1. Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos
en los que se anula la segunda derivada:

roN . —2x
PO e

" _ 6('732 — 1)
J )= (22 +3)3

Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(z) = 0. Como
el denominador (22 4 3)3 no se anula nunca, los puntos buscados son
aquellos que anulen el numerador, 22 — 1 = 0 = x = +1, de estas
dos soluciones sélo nos interesa la positiva, que es la que nos pide
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+8.25383

+B.18977

+8.12652

+8.063258

B.69246 1.3849 20774
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el problema. Si sutituimos este punto en la funcién obtendremos la
ordenada correspondiente: f(1) = %, luego la recta pedida pasara
por el punto (1, %) Para encontrar la pediente utilizamos la primera
derivada m = f'(1) = —% En conclusién, la recta tangente seré:

1 1
y—Z:—g(m—l):>x+8y—3:0

2. El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

L | 332
d d
/ox2+3 er/1 g

Calculamos la integral

\ oo [ de Ly dw V3 b
/x2—3 /3[( )2_1} 3/(\%)2_1 3/t2—1

Sl

3 T
= arctant = ? arctan —

V3

Hemos utilizado el cambio de variable % =t dx =+/3dt
Luego:

+

3
3z x2] B
0 1

8 16

L | 33—z V3 x
d dxr = |— arctan —
/0332+3 1:+/1 3 X lg a]rcaun\/‘3
_\/§7T

1
18 4
Problema 175 Se considera la funcién:

2 .
Lot g g > ]

% st x < —1
1. (Estudiar el dominio y la continuidad de f.
2. Hallar las asintotas de la grafica de f.

3. Calcular el area del recinto plano acotado y limitado por la gréfica de
fylasrectasy=0zx =1, x = 2.

Solucion:

1. Calculamos el dominio:
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e Si z > 1 tenemos que f(z) = % es un cociente de poli-

nomios, y en este caso el dominio sera todo el intervalo excep-
to en los puntos en los que se anula el denominador, es decir,
[—1,0) U (0, +00).

2x

e Si x < —1 tenemos que f(x) = ——7, como en el caso anterior
tenemos que buscar puntos que anulen el denominador, y resulta
que no hay ninguno. El tunico plosible seria el x = 1, pero no
pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio sera:
(—o0,—1).

e En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por
tanto continua salvo en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, los puntos en los que es posible que no sea continua serian en
x = —1 donde puede existir un salto y por supueto en x = 0, donde
como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

e Enx=-1:
2
1
lim f(x)= lim vAsrdl 1
r——11 r——11 x
2x
li = 1l =1
(L, fle) = lim oy
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
r—s—11 r——1—
Luego f es continua en z = —1.
e Enx=0:
2?2 +3x+1 B

Luego no es continua en x = 0.

e En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
2. Asintotas verticales:

e Cuando z > —1:

2
1
limof(ac) = lim hsrel

r—0 xT

o

Luego z = 0 es una asintota vertical en este intervalo.

e Cuando z < —1:
No hay ningtin valor de x que sea menor de —1 que anule el
denominador, y por tanto, no hay asintotas verticales por esta
rama de la funcién.
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Asintotas horizontales:
e Cuando z > —1:

. 22 +3z+1
lim — =

T—00 T

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.

e Cuando z < —1:
. 2x
lim =2
z——oco x — 1

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si

lim @

T—00

a =

b=, lim (f(2) — az)

e Cuando x > —1:

z243z+1
a= lim ﬁ: lim z =1
r—0o0 r—00 €T
2
1
b= lim (f(z)—azx)= lim (:1: R ) =
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. 3z +1
lim =

T—00 T

3

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta
y=x+3.
e Cuando z < —1:
2z
a= lim f(@) = lim L =90

r—00 r—0c0 I
Luego no hay asintotas oblicuas en este intervalo.

3. El recinto comprendido entre las rectas x = 1 y ¢ = 2 estd en el
intervalo (—1,4o00) donde la funcién es f(z) = T’Qt?;izﬂ y como estéd
limitado por la recta horizontal y = 0(el eje de abcisas) y la funcién,
podemos concluir con que su area vale:

/2x2—|—3:1:—|—1
1

2 1
d:c:/(x—f—?)—}—f)dx:
x 1 x

2 2
> +3$+1n]:c|1 =
1

4 1 9

Problema 176 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcion
f+ R — R dada por:

2?2 +3 si <0
fl@)=2% ax+b si 0<x<2
3 —1 si x> 2
Solucion:
e Enz=20:
rx—0— o . _
lim f(z)=b —> b = 3 para que f sea continua en x = 0.
r—0+
e En z =2:
T fz)=2a4+b=2a+3
TrT—>2" B )
limZ+ flx)="17 = a = 2 para que [ sea continua.
r—

en r = 2.

En conclusién, f es continua si a =2 y b= 3 en todo R.
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Problema 177 Calcular por la regla de L’Hopital

1 lim L CO57
r—0 e¥ —1
Solucion:
1 .

lim —— % _ m ~ im0

z—0 e —1 0 z—0 e% 1
1— 2
9 lim cosx +x
x—0 2:[}2
Solucion:

. 1—cosz + a2 0 . sinx + 2x 0 . cosx+2
lim —m—— = = lim ———=|=-| =1 =
r—0 212 0 z—0 4x 0 z—0 4
3
4

Problema 178 Calcular:
1.
. 3—Vz2+5
lim
r——2 x+ 2
Solucion:
i 3—Vz2+5 , 9 — (22 +5)
im —— = lim =
r—>—2 Qj‘+2 r——2 (IIJ‘+2)(3+’/"L‘2—|—5)
‘ 4 — 2?2 ) (2—2)2+ )
= lim = lim —
t—=2(x +2)(3+ Va2 +5) +—-2(x+2)(3+Va?+5)
I 2—x 2
= lim ———— = —
t—-234++/224+5 3
2.
$2
, <3x2 + 22 — 1)
lim —
Solucion:

2
. 3x2+2x—1 * o
xhjloo< 22 +1 ) =[] =00
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3.
<m3 + 2x — 1>2x
lim
T—00 33 —1
Solucion:
3 2z 00
z°+2x —1 1
lim == =0
T——00 323 —1 3
4.
1'3 1 2x
T—00 .’I}3 + 1
Solucion:

Problema 179 Calcular:

1.
sin? z
im
x—0 4CL‘2
Solucion:
sin? 1 . sinx sinx 1
im ——— = — lim . = -
7—0 4x2 4z—0 x x 4
2.
o costx—1
lim ——
xr—0
Solucion:
2
. cos“z —1 . cosx — 1
lim ——— = lim g ~(cosx+1)=0
z—0 x r—0 x

Problema 180 Halla los valores de a y de b para que sea derivable y con-
tinua la funcién f: R — R dada por:

24ar+b si <0

fla) = In(1+ z)

x

si x>0
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en el punto x = 0.
Solucién:

Tenemos que estudiar la continuidad, y para que f(z) sea continua en z =0
tiene que cumplir

lim f(@) = lim f(z) = f(0)

T r—0~

lim f(z)= limo(q:2 +ar+b)=>

r—0~

. o Im(l+x) p%x
xli%+ fle) = xlino o xlino 1

f(0)=1b

=1

Luego b =1

Si la funcién es derivable en £ = 0, entonces es continua en ese punto.
Para que sea derivable debe de cumplirse que f/(07) = f/(07)

Para calcular f'(07) calculamos la derivada de la rama correspondiente y
sustituimos z = 0
fllz)=2z+a= f'(07)=a

Para calcular f/(0™) calculamos la derivada de esta rama empleamos limites,
hay que tener en cuenta que f(0) =b=1

_ fO+R)—f(0) . nER g
77 hE}O hino h
. Wm(l+h)-h . mp-l  1-(14h)
lim —— /= = lim A~ — I L
ey h? o 2h ey 2h(1 + h)
~h -1 1

A o o

li =
) + 4h 2
1
Para que sea derivable f/(07) = f/(07) = a = —5
1
Portantobzlyaz—i

Problema 181 Calcular

. vo+1
1. lim

T —00 el

Solucion:
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1 1
. lim —1—1—\/—1
rz—0 €T €T

Solucion:

1 1
lim -l—l—\/—l:

z—0 V o T
o WD)
)
Ly1-(1-1) 2

= lim

2
N e xﬁo\/;+1+\/;—1_{“}

T

Observando el limite vemos que

lim =0
o+ /1 1
e—0t L4 /L -1
2
lim no tiene sentido

N

Podemos concluir con que el limite no existe.

lim (sinx)®"®
x—m/2
Solucién:
LLamamos L = lim (sinz)™% = InL = lim In(sinz)"™"®

z—7/2 x—7/2

. . . . . In(sinz

lim In(sinz)®* = lim tanzlIn(sinz) = lim ¥ =
z—7/2 x—7/2 x—7/2 ona

. i ) cosx tan? x . cos? rtan? z

lim —# = ]Jim ——— = lim — =
T—/2 —1/cos’x z—m/2 — 30T z—sm/2 —tanx

tan? x cos®
2 .

) cos“ x - sinx . .

lim ———— = lim (—cosz-sinz)=0
z—7/2 COs T z—7/2

Luego tenemos que InL = 0 = ¢ = L = L = 1, es decir,
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lim (sinz)""® =1
Tz—/2

Problema 182 Dadas las funciones f(z) = Va2 + 2 + 1y g(z) = In(z+8),
escribir la funcién g o f y calcular su derivada.

Solucion:

u:gof(a:):g(f(x)):g<\3/x2+x+1) :ln(\3/x2+:1:+1+8)

, Y@2tr+1) P +1) 22 + 1

u = , = :
Vaz+x+1+8 32 +x+1)+24Y (2?2 + 2 +1)?

Problema 183 Calcular las funciones derivadas de las siguientes:

223
1. fl@) =
coS T
Solucién:
, 622 cosx — 223(—sinz)  22%(3cosx + xsinx)
f ($) = 2 = 2
cos? x cos? x
2. g(z) = 2In(5z)
Solucién:
2 5 2
/
r)=— - — = —
@) =3 5 5w
3. h(z) = § b3
Solucién: . 5
h/ S 59673_5:7 5r—3
() 5¢ 5 €
Problema 184 Dada la curva de ecuacién y = —x2+ 26z, calculese la recta
tangente a la misma que sea paralela a la recta de ecuacién y = —=x.
Solucioén:
La recta y = —z tiene de pendiente m = —1. La recta tangente a la funcion

tiene que tener esta pendiente que, como sabemos, se obtiene a partir de la
primera derivada.
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27 675
y=-204+20=—-1—2=—, y= —
2 4
. 27 675 . .
La recta pedida pasa por el punto >4 y tiene de pendiente m = —1,

aplicando la ecuacién de la recta punto pendiente y — y; = m(x — 1) tene-
mos que

675 27 729
4:(x2> :>1:+sz
Problema 185 Considera la funcién la funciéon f : R — R definida por:
2x
fla) = ex® +1

1. Calcula las asintotas de la gréafica de f.

2. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f (puntos donde se obtienen y valor que alcanzan).

3. Dibujar la grafica de f.
Solucién:

1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales: No tiene, ya que el dominio de la funcién
es todo R.

e Asintotas horizontales:

2z
lim f(z)= lim e+ = =1

r—>00 r—00
Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay
oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

2z
T ex?+1
a= lim L) = lim —— =0
r—00 r—o0

Luego no hay asintotas oblicuas.

2. Este apartado tiene dos subapartados

¢ Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

_2z
2(1 — 22) - ex?+1
@+ 1

Que serfan los puntos (1,e) y (—1,e7!)

=0=1-2=0= 2=+l

() =
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e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-

larlos recurrimos a la primera derivada

2z
2(1 — 22) - ex?+1
@417

fl(a) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(x) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre

2z
positivo y lo mismo ocurre con e=?+1 el estudio del signo se re-
duce al de 1 — 22 = (1 — z)(1 + z)

(—o0,—1) | (=1,1) (1, +00)

1-2z + +
1+z — + +
(1—-2)(1+2) - + —

decreciente | creciente | decreciente

En el punto (1,e) la funcién tiene un maximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (—1,e7!) la funcién tiene un minimo,
pasa de decrecinte a creciente.

3. Para dibujar la grafica sdlo faltaria algin punto de corte con los ejes

z =0 = (0,1) unico punto de corte, ya que con el eje de abcisa no
habria ninguno.

Mol

(%1}

1
\/‘ e

Minimo(-1, 1)

-0 5

Problema 186 Considera la funcién la funciéon f : R — R definida por:

9z — 3
x2 — 2

fz) =
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1. Calcular el dominio de f.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la gréfica de f.
Solucién:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 — 22 =0 =2 =0, z = 2 =
Dom(f) =R —{0,1}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:
9x — 3
li = lim —— =+
mE}O f<x) 1210 x2 — 2 >
Luego x = 0 es una asintota vertical.

9z — 3
li = lim — =+
Jm, flo) = Jimy gy =
Luego x = 2 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales:
9r — 3
lim f(z)= lim A

T—00 z—s00 12 — 9 o

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay

oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que
() o
a= lim =2 = lim &=2¢ —
r—0o0 T—>00 T

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

b 332 —22+2)
Fla)=- x%(x —2)?

=0=322-20+2=0

Esta ecuaciéon no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.
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e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

b 3(3zr - 224 2)
f(.’]?)—— $2($—2)2

Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(x) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de 322 — 2z + 2, que
es siempre positivo. Luego f'(z) < 0 y por tanto la funcién es
siempre decreciente.

4. Para dibujar la grafica sélo faltaria algin punto de corte con los ejes
y =0 = (1/3,0) tnico punto de corte, ya que con el eje de ordenadas
no habria ninguno.

Problema 187 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

2 —2
- (272)

1. Calcular el dominio de f.

2. Calcula las asintotas de la grafica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la grafica de f.
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Solucion:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos
2
e —2
<0

me s

2 -2
Dom(f):{xER:Qx_1>O}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

lim f(z)= lim ln<x2_2>::|:oo

z—s1/2 z—1/2 20 — 1

1
Luego x = 3 es una asintota vertical.

lim f(x)= lim ln<x22>:—oo

T—+2 T—+2 20 — 1

Luego = v/2 y & = —/2 son asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

lim f(x)= lim ln<x2_2> = 00

T—00 T—00 2 — 1

Luego no tiene asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax 4+ b es una asintota
tenemos que

lim @: lim %:O

a =
r—o0 T—00 €T

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

2(22 —x+2)

=0=22—-2+2=0
@2 —2)2z - 1) S

fi(z) =

Esta ecuaciéon no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.
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e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada
2(x? —x +2
fla)= 2 :
(2 —2)(2z — 1)

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del numerador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de (22 —2)(2z — 1), que
es siempre positivo en este dominio. Luego f'(z) > 0 y por tanto
la funcion es siempre creciente.

4. Para dibujar la grafica sélo faltarfan los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

2 —2 2 —2 r=1+2
y—0:>1n<2 =0= 1= 13

r—1

e Con el eje de ordenadas
r=0=y=1In2

e Los puntos son

(0,In2); (1++2,0); (1—+2,0)

b= ] AT _I'I us [ EIED

-3 1, 4

Problema 188 Considera la funcién la funcién f: R — R definida por:

|

3

fz) =
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1. Calcular el dominio de f.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f
3. Determina los méaximos y minimos de f.
4. Determina los puntos de inflexion de f.
5. Dibujar la gréafica de f.

Solucién:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos
que 23 = 0 = Dom(f) = R — {0}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

. . 2 —1
xlglof(a:) = 21210 5= +oo

Luego x = 0 es una asintota vertical.

e Asintotas horizontales:

2
-1
T _ 0

li = li
Ao o) = i

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay

oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que
z2—1
T ==
a= lim M: lim -2 =0
r—00 r—00

Luego no hay asintotas oblicuas.

3. Para calcularlos recurrimos a la primera derivada y la igualamos a cero

3 — 2
f'(x):Tx:0:>3—x2:O:>x:\/§, r=—V3
x

Para comprobar si son méximos o minimos recurrimos a la segunda

derivada
" _ 2(372 — 6) f”(\/g) <0
Fo) === i’{ 7"(~V3) > 0

2
Tenemos un minimo en (—\/‘3, —\9/§>
2V/3 )

Tenemos un maximo en (\/§ 9
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4. Para calcular los puntos de inflexién hacemos f”(z) =0

2(x? — 6)

——=0=2"-6=0=2==2V6=
x

fx) =

()

(%5)

5. Para dibujar la grafica solo faltarian los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

2 -1
3

r=1
r=-1

y=0= :0:>x2—1:O:>{

e Con el eje de ordenadas no hay puntos de corte

e Los puntos son
(170); (_170)

1
=)

0.5  Nfddmo(T TIAOS0ST 0 549007 70)
r .
‘—\—\_\_\_\_\_\_
- }; +l'-'::l 2 4

Minimol-1, 50N 0 2800001708 | _g &

.

Problema 189 Expresar el nimero 60 como suma de tres ”enteros posi-
tivos”de forma que el segundo sea el doble del primero y su producto sea
maximo. Determinar el valor de dicho producto.

Solucion:

Tenemos

{x—i—y—l—z:GO 6032

y = 2x
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El producto de los tres numeros es P(z) =z -y -z =z -2z - (60 — ) =
—623 4 12022, y este producto tiene que ser maximo.

rz=0

182 +240=0= g =%

P'(x) = —182% + 240z = 0 = {
3

Ahora tenemos que decidir el valor que corresponde a un méaximo, para ello
recurrimos a la segunda derivada

pr 26 940 P"(0) =240 >0

(2) = 36z + 240 = P (42) = —210 <0
Luego cuando = = 0 tenemos un minimo, y cuando z = — es un maximo.
Pero el problema nos dice sean ”enteros positivos”. Esto quiere decir que

tendremos que decidirnos entre los dos niimeros mas préximos a 3 que sean

enteros, tenemos 13 < 3 < 14, si sustituimos estos valores en la funcion

P(z) tendremos

P(13) =120 - 132 — 6 - 13% = 7098
P(14) =120 - 14% — 6 - 143 = 7056

Los tres ntimeros buscados son x = 13, y = 26 y z = 60 — 3z = 21. El valor
del producto sera P(13) = 7098.

Problema 190 Un solar rectangular de 11250 m? se divide en tres zonas
rectangulares iguales (ver dibujo) para su venta. Se valla el borde del campo
y la separacién de las zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la
longitud de la valla utilizada sea minima.

Solucion:

La funcién que hay que minimizar serd L = 6x + 4y. Y sabemos que

11250 3750 15000
= =— = L(z) =6z +

S=3zr-y=11250 =y
3x x T
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Para obtener los méximos y los minimos utilizamos la primera derivada
L(z)=0.

15000
x2

L'(z)=6— 0 = 622 — 15000 = 0 => z = 50, y = L(50) = 75

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que

(z) = 30;50 s I7(50) = %
Luego x = 50 es un minimo, y podemos concluir con que la parcela tiene
que tener de dimensiones 3x = 150 m e y = 75 m para utilizar la menor valla
posible.

>0

Problema 191 Calcula el area méxima que puede tener un tridngulo rectangulo
tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

Solucion:

Si los catetos valen x e y tendremos que el area del tridngulo viene dada
x .
por S = Ty’ pero sabemos que x +y = 4 = y = 4 — x. Sustituyendo la

x4 —x Az — 22
segunda expresién en la primera tenemos que S(z) = ( ) = ,

funcién de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S'(x) =0, y al criterio de la segunda derivada:

S'(z)=2—-2=0=2=2
S"(x) = —1 < 0 luego en z = 2 tenemos un méximo y la solucién pedi-
da serfa x = 2 e y = 2, con un drea S(2) = 2 u>

Problema 192 Halla la longitud de los lados del tridngulo isdsceles de area
maxima cuyo perimetro sea 60 m.

Solucion:

Sea a la longitud de la base de este tridngulo isésceles y b la de los dos
lados iguales, sea h la altura sobre a de este tridngulo, que dividira a dicha
base en dos partes iguales, formando dos tridngulos rectangulos con los la-

a .
dos b. Tendremos que el area viene dado por S = —5 > Pero por otra parte

2
a
tenemos que h = {/b% — (2) , que sustituyendo en la primera expresion, y

teniendo en cuenta a + 2b = 60 = a = 60 — 2b, quedaria

:a. b2—<;>2 ) (60_217).\/52_(60;%)2 )

2 2
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(30 — b) - /b2 — (30 — b)* = (30 — b) - /b2 — (900 + b2 — 60b) =
S(b) = (30 — b) - v/60b — 900

Derivamos e igualamos a cero esta derivada

60
S'(b) = —v/60b—900 + (30 = b) - ——— =
(b) ( ) 2. /60b — 900
_ /BO0b 900 + (30 - b) - 30 _ —(\/60b—900)2—|—(30—b)-30_
V/60b — 900 v/60b — 900
—(60b — 900) + (900 — 30b)  —60b + 900 + 900 — 306 1800 — 90b
V/60b — 900 N V/60b — 900 /606 — 900
1800 — 90b
S (b)= —————— =0=b=20, a=20
®) = =00 “

Para comprobar si se trata de un méaximo recurrimos a la segunda derivada
y calculamos S”(20)

60
—90 - /60b — 900 — (1800 — 90b) - —————
(v/60b — 900)2
—90(60b — 900) — 30(1800 — 90b) _ 5400b + 81000 — 54000 + 2700b)
(60b — 900)*/2 (60b — 900)*/2

2700(1 — 1
() - 20— 100)

(60b — 900)

Luego es un maximo.

— 5”(20) = -3v3 <0

Problema 193 Un numero maés el cuadrado de otro ntimero suman 48.
Hallar ambos ntiimeros para que su producto sea maximo.

Solucion:

Sean los niimeros x e y tenemos que P = x -y, v sabemos que z + y?> =
48 = x = 48 — y?, sustituyendo en la primera funcién tenemos que
P(y) = y(48 — 3?) = 48y — y®. Para calcular el mdximo calculamos la
primera derivada e igualamos a cero, P'(y) = 0.

Pl(y) =48 -3y> =0 = y?> = 16 = y = 4, y = —4 con ambas te-
nemos que x = 32. Comprobamos si es maximo o minimo con la segunda
derivada.

P'(—4) =24

P'(z) = -6y = { P'(4) = —24

mientras que cuando y = 4 es maximo. La solucién buscada es, por tanto,
r=32ey =4

— cuando y = —4 tenemos un minimo,



174 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

Problema 194 Se ha construido un gran depésito cilindrico de 817 m? de
volumen. La superficie lateral ha de ser construida con un material que
cuesta 30 euros/m?, y las dos bases con un material que cuesta 45 euros/m?.

1. Determina la relacién que hay entre el radio, r, de las bases circulares
y la altura, h, del cilindro, y da el coste, C(r), del material necesario
para construir este depdsito en funcién de r.

2. ;Qué dimensiones (radio y altura) ha de tener el depdsito para que
el coste de los materiales necesarios para construirlo sea el minimo
posible?.

3. ;Cual serd, en este caso, el coste del material?.
Solucioén:

1. Sabemos que
g
r2

4
C(r)zzmh.so+2-w2.45=@wrgom-?
T

V=nr? h=8lr=h=

2. Para que este coste sea minimo calculamos su derivada e igualamos a
cero C'(r) = 0.

43607

C'(r) = S— 4 1807 = 0 => —4860 + 1807 =0 =
T

PP =2T=r=3m, h=9m
Calculamos la segunda derivada para comprobar si es un minimo.

_ 48607 - 2r

c"(r) + 1807 = C"(3) = 54071 > 0
7,4

Por tanto, en r = 3m, h = 9m, hay un minimo.

4860
3. El coste del material serda C(3) = —5 T + 90732 = 24307 euros.

Problema 195 Determine los puntos de la curva y?> = 42 que estén a dis-
tancia minima del punto (4, 0).

Solucion:

La funcién es y? = 4o <= y = +2\/z, un punto genérico de la curva
serfa (x, £2y/x), cuya distancia al punto (4, 0) sera la funcién

d(x) = \J(@ — 42 + (£2v7 — 02 = /(@ — 4)? + 42 = Va? — 40 + 16
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Para minimizar esta funcién recurrimos a la primera derivada

—2

Va2 —4z + 16

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada

12
d"(x) = — . e =35
(22 — 4 4+ 16)Va? — 4z + 16 6

Luego se trata de un minimo.

Para x = 2 tenemos que y> = 4-2 = y = +2/2 luego los puntos buscados

son (2,2v/2) y (2, —2v/2).

Problema 196 A partir de una cartulina cuadrada de 60cm de lado se va a
construir caja de base cuadrada, sin tapa, a base de recortar cuatro cuadra-
dos iguales en las esquinas de la cartulina y doblando después de la manera
adecuada. Un observador indica que la caja de més capacidad se obtendra
si los cuadrados elimininados tienen 10cm de lado. Decidir si la observacion
es correcta o no.

Solucion:

Sea x la longitud del lado del cuadrado recortado, esto quiere decir que,
la base de la caja es un cuadrado de lado 60 — 2z y la altura de la caja serd
z. El volumen de la caja serd

V(z) = (60 — 2z)? - 2 = (3600 + 4a? — 240z)x = 42> — 2402* + 3600z
Para que este volumen sea maximo utilizamos la primera derivada
V'(z) = 122% — 480z + 3600 = 0 = = = 30, = = 10

Para comprobar cial de estos valores es el maximo recurrimos a la segunda
derivada
V"(30) =240 > 0

" _ o
Vi (x) =24z — 480 = { V(10) = —240 < 0

Luego cuando = = 30 el volumen es minimo, mientras que cuando = = 10 el
volumen es maximo y, por tanto, la observacién es correcta.

Problema 197 Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados de modo
que: el perimetro de uno de ellos sea triple del perimetro de otro, se necesi-
ten exactamente 1248 metros de valla para vallar los tres y la suma de las
areas de los tres campos sea la minima posible.



176 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

Solucion:

Si el lado del primer cuadrado es x su perimetro es 4zx.

El perimetro del segundo cuadrado serd 12z, y su lado 3x

El perimetro del tercer cuadrado serd 4y

La suma de los perimetros serd 4x + 122 + 4y = 1248 —= y = 312 — 4z El
area del primer cuadrado es 2

El 4rea del segundo cuadrado es 9z

El 4rea del tercer cuadrado es y? = (312 — 4x)?

La funcién suma de areas que hay que minimizar serd

S(x) = 2% 4 922 + (312 — 4x)? = 262 — 24962 + 97344
Para calcular el minimo derivamos
S'(z) = 521 — 2496 = 0 = z = 48

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada S”(x) =
52 > 0 = minimo.

Las dimensiones de los campos son:
El primer campo tiene de lado 48m

El segundo campo tiene de lado 144m
El tercer campo tiene de lado 120m

1
Problema 198 Representa graficamente la curva y = = + —. Para ello
x

calcula asintotas, puntos criticos e intervalos de crecimiento.

Solucion:
1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

2
v +1

li =l =4

Jimy f(r) = Jim, = = koo
La recta x = 0 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales:
1 211
lim f(z)= lim 24— = lim Tt = to00
T—>00 T—>00 €T r—>00 €T

Luego no hay asintotas horizontales.
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e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que

r—00 r—00

b= lim (f(x)—ax)= lim (m2+1—x>:0

Luego la recta y = x es una asintota oblicua.

Mfininab (1.2
-5 5
=i
frarFo tod | S
e i ¥
s

2. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

Flay=1- =221

X X

Que serian los puntos (1,2) y (-1, —2)

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

2 =1

T2

fi(a) =
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Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo, el estudio del signo se reduce al de 22 —1 = (z—1)(z+1)

(—o0,—1) (—-1,1) (1, 400)

z—1 — — +
z+1 — + +
(x —1)(x+1) + — +

creciente | decreciente | creciente

En el punto (—1, —2) la funcién tiene un méximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (1, 2) la funcién tiene un minimo, pasa
de decrecinte a creciente.

Problema 199 Considera la funcién la funciéon f : R — R definida por:

r? -1
0=

1. Calcular el dominio de f y puntos de corte si los hay.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f
3. Simetrias.

4. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

5. Dibujar la grafica de f.
Solucioén:

1. Dominio: Sera el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 + 1 = 0 = Dom(f) = R.

e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0

0= —1=0—2=1, z=—1
22+ 1
Luego los puntos de corte son (1,0) y (—1,0).

e cortes con el eje OY: Para ello hacemos z = 0 = f(0) = —1,
luego el punto de corte es (0, —1).

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales: No hay ningun valor que anule el denomi-
nador de esta fraccién y, por tanto, no tiene asintotas verticales.
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e Asintotas horizontales:

lim f(z)= -1

T—00 z—00 12 +1 B

1

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que

x oo
a= lim M — lim #H —p
r—00 T r—00

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—x):
o (—x)P-1 2?-1
fl=z) = (22 +1 22+1 = f(@)

Luego la funcién es simétrica respecto al eje OY.

4. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

20(2® +1) — 2z(2®* —1)  da

(zZ + 1)2 T @2 0

fi(z) =

= dr=0=2=0, f(0)=-1

Sélo queda por decidir si el punto (0,—1) es un méximo o un
minimo, lo cual se verd en el siguiente apartado.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

4x

f/(x)zm

Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de 4z, que es positivo
cuando x > 0, y por el contrario, es negativo cuando = < 0. En
conclusién:

Cuando z < 0 la funcién es decreciente.

Cuando z > 0 la funcion es creciente.

En el punto (0,—1) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego
estamos ante un minimo.
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el P-:
_\___\____\_\_\--\-\-H-\- --i-d- _'_'__'_'_'_,_——
g o
el "y
-2 ﬁlf,"\\ Sy 2
L] ll-..
Y J
s

Milairmo (1)

5. Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

Problema 200 Resolver:

+2

1. Dibuja el recinto limitado por las curvas y = e* ™, y = e * y x = 0.

2. Halla el area del recinto considerado en el apartado anterior.

Solucion:

1. El dominio de y = ¢*™2 y y = e * es todo R y, por tanto, no tienen

asintotas verticales; ademés son continuas y positivas. Por otro lado
tenemos:

e lim 2= =9
r——00

o lim 2 =¢® =00
Tr—>00

e lim e?=e*=x
r——00

o lim e P=e">=0
T—>00

Es decir, las dos funciones tienen una asintota horizontal en comun
y = 0 y, por tanto, no tienen asintotas oblicuas.

Los puntos de corte entre estas dos funciones seran el resultado de
resolver el sistema

Y= ex—|—2
{ Y= e~ ® = (_1?6)

Los puntos de corte entre la funcién y = e**+? y la funcién = = 0 serd
el resultado de resolver el sistema

_ x+2
{125 =0
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Los puntos de corte entre la funcién y = e™* y la funcién z = 0 sera
el resultado de resolver el sistema

y=e*
{fczo — 0.1

El area pedida vendra dada por

\/

Tie)

—1 0 -1 0
/ ex+2dm+/ e_xda::/ e””-eQdas-l-/ e Fdr =
—00 —1 —00 —1

le”)7 +[—e % =2t —0)+ (=’ +e) =2 —1

—0
Problema 201 Dada la funcién f(z) = zv/5 — 22, se pide:
1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
2. Calcular el drea encerrada entre la grafica de f(z) y el eje de abcisas.
Solucién:

1. e Dominio: Serd el formado por todos aquellos puntos que cum-
plan que 5 — 22 > 0 = Dom(f(x)) = [—\/5, \/3}
e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0

zVh—12=0=2=0,5—-22=0—

z=0, 2=v5, z=-V5
Luego los puntos de corte son (0,0), (—v/5,0) v (v/5,0).
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e cortes con el eje OY: Para ello hacemos x = 0 = f(0) = 0,

luego el punto de corte es (0,0).

Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—z):

f(=z) = (=2)\/5 — (—x)* = = f(z)

Luego la funcién es simétrica respecto al origen O.

Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

, 5 — 222
x) = —
fla) ==

— 1172— x—j: — - = _

Sélo queda por decidir si estos puntos son maximos o minimos,
lo cual se vera en el siguiente apartado.

=0

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

59— 222
T
Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(x) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el dominio de la funcién es [—\/5, \/5}

y f'(z) se anula en los puntos calculados en el apartado anterior,
los intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(ol () (5

En conclusién;

Cuando z € <—\/5, —\/2) la funcién es decreciente.

5 /5
Cuando = € (— 2 \/;> la funcién es creciente.

f'(@)

ot

Cuando z € = V5| la funcién es decreciente

[\)

5 5
En el punto (—\/; —2> la funcién pasa de decrecer a crecer,

luego estamos ante un minimo.

55
En el punto (\/7 , 2) la funcion pasa de crecer a decrecer, luego

estamos ante un maximo.
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e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

2. Como la grafica es simétrica respecto al origen el area buscada sera el
doble de la encerrada en el intervalo [0, v/5].

V5 V3 _21\3/2
/ x\/5—x2dx=—%/ 2w\/5—x2d1‘=—1 l&
0 0

V5
2 3/2 ]

0

V125

3

2.V125

— U
3

Podemos concluir: Area=

Problema 202 Calcular el drea del recinto limitado por las curvas y =
22 —1,y=11—x y el eje OX. Dibujar el recinto.

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

— 2 —
y=rol o= 073 GBS
y=11—=x r=—4
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y=a2—1 . r=1 . (1,0)
y=20 r=-1 (—1,0)
{ y=U=z 11— 1,0
y=0
El recinto pedido estard encerrado entre los puntos (1,0), (3,8) y (11,0).
II'.

Luego el area sera:

3 11 3 3 2110
A:/ (xz—l)dx—i-/ (1l —2)de = |— —z| + |1lz ——
1 3 3 1 21,
11
Luego A = 116 u?
3
1
Problema 203 Calcular / # dx
x° + x4 — 6

Solucion:

Descomponemos el denominador en factores
2342 — 62z =a(x—2)(z+3)

Empleamos el método de descomposicion polinémica

r+1 A B C

Bt —6z x -2 z+3

A(x — 2)(z + 3) + Bz(x + 3) + Cz(x — 2)
x(z —2)(z+3)
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x+1=A(x—2)(x+3)+ Bx(z+3) + Cx(z—2)

Dando valores a z tenemos:

Six:0:>1:—6A:>A:_é

Six:2:>3:10B:>B:1—30

2
Sigc:f3:>f2:150:>czfB

Sustituyendo estos valores en la integral tenemos

1 -1 1 —-2/1
/790Jr da::/ /6d:c+/3/0d:c+/ /5dx:
3 4 22 — 62 T z—2 z+3

1 3 2
:—gln]$|+1—oln|x—2|—1—51n|x+3|+K

Problema 204 Calcula el area que tiene el tinico recinto cerrado y limitado

6

por las gréficas de las funciones y = —22 +7 e y = — (ver dibujo).
x

Solucién:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

i
Ili
G i fI_:'ﬂ oy
L4
(&3
e i
2 ‘ R
2 4
1

——
<
I
|
8
o
+
J
8 8 8
|
—_
—~ A~
-
(=]
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El recinto estd comprendido entre los puntos (1,6) y el (2, 3).

2
:E—61n2 u?

2 6 1;3
A:/ (—x2+7—> dm:l_+7x—61n]x\]
1 T 3 1

m
Problema 205 La grafica de la curva y = z cosx, cuando 0 <z < —  y el
eje OX limitan una superficie. Determinar el area de esa superficie.

Solucién:
T
La funcién y = zcosx en el intervalo [O, 2] es positiva, luego el area

@5 i
-~
o
(T &, |
i i
F i A 2
& ."'.,
\
- =8.5 "
que buscamos es
3
A= / T cosT dx
0
que vamos a resolver por partes
U=z du = dx
dv = cosz dr v=-sinx

/a:cosx dxz:vsinx—/sin:v dr = xsinx +cosxz + C

™
= —14?

Luego
A:/chosx dx = [zsinz + cos x| 5
0

Problema 206 Calcular integrando por partes, el valor de:

2
/ 22Inz dz
1
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Solucion:
du = — dx
u=lnz N z
dv = 22 dx 3
T
V= —
3
3 1 3 1
/$21nx dr = %lnx—/§x2 dr = %lnm— §m3
Luego

2 3 1 2
/1 2Inz dr = [%lnx—§x3]1=§ln2—g

Problema 207 Calcular el drea limitada por la pardbola y = v/2 22, la cir-
cunferencia 22 + y% = 1 y el eje OX (ver dibujo).

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

o 7070 7070 QRTLORTD
f'f 3
{ \
i i
[}
‘Ik }l

V2 V2
272 )

Luego el punto buscado es (

V2 1
A:/2 V2 22 dx-l—/ﬁ\/l—azzdx
0 5
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Calculamos las dos integrales independientemente.

g 2|2 1
/ V22 de = V2 = = =
0 3 1,

Para resolver la segunda integral hacemos un cambio de variable
x =sint => dx = cost dt

Los nuevos limites de integracién seran

ﬂ ™
1T 9 S1n 4

Siazzlzsint:t:g. Luego

™

1 Lid x
/@\/1—552 da;:/; \/1—sin?t costdt:/: cos’t dt =
2 4 4

_/’5 1+ cos 2t dt_[1 <t+sin2t>}g_7r 1
= 2 12 2 8 4

El resultado final seré:

Problema 208 Determinar el dominio de definicién de la funcién f(x) =
r — In(2? — 1) y representar su grafica, calculando los intervalos de creci-
miento y los extremos (maximos y minimos relativos).

Solucién:
e Dominio: Serd el formado por todos aquellos puntos que cumplan
que 22 — 1 > 0= Dom(f(z)) = (=00, —1) U (1, 00).

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera deri-
vada y la igulamos a cero

2x

x2—1:0

flla)=1-

— 22 22— 1=0=—=2=14+V2

Como x = 1—+/2 no pertenece al dominio, resulta que el tinico extremo
es © = 1+ /2. Sélo queda por decidir si este punto es maximo o
minimo, lo cual se vera en el siguiente apartado.
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e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcularlos
recurrimos a la primera derivada

5 — 227

f(x) N

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decreciente
cuando f’(z) < 0. Como el dominio de la funcién es (—oo, —1)U(1, c0)
y f'(z) se anula en los puntos calculados en el apartado anterior, los
intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(—o0,—1), (1,1+\/§), (l—i-\@,oo),

En conclusion:
Cuando z € (—o0

,—1) la funcién es creciente.

Cuando z € (1, 1+ \/5) la funcién es decreciente.

Cuando z € (1 +/2, oo) la funcién es creciente
En el punto (1 + 1/2;0.84) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

estamos ante un minimo.

e Concavidad: Para ello calculamos la segunda derivada

fx) =

2(x? + 1)

— >
=2 =0

Como la segunda derivada es siempre mayor que cero, la funcién es

siempre concava.

e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

£l b "
L
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LU

]
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Problema 209 Se considera la funcién f(z) = 223 — 622 + 4. Calcule la
ecuacién de la recta tangente a la curva representativa de esta funcién en
su punto de inflexién. Haga también su grafica aproximada de la funcién en
un entorno de ese punto.

Solucion:

Para calcular el punto de inflexién tenemos que hacer f”(x) = 0.

|'
|
A4,

Il.'lllr ""'._fén:ﬁ.-- il |
| i |
'JIII II".Il'.'.lfi"

\ 2 ||r
|
{
-3 f
f
\ /
9 J
o L

f'(z) = 62% — 122

f"(x) =122 — 12 = 0 = z = 1 posible punto de inflexién. f"(z) = 12 #
0 = podemos asegurar que es de inflexién, que serd el (1,0). La pendiente
de la recta tangente a esta funcién een este punto vale m = f'(1) = —6,
luego la ecuacion de la recta buscada es

y—0=—-6(x—1)=6x+y—6=0

En un entorno de este punto la funcién pasarda de céncava a convexa o
reciprocamente, habréd que ver también si en ese pequeno entorno (1—¢, 14-¢)
la funcién es creciente.

(1_671) (111+6)
f'(z) - -
f(z) | decreciente | decreciente
(1—-eg1)| 1 ](1,14¢)
f"(=) - 0 +
f(x) | convexa | PI| céncava
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Con estos datos se puede dibujar la gréfica.

Problema 210 Calcular los siguientes limites (donde ”In significa logarit-
mo neperiano).

. In(cos(3z))
L mlglo In(cos(2x))

VAt —Vi—=x
2. lim
r—0 4x

Solucion:
1.
lim M _ [O] — lim M — lim —3STn(3x) cos(Qx)
z—0 In(cos(2x)) 0 T——0 M 2—0 —2sin(2z) cos(3x)
cos(2z)

B {0} 3 lim 3 cos(3x) cos(2x) — 2sin(3z) sin(2x)
- [0]  22—02cos(27) cos(3x) — 3sin(2x) sin(3x)

[\CR GV
N | o

=~ ©

2.
. Vit+tr—Vi-=x . Witz —Vi-2o)Vi+r+Vi—1)
lim = lim
2—0 4z 20 de(vVi+z++/4—1x)
— (4 — 2 1

e—04x(\/A+r+Vid—1) 2—04x(Vd+z+/i—-x) 8

Problema 211 Dada la funcién
x® — 28

1— 26

fz) =

1. Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonada-
mente si alguna de las discontinuidades es evitable.

2. Estudiar sin f tiene alguna asintota vertical.
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\ I| i
\ b
b |I 4 l,l'll
(LAST200808307 _ ff"
2 J:
J,-'“
o (L0 Sdiscanbnyicod awizhle
-2 ! 2 4
f
|
| -
Solucion:

1. Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se
anula el denominador, es decir, 1 —2® =0 =2 =1, 2 = —1. Para
ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite en estos puntos

5 8 4 7 4 3
. .-z 0 . bx* =8 . x*(5—8z°)
Jim, fe) = lim =55 = [o] =g s T s
. h—8z3 1
lim = -
z—1 —06x 2

Luego la discontinuidad que hay en x = 1 es evitable.

5_ .8
. . - -2
z—>hn—11+ J(@) = m—»hr{lﬁ 1—a6 [0+] -

5 8
¥ —x -2
lim )= lm ——=]|—|=4
r——1" f( ) z—s—1— 1 — 26 |:0:|
Luego la discontinuidad que hay en x = —1 no es evitable.
2. Por lo visto en el apartado anterior x = —1 es una asintota vertical.

Problema 212 .

1. Dibujar la grafica de la funcién g(z) = e* — x

2. Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su comporta-
er —x
miento para x — o0y £ — —0Q.

3. Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de f(x) en
su dominio de definicién.

Solucion:
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1. El dominio de g(z) = €* — x es todo R, calculamos los maximos y
minimos de esta funcién
Jr)y=e"—-1=0=¢e"=1=2=0
Jd'(z)=¢"=4"(0)=1>0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que g”(z) = e* >
0, Vx € R = la funcién es siempre céncava hacia arriba |J.

-lfm'm:'.raa{vl:l, I

Como el denominador de esta funcién no se anula nunca tenemos que
el dominio de f(x) es todo R.

Por otra parte, si calculamos los limites

1
li = lim ——— =
A f @) = ey =0

lim f(z) = lim Lo

T —00 r—00 el —

Se pueden valorar estos limites ddndonos cuenta de que se puede des-
preciar e€® frente z cuando  — —oo. Y por el contrario, se puede
despreciar x frente a e* cuando z — .

En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abcisas) es una asintota hori-
zontal.
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3.
Fla) e 2= )1t m 0 =0
(e —x)3 N N
2z T
" € +€($—4)+2 "
= == 0)=—-1<0
) = 5 70)
Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un maximo.
Midmofi, 1) +
8.5
4 -2 p=i 2 4

Problema 213 Calcular la base y la altura del tridangulo is6sceles de perimetro
8 y area méaxima.

Solucion:
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2
-y x
— . 2 = 8- — 2 _ 2
S 5 5 +2y=8; h Y 1
2 _ z?
Ty y? — &
S(z) = 5 LI
8 — 3z 8
Sl = — = 0 e = —
@) == 73
—88 421 8 3V3
S”(x) _ + T : S// () _ _i <0
16(4 —z)v/4—x 3 4
(. . 8 8
Luego se trata de un maximo. Si z = 3 =y = 3 y, por tanto se trata de
4v/3
un triangulo equildtero. Su altura sera: h = \3[
Problema 214 Se considera la funcién
(22 —1)?

F@) ="

1. (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de
la funcién f(z).

1
2. (1 punto) Calcular/ f(z)dz
0

Solucion:

1. (a) Asintotas:

e Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
e Horizontales:
(2 —1)? _
e gr YT
e Oblicuas: No hay al existir horizontales.
(b) Extremos:

42z — 1)(2z + 1) 1 1

f@=""geir "3 7

(—o0,—1/2) | (—=1/2,1/2) | (1/2,+00)

z+1/2,08 - n i
x—1/2 - - +
I (z) + — +

crece decrece crece
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1
Luego en el punto <—2, 2) la funcién tiene un maximo y, por el

. 1 . . .
contrario, en el punto (2, 0 ) la funcién tiene un minimo.

/(w—l /495 —4x+1d
=) T =
422 +1 422 +1

_ 2
/( 4x2+1>d$—1‘ 2ln(41‘ +1)+C

1

1 (22 —1)2 1 1
2 e =x—-In(da?+1)| =1- -1
/0 121 r=zx 2n(:1: + )L 2n5

Problema 215 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 1 — 22, se pide:

1. (1 punto) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el
punto P(a, f(a)), donde 0 < a < 1.

2. (1 punto) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el
apartado anterior corta a los ejes vertical y horizontal respectivamente.

3. (1 punto) Determinar el valor de a € (0,1) para el cual la distancia
entre el punto A y el punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre
el punto B y el punto P(a, f(a)).

Solucioén:
1. Tenemos que calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto
(a, f(a)) = (a,1 — a?). Calculamos la pendiente de esta recta
f(z) = -2z = m= f'(a) = —2a
La ecuacién de la recta buscada sera
y—(1—-a*) =-2a(z—a) =20z +y— (1+a*)=0

2. Corte con el eje OY: Hacemos z = 0 = y = 1+a? = A(0,1+a?)

1—a®> a®+1
Corte con el eje OX: Hacemosy =0= z =a+ 2(1 :a2—|— .
a a

2
1
Luego el punto buscado es B <a 2+ ,0).
a
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d(A,P) = /(a— 02+ (1 —a? — (1 +a?))? = aV/1 + da?

6.0 (o= (a+ 52)) + -0 -

_ 12)2 2 1— 2
\/M+(1—a2)2—(1—a2) 1+4a® _ 2“ V1T 4a2
a

4a? 4a?

1— 2
d(A, P) = 2d(B, P) = a\/1 + 4a? = QTQ 1+ 4a2 =
a

1—a? V2

:>a2:1—a2:>2a2:1:>a:i7

a =
a

2
Como a € (0,1) la solucién pedida es la positiva a = \2[

Problema 216 Sabiendo que una funcién f(x) tiene como derivada
fl(x) = (z —4)*(2® — 8z +7)
1. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

2. Hallar los maximos y minimos relativos de f.

3. (Es el punto x = 4 un punto de inflexiéon de f?. Justificar razonada-

mente la respuesta.

Solucion:

flix)=(z—4)*@2* -8 4+7)=0=2=4, 2=1, 2=7

Como (z—4)% > 0 solo tendremos que estudiar el signo de 22 —8x+7 =

(z =1)(z =7
(-OO,l) (177) (7700)
z—1 — + +
x—7 — — +
f(x) + - +

Luego f crece en los intervalos (—oo, 1) U (7,00), mientras que decrece

en el intervalo (1,7).
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2. Por el apartado anterior observamos que en x = 1 la funcién pasa de
crecer a decrecer, por lo que podemos asegurar que estamos ante un
Maximo en (1, 5); en el punto x = 7, por el contrario, la funcién
pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en
(7, —1§2> En x = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por

tanto, en el punto (4,0) no hay ni Maximo ni Minimo.

.Fllfﬁ-vﬂ-ul'l-i:.l
31? ".I
&

\ Bro Dafleciduia, &)

=20 II'. ‘|’
\

-30 1 |

Himimaf 74 3400

3. Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cam-

biar de céncava a convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos
la segunda derivada

f(z) = 2(x—4) (202 —162423) =0 = x =4, = =1,8787, = =6,1213

Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f"(z) >
0 = f es convexa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f"(z) <
0 = f es concava. Por tanto, podemos asegurar que la funcién f

tiene un punto de inflexién en (4,0). Otra manera de comprobarlo es
através de la tercera derivada:

f"(z) = 6(22% — 162 + 29) = f""(4) = —18 £ 0

Luego se trata de un punto de inflexién.
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2 1
Problema 217 Sea la funcién f(z) = (2f++1)2
22+

1. Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

2. Dibujar la grafica de la funcién, utilizando la informacion obtenida en
el apartado anterior, teniendo en cuenta, ademas, que f tiene exacta-
-1-+3

mente tres puntos de inflexién cuyas abcisas son 1 = 5

1 —-1++3

5 T3 = — respectivamente.

y, L2 =

3. Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f, el
eje OX, larecta x =0, y la recta z = 2.

Solucidn:
1. Méaximos y Minimos relativos: f'(z) = _ Seletl) 0=
' y ' RCGET TS
x = —1, z = 0. El denominador no se anula nunca, y es siempre
positivo.
(—OO,—l) (_1’0) (0,00)

x+1 — + +

—T + + -

f'(z) - + -
En z = —1 la gréafica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

1
estamos ante un Minimo en el punto (—1, 3). En x = 0 la grafica de

la funcién pasa de crecer a decrecer, luego estamos ante un Maximo
en el punto (0, 1).
Asintotas:

e Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.

e Horizontales:

i 2+ 1 I 2r+1 0
im —————— = lim ———————=0=y =
g—too (22 4+ x4+ 1)2  z——oc0 (22 + 2+ 1)2 Y

e Oblicuas: No hay al existir horizontales.
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rd
._I--.
= + =
-1 F
"—\.-.\_. -\-\-.-\- ) ....--..-
Mimimoy -1 LE}
2.
3.
/2 2041 1 2 6
_— A= —— — =
0o (22 +xz+1)2 »?2+r+1]y 7

Problema 218 (2 puntos) Sea f(x) una funcién derivable en (0,1) y con-
1
tinua en [0,1], tal que f(1) =0y / 2z f'(z)dz = 1. Utilizar la férmula de
0
1
integracién por partes para hallar / f(z)dz.
0

Solucion:

Hacemos u = 2z y dv = f'(z)de = du = 2dz y v = f(z). Aplicando
la férmula de integracién por partes

/udv:uv—/vdu
/la:f()dx—Qa:f —Q/f

/f 1 22f(a )] _1-2f() 1
0

2 2 T2

Problema 219 (2 puntos) Calcular un polinomio de tercer grado p(z) =
ax® + bx? + cx + d sabiendo que verifica:

e tiene un maximo relativo en x =1
e tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0, 1).
e se verifica que

/01 p(x)dx = Z

Solucion:
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p(z)=3az® +2bz+c=p'(1)=3a+2b+c=0

p"(x) =6az +2b=p"(0) =20=0=b=0

p(0)=d=1
[ ]
1 1 4 2 1
/p(x)dx:/ (ax3+bx2+cx+d)d$:ﬂ—#—bi-i-ﬁ—l-ch _5
0 0 4 3 2 0 4
SN L S
4 3 2 4

En conclusion, tenemos

5)
E+E+1:7:>a—}—20:1’ y 3a+c¢c=0—
4 2 4
1 3 1 3
a:_g’czgjp(l‘):—glﬁ‘i‘gx"’l

Problema 220 (3 puntos) Calcular los siguientes limites

1. (1,5 puntos)

hm (\/332—}—30— \/x2—m>

2. (1,5 puntos)

. oy T
xlﬂlox {arctan (") 2}

Solucioén:
1.
lim (\/x2+x—\/x2—$) [00 — 00] =
T——00
(\/:L'2+:£—\/:L‘2 —:13) (\/332+:n+\/x2 —a:)
lim =
T——00 \/:Ez—i—x—i—\/xQ—x
2 2
(o) - (=) :
T——00 \/$2+.Z'+\/1'2—$ m—>oo\/x2+l._‘_\/x2_x
2x
2
lim =1
T—00 x2+w zgf:p

T2
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2.
) . L arctan(e”)—%_g B
im {arctan (") 2] =1[0-00] = im s 0
el‘
00— @00 ] 4 e 00| @00 2e2%

x2

—2x — 22 —2-2 —
lim ‘”xzzrw]: lim :E:{Kq::hm 2 _y
r—00 2eT 00



