Problemas de Algebra (Matematicas 2°)

Problema 1 Demuestra que:

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+c)’
2c 2c c—a—2>b
Solucion:
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b :(F1—>F1—|—F2+F3):
2c 2c c—a—2>b

at+b+c a+b+c a+b+c
= 2b b—c—a 2b =

2c 2c c—a—2>b
1 1 1
=(a+b+c)| 20 b—c—a 2b :<22:g2:g1>:
2c 2c c—a—2>b 3 3 !
1 0 0
=(a+b+c)| 20 -b—c—a 0 =
2c 0 —c—a-—"»
—(a+b+c 0
=lexbrd ( 0 )—(a+b+c)‘:(a+b+c)3

Problema 2 Calcula el valor de este determinante:

T a a a
a r a a
a a T a
a a a x
Solucion:
o raal (BR-R
a a x al| Fy— Fy—F ) =
Fy— F,— F
a a a x
x a a a r a a a
a—xr T—a 0 0 _(x_a)g -11 0 0|
a—2x 0 x—a 0 o -1 0 1 0]
a—x 0 0 T —a -1 0 0 1



:(Cl—>C1+CQ+C3+C4):(x—a)3

oS = O

1 0
=(z—a)@—3a)| 0 0=
0 1

c oo |
O O = Q
o~ oo
— O O Q

(z —a)*(x — 3a)

Problema 3 Halla en funcién de a, el valor de este determinante:

a —a -1 -1
1 a 1 1
1 1 a 0
0 -1 -1 a
Solucion:
—a —1 -1 a+1 0 0 0
a 1 1 1 a 1 1
| o o|TH T RER)=
-1 -1 a 0 -1 -1 «a
a 1 1
=(a+1)| 1 a 0|=(a+1)(a®>-1)
-1 -1 a
Problema 4 Demuestra que:
a a a a
a b b b
0 b e e =a(b—a)(c—0b)(d—c)
a b ¢ d
Solucion:
a a a a a a a a
a bbb Fy— = h 0 b—a b—a b—a
= F3%F3—F1 ==
a b ¢ c [N O 0 b—a c—a c—a
a b c d 4 4 1 0 b—a c—a d—a

=a|b—a c—a

a(b—a)(d—c)

b—a b—a b—a
c—a |=a(b—a)
b—a c—a d—a

1
h—
0

(F3 — F3 — Fy) = a(b—a)

1 1
b—a c—a

1 1 1
b—a c—a c—a |=
b—a c—a d—a
1 1
a c—a c—a |=

0 d—c

=a(b—a)(c—b)(d—c)



Problema 5 Resuelve la ecuacién:

—x 1 0 1
1 —x 1 0
0 1 —=z 1] 0
1 0 1 —x
Solucion:
— 1 0 1 0 1 0
1 —z 1 0| ([ Ci—C1—20C 1—22 —x 1
0 1 —=x 1 04 — C4 — 02 X 1 —=z 0
1 0 1 —=x 1 1 —=z
1—22 1 =z 1—22 1 1
= — —x 0|=—2° 1 -1 0 :(Cl—>01+02)=
1 1 —=x 1 1 -1
2—z22 1 1 5
=22 0 -1 0|=-22 2_2‘” _1 =222 —4) =0 =
2 1 -1

r=0, =2, z=-2

Problema 6 Calcula el valor de este determinante, dando el resultado fac-
torizado:

a 1 0 1
1 a 1 0
0 1 a1
1 01 a
Solucion:
a 1 0 1 0 1 0 0
1 a1l 0| [C—Ci—als 1—-a? a 1 —a B
01 a1 o 04—>C4—02 —a 1 a 0 o
1 01 a 1 0 1 a
1—a2 1 —a 1 — a2 1 —a
= — —a a 0|=a -1 0 :(F1—>F1—|—F3):
1 1 a 1 1 a
2—-a®> 2 0 9
=a 1 —1 0 |=d? 2-a 2 = a*(a® — 4)
1 -1
1 1 a




Problema 7 Halla, en funcion de a, el valor de este determinante:

1 a?2-1 a
1 2a2—-2 2a-1
1 0 a?
Solucion:
1 a?2-1 a 1 a2 -1 a
1 26°-2 2a-1 _<§2:§2:§1>_ 0 a*-1 a—1 |=
1 0 a? 3 3 ! 0 —a®+1 a®2—a
2
_ a—1 a—-11]_ o I a=1|_ o B 1 1|
_‘—az—i-l a?—a = (a"-1) -1 a2—-a = (a"=1)(a-1) -1 a

=(a*—-1)(a+1)(a—1)=(a* — 1)
Problema 8 Estudia el rango de esta matriz, segiin los valores de t:

2
0

1
M = 0
-1 —2

W~ O
~~ >

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que

i (2)‘:—87&0:>Rango(M)Z2.

el menor

Los determinantes que se pueden formar y los valores de t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 0 4
0 t 4|=t>44t—-12=0=1t=-6, t=2
-1 3 ¢
2.
10 2
0t 0|=-2t4+2t=0
-1 3 =2
3.
14 2
0 4 0|=-8+8=0
—-1 t -2



0 4 2
t 4 0|=2t-4—-12)=0=t=—6, t=2
3 t -2
En conclusién:
Sit=—6o0t=2,los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Sit# —6yt# 2 alguno de los cuatro determinantes es distinto de ce-
ro y, por tanto, Rango(M) = 3.

Problema 9 Determina cudl es el rango de la matriz A, segin los valores
de A :

1 1 X411
A=1 XA 0 0 2
0 A 2 0

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(A) < 3, ademds se observa que el
menor (2) S = —4 # 0 = Rango(A) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de A\ que los anu-
lan son los siguientes:

1.
1 1 x+1
A0 0 |==X2-XM-XN)=0=X=0,A=1 A=-2
0 X 2
2.
111
A0 2(=X2-22=0=X=0, A=2
0 X0
3.
1 A+1 1
A0 2|=22-4=0=)\=2
0 2 0



A+1

1
0
A

o o+

1
2|=-22-XN-N)=0=A=-2, A=1
0

En conclusiéon, como no hay ningin valor de A\ que anule los cuatro deter-
minantes a la vez = Rango(A) =3

Problema 10 Estudia el rango de la matriz M segin los valores de ¢:
1 2
M=|1 t

1

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que
1

el menor g 5 =3 # 0 = Rango(M) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de ¢ que los anulan
son los siguientes:

1.
1 2 3
1 t 31=0
1 8-3t 3

2.
1 2 1
1 t 21=0
1 8-3t -2

3.
1 3 1
13 2]=0
1 3 -2

4.
2 3 1
t 3 21=0
8§—-3t 3 -2



En conclusion, los cuatro determinantes son cero sea cual sea el valor de ¢,
luego Rango(M) = 2.

Problema 11 Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos
valores de a:

a 1 3 0
M = 1 a 2 1
2 2a 5 a

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que
0

el menor 5 1

=3 # 0= Rango(M) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de ¢ que los anulan
son los siguientes:

1.
1 3
1 a 2|=d®>-1=0=a=1,a=-1
2 2a 5
2.
a 1 0
1 a 1|=a*-22-a+2=0=0a=1,a=-1, a=2
2 2a a
3.
a 3 0
1 2 1[=2a*>-4a+3)=0=a=1,a=3
2 5 a
4.
1 3 .
a 2 1|=-3*+8a—-5=0=a=1,a=-
3
2a 5 a

En conclusién:
Si a =1 los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Si a # 1 alguno de los cuatro determinantes es distinto de cero y, por tanto,
Rango(M) = 3.



Problema 12 Determina el rango de la siguiente matriz para los distintos
valores de a:

1 0 -1 0
A= 0 a -3 0
4 1 a 0

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(A) < 3, ademds se observa que el

menor

i (1) =1%# 0= Rango(A) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 0 -1
0 a 3|=ad>+4a+3=0=0a=-3,a=-1
4 1 a
2.
1 00
0 a 0=0
4 10
3.
1 -1 0
0 -3 0|=0
4 a O
4.
0 -1 0
a =3 0]=0
1 a O
En conclusién:
Sia=—3o0a=—1los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Sia# —3ya # —1 alguno de los cuatro determinantes es distinto de
cero y, por tanto, Rango(M) = 3.



Problema 13 Calcula, si es posible, la inversa de la matriz:

14+a 1 1
A= 1 1 1
1 14+a

Para los casos en los que a =2y a = 0.
Solucién:

Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de cero,

hacemos |A| = —a = 0. Es decir, la matriz A tiene inversa siempre que
a # 0.
e Sia=2
31 1 Adj(AT) 1/2 —1/2 0
A=|1 11 :>A*1:]T: 1/2 -5/2 1
1 3 2 |4 -1 4 —1

e Si a = 0 no tiene inversa.

Problema 14 Dada la matriz

1
M=|1
z

O = O
— o8

Halla los valores de x para los cuales la matriz M no es inversible. Hallar la
inversa de M para x = 2.

Solucién:
Para que M tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de cero,
hacemos |M|=1-2?2=0= 2 =1, v = —1. Es decir, la matriz M tiene

inversa siempre que z # —1y x # 1.

Para z = 2 tendremos:

10 2 . ~1/3 0 2/3
Adj(MT
M=|110 :>M—1:J](w>: 1/3 1 —2/3
2 0 1 |M] 2/3 0 —1/3
Problema 15 Dada la matriz
a -1 -1
A= -1 a 1
a—2 2 2



1. Encuentra los valores de a para los que la matriz no es inversible.
2. Calcula A~! para a =2

Solucion:

1. Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de
cero, hacemos |A| = (a — 1)(3a — 2) = 0. Es decir, la matriz A tiene

inversa siempre que a # 1y a # 3

2. Para a = 2 tendremos:

2 -1 -1 oy 1/2 0 1/4
A= -1 2 1 :>A‘1:‘M‘71(:1): /2 1 —1/4
2 2 4] -1/2 -1 3/4

Problema 16 Halla X tal que AX = B, siendo:

21 -1 6 2 1
A=10 2 3 B=|5 01
1 1 -1 31 2

Solucién:
AX=B=— A"'"AX=A"'"B— X=A4"'B

Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por B:

2 1 -1 : 1 0 -1
Adj(AT
A=|[0 2 3 :>A‘1_‘7£1)— -3/5 1/5 6/5
11 -1 4] 2/5 1/5 —4/5
1 0 -1 6 2 1 31 -1
X=A'B=| -3/5 1/5 6/5 501 |=10 2
2/5 1/5 —4/5 3.1 2 10 -1
Problema 17 Halla X tal que AX + B = 0, siendo:

1 -1 o0 -2 -1

A= 2 0 1 B=| -4 -4

-1 1 -1 4 1

Solucion:

AX+B=0= AX = —B= A'AX = A" (-B) = X = A"Y(-B)

10



Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por —B:

1 -1 -0 : 1/2 1/2 1/2
Adj(AT
A= 2 0 1 :>A_1:Ch£1): —1/2 1/2 1/2
-1 1 -1 4] -1 0 -1
1/2 1/2 1/2 2 1 1 2
X=A"'B=| -1/2 1/2 1/2 4 4 = -11
-1 0 -1 —4 -1 2 0
Problema 18 Dada la matriz
A—1 2
A= 2 A -1
-1 X 2

1. Encuentra los valores de \ para los que la matriz no es inversible.
2. Calcula A~ paraA=2yA=0
Solucién:

1. Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de
cero, hacemos |A| = 3A2 + 6\ +3 = 3(\ + 1)?2 = 0. Es decir, la matriz
A tiene inversa siempre que A # —1.

2. Para A = 2 tendremos:

2/9  2/9 —1/9

(AT
A= 2 2 -1 :Alz‘é%‘“z -1/9 2/9  2/9
-1 2 2 4] 2/9 —1/9  2/9
Para A = 0 tendremos:
0 -1 2 T 0 2/3 1/3
A= 2 0 -1 :>A_1:%: -1 2/3 4/3
10 2 4] 0 1/3 2/3

Problema 19 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:

—r+ 2y— z= 1
3z— y+ 2z2= —4
z— y+ z= -1
Solucién:
-1 2 -1 x 1
-1 2 y | =1 —4
1 -1 1 z -1

11



Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B=—A""AX=A"'B— X=4"'B

Calculamos A~ 1:

. 1 1 -3
Adj(AT
A7l = ‘71(4) - 1 o 1
A -
Calculamos X:
x -1 1 -3 1 —2
X=1y9y | = 1 0 1 —4 | = 0
z -1 5 -1 1
La solucién es:
T =—-2
y=20
z=1

Problema 20 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz

inversa:
22+ 3y+ 2= 7
T+ y— 2z= 5
y+ 2z= 0
Solucion:
2 3 1 T 7
1 1 =2 y | =15
0 1 2 z 0

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresion nos queda

AX=B=—A"'"AX=A"'B— X=A"'B

Calculamos A~ 1:

4/3 —5/3 —7/3

AT
A—l_Ad{Efl)_ -2/3  4/3 5/3
4] 1/3 —2/3 —1/3
Calculamos X:
x 4/3 —5/3 —7/3 7 1
X=|y |=]| -2/3 4/3 5/3 5 | = 2
z 1/3 —2/3 —1/3 0 -1

12



La solucién es:

r=1
y=2
z=—1

Problema 21 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:
4+ 2y— z= 6
T+ z= 1
20+ y+ z= 3

Solucion:
4 2 -1 T 6
1 0 1 y | =11
2 1 1 z 3

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresiéon nos queda

AX=B=— A"'"AX =A"'B— X=A4"'B

Calculamos A1

. 1/3 1 -2/3
Adj(AT
A—lz‘ﬁ): ~1/3 -2 5/3
4] 13 0 23
Calculamos X:
x 1/3 1 —2/3 6 1
X=|y|=|-1/3 -2 5/3 1| =11
z -1/3 0 2/3 3 0
La solucién es:
r=1
y=1
z=0

Problema 22 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:
—3z+ y— z= 5
z+ 2y+ z= 0

2x+ z= 3
Solucion:
-3 1 -1 T 5
1 2 1 y | =10
2 0 1 z 3

13



Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B=—A""AX=A"'B— X=4"'B

Calculamos A~ 1:

. 2 1 -3
Adj(AT
A1:‘71(4): 11 =2
4] 4 -2 7
Calculamos X:
T -2 1 -3 5 —19
X=|yl|=| -1 1 -2 0= -1
z 4 -2 7 3 41
La solucién es:
r=-—19
y=-—11
z =41

Problema 23 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:
z— y+ z= 6
20— y+ z= 8
T— 2y+ z= 7

Solucion:
1 -1 1 T 6
-1 1 y | =1 8
1 -2 1 z 7

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresion nos queda

AX=B=—A"'"AX=A"'B— X=A"'B

Calculamos A~ 1:

o -1 1 0
a2 AAD g
ZI W
Calculamos X:
T -1 1 0 6 2
X=1vy |= 1 0 -1 8 = -1
z 3 -1 -1 7 3

14



La solucién es:

r=2
y=-1
z=3

Problema 24 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
20— y+ 3z= 1
—xr+ y— z=
z+ y+ 3z= 3
Solucién:
2 -1 2 -1 31
A=1] -1 1 A=| -1 1 112
1 1 1 1 313
Tenemos que Rango(A) = 2y Rango(A) = 3. Como Rango(A) # Rango(A)

el sistema es incompatible.

Problema 25 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
T+ Y- = 3
—z+ 2y— z= 1
20— y+ z= 2
—z+ by— dz= 5
Solucién:
1 1 -1 1 1 —-11]3
-1 2 -1 — -1 2 —-1]1
A= 2 -1 1 A= 2 -1 112
-1 5 =5 -1 5 =515

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble determinado.

Problema 26 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
3x— 4y +z= 1
-+ 2y —z= 3
T— z= T
r— Yy = 2

15



Solucion:

—4 3 4 1|1

-1 2 -1 — -1 2 113

A= 1 0 -1 A= 1 0 —-1|7
1 -1 0 1 -1 0|2

Tenemos que Rango(A) = 2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble indeterminado, de 3 — 2 = 1 grados de libertad.

Problema 27 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

z— 2y= 3

-+ 3Jy= -1

—z+ 6z = 2

T— Y= )

Solucion:

1 -2 1 -2 3
-1 3 A —1 3] —1
A= -1 6 A= —1 6 2
1 -1 1 -1 5

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 28 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
22— 3y+ z= 1
T+ y— z=
3z— 2y =1
Solucién:
2 -3 1 2 -3 1|1
A= 1 1 -1 A=]11 1 —-1/0
3 =2 0 3 =2 0]1

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

16



La solucién sera:

1+ 2t
r=—

5
143t
y=773
z=1t

nes:
T+  y+ z= 4
20— 3y+ z= -1
z+ y— 2z= 0
Solucion:
1 1 1 1 1 1 4
A=1] 2 -3 1 A= 2 -3 1| -1
1 1 =2 1 1 -2 0

Tenemos que Rango(A) = 3y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

17
T=—
15
23
15
4
z==
3
Problema 30 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
—-r— y+ z= 2
x— 2y— z= -1
20+ y+ z= 1
Solucién:
-1 -1 1 -1 -1 1| 2
A= 1 -2 -1 A= 1 -2 —-1|-1
1 1 2 1 1 1

17



Tenemos que Rango(A) = 3 'y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

1
T=—=
9
1
Y=73
14
z=—
9
Problema 31 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
3r—  y+ 2z= 1
z+ Y+ z=
20— 2y+ z= -1
Solucién:
3 -1 2 3 -1 2| 1
A= 1 11 A=|1 1 1] 2
2 =21 2 -2 1|-1

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n°® de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

33— 3t
T =—

4
5t
Y=
z=1

Problema 32 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
T— Y- z= 0
224+ 2y+ z= -1
-+ y+ z= 2

18



Solucion:

1 -1 -1 1 -1 -1 0
A= 2 2 1 A= 2 2 1]-1
-1 1 1 -1 1 1 2

Tenemos que Rango(A) = 2y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 33 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
3z+ 4dy— z= 1
T— Y- z= -2
4+ 3y— 2z= -1
Solucién:
3 4 -1 3 4 -1 1
A=11 -1 -1 A= 1 -1 —-1]-2
4 3 =2 4 3 -2|-1

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n® de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

—T74 5t
Tr =
7
_7—275
y=7
z=1

Problema 34 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
3z+ 2y— z= 2
z+ 2y— 3z= 1
de+ dy— 4dz2= 7
Solucion:
3 2 -1 3 2 —1|2
A=1 2 -3 A=[1 2 -3]|1
4 4 —4 4 4 —-417

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.
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Problema 35 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
or— 2y+ 3z= 5
z+ y+ 2= 2
dr— 3By+ 2z= 3
Solucién:
5 =2 3 5 =2 3|5
A=11 1 1 A=|[1 1 1]2
4 -3 2 4 -3 213

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n°® de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

9— b5t
r=—

7
521
y=7
z2=1

Problema 36 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
o+ Y+ oz = 4
—z+ y— 3z= -2
22+ y— z= 1
Solucién:
5 1 1 5 1 1] 4
A= -1 1 -3 A= -1 1 3|2
2 1 -1 2 1 -1 1

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

L 32
3
34Tt
3

z=1t




Problema 37 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
de— y+ 3z= 2
z— y— 2z= -1
6r— 3y— z2z= 0
Solucién:
4 -1 3 4 -1 3| 2
A= 1 -1 =2 A=]1 -1 -2|-1
6 -3 —1 6 -3 —-1| 0

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n® de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

L _ 35t
3
611

Y=

z=1t

Problema 38 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
22+ y— z= 2
T+  y+ z=
3z+ 2y =1
Solucién:
2 1 -1 2 1 —-1|2
A= 1 1 1 A= 11 112
3 2 0 3 2 011

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 39 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
—22+ Sy— 3z= 2
z+ 3y+ z= 2
z— y+ 3Jz= -1

21



Solucion:

A= 1 3 1 A

I
—
w
—
)

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

=1
1
Y73
1
z=—=
2
Problema 40 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
Tr— 3y— 2z= -1
20+ y— 3z = 3
Sr— 4dy+ z= -4
Solucién:
7 -3 -2 7 -3 —2|-1
A=12 1 =3 A=]12 1 -3| 3
5 —4 1 5 —4 1|-4
Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

8 + 11t
xTr =
13
_23+17t
T
z=1

Problema 41 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
20— 2y+ S5z = 3

+ y—= z= -1

rz— 3y+ 6z = )
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Solucion:

2 -2 5 2 -2 5| 3
A= 1 1 -1 A=]11 1 —-1|-1
1 -3 1 -3 6| 5

Tenemos que Rango(A) = 2y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 42 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
z— y+ 22— t= 3
20+ y— 22+ t= 2
—z+ y+ 2= t= 1
Solucién:
1 -1 2 -1 1 -1 2 —-1|3
A= 2 1 -1 1 A= 2 1 -1 112
-1 1 1 -1 -1 1 1 —1]1

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble indeterminado, de 4 — 3 = 1 grados de libertad.

Problema 43 Discute si el sistema siguiente es compatible, y en caso afir-
mativo encuentra las soluciones.

z+ y+ z= -1
r— Y+ 2z= 1
T+ dy— z2z= -—5H
Solucién:
1 1 1 1 1 1] -1
A= 1 -1 2 A=1 -1 2 1
1 5 -1 1 5 —1|-5

Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2

Luego Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incdgnitas, y por tanto, el siste-
ma es compatible indeterminado.
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1 1
1 -1
mente independientes, y podemos despreciar la ultima.

Como = —2 # 0, luego las dos primeras ecuaciones son lineal-

3t

r= ——

2

T 4y+ oz =-1 T o Fy= —l-z 2+t
{:p —y+ 2z =1 :>{a: —y= 1-2z ) y= 5
z = t

Problema 44 Discute si el sistema siguiente es compatible, y en caso afir-
mativo encuentra las soluciones.

3z— 2y+ z= 2
T+ y— =1
Tz— 3y+ z= 5
Solucién:
3x— 2y+ z= 2 s T+ y— z= 1 (B2 - 3E,)
x+ y— z= 1 (2 B0 3x— 2y+ z= 2 (s 75
Tr— 3y+ z= 5 Tz— 3y+ z= 5
T+ y— oz = 1 - z+ y— oz = 1
—5y+ 4dz= -1 (Bs — 2P2) -5y+ 4dz= -1 =
—10y+ 8z= -2 0= 0

El sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.
Vamos a calcularlas:
Despejando y en Es y haciendo z = A

-1 -4z 1442 144\

=" T 75 T s

Sustituyendo estos valores en Ej

144X A+1
5 TS
La solucién pedida seria:
= 2t
5
y = 4/\;1
z = A

Problema 45 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
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20— 3y= 7
2.
z— 2y+ z= =3
2z4+ 3y— z= 3
rT— Y+ 3z = 6
Solucién:
1.

- 1 4]-6
a=(7 4%

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

-6 4 -1 -6
7 =3 2 7
-1 4 -1 4
2 -3 2 -3
2.
1 -2 1 -3

A=|2 3 -1 3
1 -1 3 6

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

A = 17
3 -2 1
3 3 -1
6 -1 3 15
T 17 T
1 -3 1
3 —1
1 6 3| u5
y= 17 17
1 -2 —3
3 3
1 -1 6 54
- _
17 17



Problema 46 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.

{-:E-l- 3y= -5

r+ y= 1
2.
—z+ 2y— z= 0
x— 3y+ z= -3
2r+  y— z= 1
Solucién:
1.
— -1 3|5
A= ( 11 1 )
Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =
Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:
|A| = —4
-5 3 -1 -5
11 0 1 1 .
T = ) =2 y= = = _
2.

A= 1 -3 1|-3

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =
Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

|A] = -3
0 2 -1
-3 -3 1
1 1 —1| 4
. _4
-3 3
1 0 -1
1 -3 1
2 1 -1
y = — =3
1 2 0
1 -3 -3
2 1 1 14
. 3 -3



Problema 47 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.

{—333—}— 2= 3

20— y= -1
2.
20— y— z= 0
-+ 2y+ z= 1
rz— 3y— 2z= -3
Solucién:
1.

— -3 2] 3
A_< 2 —1—1)

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

4] = -1

A= 1 -3 1|-3

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

|A] = -2
0o -1 -1
1 2 1
-3 -3 =2
T = =1
-2
2 0 -1
-1 1 1
1 -3 -2
y = — =0
2 —1 0
-1 2 1
1 -3 -3
z= — =2
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Problema 48 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

1.
22— y= 0
3z+ y= 5
2.
T+ y— z= 2
—r+ 29+ 2= 4
3z+ y+ 2= 6
Solucién:
1.

— (2 -1]o0
A_<3 15)

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A)
Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

A =5
0 -1 2 0
51 35,
Ty VT s T
2.
11 —1]2
A= -1 2 14
31 16

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A)
Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

Al =12
2 1 -1
4 2 1
6 1 1
x:T:1
1 2 -1
-1 4 1
3 6
v= 12 =2
1 1 2
-1 2 4
3 1 6
z = D =1
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Problema 49 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.

3z+ 2y= -5
ox+ Y= 1
2.
4+ 2y— z= 1
-3+ y+ z= -5
r— y+ 3z= )
Solucién:
1.

~_ (3 2]-5
A_<5 1 1)

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

Al = -7

1 2 -1 1
A=| -3 1 1]-5
1 -1 3| 5

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

Al = 22
1 2 —1
-5 1 1
5 —1
T = 59 =2
1 1 -1
-3 -5 1
1 5
¥= 29 =0
1 2 1
— 1 -5
1 -1 5
z = 7 =1
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Problema 50 Discute, y resuelve cuando sea posible, el siguiente sistema
de ecuaciones:

ar+ Yy = a
(a+1Dz+ 2y +z= a+3
2y +z= 2
Solucion:
a 1 0 a a
A= a+1 2 1 A= a+1 2 1|a+3
0 2 1 0 2 1 2

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de a que anulan el determinante
de A. |[A|=-a-1=0=a=—1.

Luego si a # —1 = |A] # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n° de
incégnitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si a = —1 tendremos
-1 1 0 -1 1 0]-1
A= 0 21 A= 0 21 2
0 2 1 0 2 1 2
-1 1
El Rango(A) =2, ya que 0 2

El Rango(A) = 2 (tiene dos filas iguales)

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

En conclusién:
Sia # —1 el sistema es compatible determinado.

Si a = —1 el sistema es compatible indeterminado.

Problema 51 Discute el siguiente sistema homogéneo segun los diferentes
valores del parametro A. Resuélvelo en los casos en los que resulte ser
compatible indeterminado:

Az+ 2z= 0
A=2)y + 2= 0
(A=1)z+ y — z= 0
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Solucion:

A 0 2
A= 0 A—2 1
A—1 1 -1

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante

4
de A || = (1= N)(BA=4) =0=> A =1y A= .

4
Luegosi A £ 1y \# 3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =n° de incdgnitas, y
por tanto, el sistema es compatible determinado, la solucion seria la trivial:
r=y=2z2=0.

Si A =1 tendremos

1 2
A=10 -1 1
0 1 -1

0

El Rango(A) = 2, ya que é _1‘—17&0

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

T + 2z=0

Por el menor escogido tenemos el sistema { y hacien-
-y+ z2=0

do z = t nos queda la solucién:

r = —2t
z=1
. 4
SiA= 3 tendremos
4/3 0 2
A=| 0 -2/3 1
/3 1 -1
n 4/3 0 8
El Rango(A) =2, ya que 0 —2/3 _—§7é()

Tenemos que Rango(A) = 2 <n°® de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

4/3x + 22=0

Por el menor escogido tenemos el sistema { _2/3y+  2=0 y ha-
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ciendo z = t nos queda la solucién:

€r =

Nl W

)
z

o w

Problema 52 Discutir el sistema

ax -y +z =0
r +y +ax =3
- +y =1

segin los valores del pardmetro a. Resolverlo en los casos en que admita
infinitas soluciones.

Solucion:
a —1 1 a —1 110
A= 1 1 a A= 1 1 a|3
-1 1 0 -1 1 01

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de a que anulan el determinante
de A. |A|=-a®’+a+2=0=a=—-1ya=2.

Luego sia # —1y a # 2 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si a = —1 tendremos
-1 -1 1 -1 -1 110
A= 1 1 -1 A= 1 1 —-113
Al 1 0 -1 1 0|1

El Rango(A) = 2, ya que

1 ':27Aoy|A\:o
El Rango(A) =3
Tenemos que Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si a = 2 tendremos

A=

—= =N
== =
O N =
|
Il
—= =N
== =
SN =
= W O



2

El Rango(A) =2, ya que 1

_i ‘:3;&0y|A\:0
El Rango(A) = 2

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

Resolvemos en este dltimo caso:

Por el menor escogido sabemos que las ecuaciones primera y segunda son
linealmente independientes, luego podemos despreciar la tercera.

= 1—
2z —y+ =z =0 20 —y = —z o t
r +y+ 2z =3 r +y= 3—2z L .

Problema 53 Clasifica el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores
del parametro \:

(14 XN)z+ y+ z= 1
z+ 14+ Ny+ z= A
T+ v+ (14+XN)z= AN
Solucién:
(1+)) 1 (1+A) 1 1] 1
A= 1 (1+A) 1 A= I (14N 1) A
1 1 (14X -1 1 (142) | A2

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante
de A. [A| =X\ +3)=0=A=0y A= —3.

Luegosi A #0y A # —3 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si A = —3 tendremos
—2 1 1 -2 1 1 1
A= 1 -2 1 A= 1 -2 1] -3
1 1 -2 1 1 -2 9

El Rango(A) = 2, ya que

B ‘:3#Oy|A|:O

El Rango(A) =3
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Tenemos que Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si A = 0 tendremos
1 11 1 1 1|1
A=1]11 11 A=]111 110
1 11 1 1 10
El Rango(A) = 1, las tres filas son iguales.

El Rango(A) = 2

Tenemos que Rango(A) # Rango(A), luego el sistema es incompatible.

Problema 54 Discute y resuelve el siguiente sistema, segin los valores del
parametro m:
mz+ y o+ z= 2
r+ my =
z+ my + mz= 1

—_

Solucion:

m 1
A= 1 0
1 m

33~
3 o~
33~
— =N

m
A= 1

1
Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de m que anulan el determinante
de A. |[Al=m(m?-1)=0=m=0,m=1ym=—1.

Luego si m # 0,1,—1 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si m = 0 tendremos

0 11 01 1|2
A= 1 00| A=[1 0 0|1
1 00 1 0 01
01
El Rango(A) = 2, ya que . O|:_17A()

El Rango(A) = 2 (tiene dos filas iguales)

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.
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Por el menor escogido tenemos el sistema { yt @ i y haciendo z = ¢
nos queda la solucion:
z=1
y=2-1
z=1t
Si m = 1 tendremos
111 11 12
A=|1110 A=111 0|1
111 11 171

El Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 =, luego el sistema es incompatible.
Si m = —1 tendremos

-1 1 1 -1 1 1|2
A= 1 -1 0| A= 1 =1 0|1
1 -1 -1 1 -1 —-1]1

El Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 =, luego el sistema es incompatible.
En conclusion:

Sim = 0 el sistema es compatible indeterminado.
Sim =1 el sistema es incompatible.
Si m = —1 el sistema es incompatible.

Sim #0, m#1ym# —1 el sistema es compatible determinado.

Problema 55 Estudia el siguiente sistema homogéneo segiin los valores de
Ay resuélvelo en los casos en los que resulte ser compatible indeterminado:

Ar—  y+ 2z2= 0
—z+ My+ 2z= 0
2c+ dAy— z= 0

Solucion:
A =1 2
A= -1 A 2
D S |

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante
de A. |A| = -3V +1)2?=0= A= —1.

Luego si A # —1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =n° de incognitas, y
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por tanto, el sistema es compatible determinado, la solucion seria la trivial:
r=y=2z2=0.

Si A = —1 tendremos
-1 -1 2
A= -1 -1 2
2 -1 -1
-1 -1
El Rango(A) = 2, ya que 9 1|7 3#£0

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

Cogemos las dos tltimas filas, a la vista del menor elegido anteriormen-
te.

—r— 2z =
{ T y+ 22=0 y haciendo z = t nos queda la solucién:

20— y— z2z=0

r=1
y=t
z2=1

Problema 56 Discute el siguiente sistema, y resuélvelo cuando sea posible,
en funcién del parametro a:

Yy + az= 1
T+ a’z= 2a+1
z— y + ala—1)z= 2a

Solucion:
0 1 a 0 1 a 1
A=]11 0 a® A=|[1 o0 a? 2a + 1
1 =1 a(a—1) 1 =1 ala—1)| 2a

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de m que anulan el determinante
de A.

Resulta que |A| = 0 siempre e independientemente del valor que tome a.

0 1
10
lor que tome a.

Como = —1 # 0 resulta que Rango(A) = 2 sea cual sea el va-
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Ahora estudiamos el Rango(A):

0 1 1
1 0 2a+1 | =0 Para cualquier valor de a.
1 -1 2a
0 a 1
1 a® 2a + 1 | = 0 Para cualquier valor de a.
1 ala—1) 2a)
1 a 1
0 a’ 2a + 1 | = 0 Para cualquier valor de a.
-1 a(a—1) 2a)

Luego Rango(A) = 2 independientemente del valor de a.

En conclusion:

Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incdégnitas y por tanto el sistema es
compatible indeterminado para cualquier valor de a.

Por el menor escogido podemos despreciar la tercera ecuacién y nos que-
daria el sistema

y+ az= 1 : B -
{ s 4+ = 2a+1 7 haciendo z =t nos queda la solucién:

r=2a+1—a’t
y=1—at
z=1

Problema 57 Discutir segin el valor del parametro real a el sistema lineal

rz— y+ 2= 0
ay+ 2z= 4
20+ az= 4

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucién:
1 -1 1 1 -1 1|0
SealamatrizA=| 0 a 2 |ylamatrizampliadaA=| 0 a 2|4
0 2 a 0 2 al4

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
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el determinante de A:

[

1 1
0 2 | =
0 a

N

e Si a # +2 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
1 -1 1 1 -1 110
e Paraa=-2: A= 0 -2 2 |yAd=]|0 -2 2|4
0 2 =2 0 2 —2|4
-1

Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor

por tanto, el Rango(A4) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
un menor de orden 3 y distinto de cero:

1 -1 0
0 -2 4|=-8-8=-16#0y el Rango(A) = 3.
0 2 4

Concluyendo:

Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 = El sistema es Incompatible.

1 -1 1 1 -1 1|0
e Paraa=2: A=| 0 2 2 |yA=]|0 2 2|4
0 2 2 0 2 2|4

Sabemos que |A| = 0, luego tenemos que buscar menores, y encon-
tramos el siguiente:

1 -1

0 9 =2 # 0 = Rango(4) = 2.

En la matriz ampliada A vemos que tiene dos filas iguales, y por tan-
to, no puede tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos
encontramos con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A4) = 2 =RangoA <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:

Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos
despreciar la tercera de las ecuaciones, pues seria combinacién lineal
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de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

{x— y+ z= 0 :>{ZE— y+ z= 0 N

2yt 22= 4 y+ z= 2

ey _, r= 2(1-X)

{ b g . = u= 222
y= z= A

Problema 58 Considera la matriz:
1 21
A= X2 1 0
0 1 A
1. Halla los valores de A\ para los que la matriz A no tiene inversa.

2. Tomando A = 1, resuelve la ecuacién matricial:

T 0
A y |=120
z 0

Solucién

1. Una matriz A tiene inversa si su determinante es distinto de cero,
|A| # 0 y reciprocamente.

1 2 1

Al =] X = 22242 =2 A-1)=0=)1=0, A=1
0

1 0
1 A
Es decir, para estos dos valores A = 0 y A = 1, el determinante de
la matriz A es cero y por tanto la matriz A no tiene inversa.

Para que la matriz A tenga inversa tiene que ser A # 0y A # 1

2. Si X\ =1, por el apartado anterior tendriamos que |A| = 0. Calculamos
el rango de A que debera de ser menor de 3.

1 21 11
1 1 0 | tiene un menor 0 11= 1#£0
01 1

Por tanto, Rango A = 2 <n® de incégnitas = el sistema es compa-
tible indeterminado, ya que es un sistema homogeneo, y por el menor
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escogido podemos despreciar la primera ecuacién; quedara el sistema

siguiente:
T+ Y =0 . z+ y = 0
y +z =0 Yy = —z
Si llamamos z = t tenemos y = —t y x = t, es decir, la solucién seria:
T = t
y= —t
z = t

Problema 59 Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A% =
2A 4 1, donde I es la matriz identidad.

1. Demostrar que A admite inversa, y obtenerla en funcién de A.

14+m 1

1 1-m
se verifica que B? = 2B + I, y para esos valores escribir la matriz
inversa de B

2. Dada la matriz B = ( ), halla para que valores de m

Solucion:

1. Tenemos que A? =2A+ 1= A? -24=1= (A-2)A=1 =
At =A-2I

2. Calculamos B?
B2 _ 1+m 1 [ 1+m 1 .
- 1 1—m 1 1—-m |
[ A+m)r+1 2
N 2 (1-m)2+1

Como B? = 2B + I tendremos

((1+m)2+1 2 >:<2(1—|—m) 2 >+

2 (1-m)?+1 2 2(1 —m)
1 0Y [204+m)+1 2
+<0 1)‘( 2 2(1—m)+1>:>
14+m)P2+1=2(1+m)+1 . m2+2m+2=2m+3
1-m32+1=21-m)+1 m?—2m+2= —-2m+3
2 _
:>{m2_1 — m==+1
m* =1



_ (21 4 _ (0 1
Pauram—ltem—mnos.B-(1 0>:>B _(1 _2>

_ 5 (01 4 (-2 1
Param——ltenemos.B—<1 2>:>B —< 1 O)

Problema 60 Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos
sabiendo que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las
edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos la edad de la
madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y
que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendra 42 anos.

Solucién:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

xr—14= 5( y+z-—28) r— by— Hz+ 126=0
rz+ 10 = y+2z+20 =< 22— y— z— 10=0
r—42 = y—z z— y+ z— 42=0

Multiplicamos la 2% ecuacién por —5 y la sumamos a la 12:

{ r= oy— Sz 126=0 1760 =44

—5z4+ By+ 5z+ 50=0

Ahora por simple sustitucion en la 2% y la 3* nos quedaria:

y+z= 34 y =18
{ y—z= 2 - z=16
Problema 61 Discutir la existencia de soluciones del siguiente sistema segin
valores del parametro a. Resolver, si es posible, para o = 10.

2 +y —2 =1
r -2y +z =3
or =9y +2z =o«

Solucion:
2 1 -1 2 1 —-111
A=| 1 =2 1 A= 1 =2 113
5 =5 2 5 =5 2| o

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de o que anulan el determinante
de A.

2

Tenemos que |A| =0, y como 1 _; ‘ = —5 # 0 = Rango(A) = 2.
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Ahora analizamos el rango de A para diferentes valores de o. Los deter-
minantes que se pueden obtener, a parte del de A, son los siguientes:

2 1 1
1 -2 3|=50—a=0=a=10
5 =5 «
2 — 1
1 3|1=3ac¢—30=0=a=10
5 2 «
1 -1 1
-2 1 3|=10—a=0=a=10
) 2 «

Luego si a # 10 = Rango(A) = 3 = Rango(A) # Rango(A), y por
tanto, el sistema es incompatible.

Si @ = 10 = Rango(A) = 2 = Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incognitas, y por tanto, el sistema es compatible indeterminado. Vamos a
resolver el sistema en este caso.

Por el menor elegido sabemos que las dos primeras ecuaciones son linealmen-
te independientes, y por tanto, se puede despreciar la tercera. El sistema
seria el siguiente:

5+t

B 5
20+ y —z =1 A N 20+ y =14z . 543t
z— 2y +z =3 rz— 2y =3-—z2 Y= 5

z= t

Problema 62 Discutir segiin el valor del parametro real a el sistema lineal

ar+ Y+ z = 2
T+ y+ az= 2
—ax —2z= —a

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a 1 1
Sea la matriz A = 11 a
—a 0 -1
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a 1 1] 2
y la matriz ampliada A = 11 af 2
—a 0 —1|—-a

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

a 1 1
11 a|=1-a>=0=a==l
—a 0 -1
e Si a # +£1 = Rango(4) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible
determinado.
-1 1 1 -1 1 112
e Paraa=—-1: A= 11 -1 |yA= 11 —-1]2
1 0 —1 1 0 —-1]1
[ 1 1
Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor L ol= -1#0

y por tanto, el Rango(A4) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
un menor de orden 3 y distinto de cero:

1 1 2
1 -1 2 |=-2%#0y el Rango(A) = 3.
0 -1 1

Concluyendo:

Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 = El sistema es Incompatible.

11 1 11 1] 2
e Paraa=1: A= 11 1 |yA= 11 1] 2
-1 0 -1 -1 0 —-1|-1

Sabemos que \A| = 0, luego tenemos que buscar menores, y encon-

tramos el siguiente:

=1# 0= Rango(4) = 2.

11
-1 0

En la matriz ampliada A vemos que tiene dos filas iguales, y por tan-
to, no puede tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos
encontramos con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A) = 2 =RangoA <n°
de incognitas = Sistema Compatible Indeterminado
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Vamos a resolverlo:

Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos
despreciar la primera de las ecuaciones, pues seria combinacion lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

r tyt+ z= 2 z+ y+ z= 2
> —
—x — z= -1 x + z= 1
r= 1—2MX
T+ y= 2 —z
T = 1 -z
2 = A

Problema 63 Se consideran las matrices:

10
A=1| 2 k& ;B:(’f?‘é)
0 1

1. Halla los valores de k para los que la matriz A - B tiene inversa.

2. Halla los valores de k para los que la matriz B - A tiene inversa.

Solucién

1. Primero calculamos el producto de A - B:

1 0 k 0 -1
AB=|2 k (??‘é): 3k k -2+ 2k
0 1 1 1 2
Ahora calculamos el determinanate:
kK O -1
|A-B|=1|3k k —2+2k | =2k>—3k—(—k+k(-2+2k))=0
1 1 2

Independientemente del valor de k, luego A - B no tiene inversa, sea
cual sea el valor de k.

2. Primero calculamos el producto de B - A:
k0 —1
B-A= < 11 2 ) '
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Ahora calculamos el determinanate:

ko -1

B-Al=13 ko

=k>+2k+3

Esta expresién no se anula nunca, luego siempre existird inversa de
B - A, sea cual sea el valor de k.

Problema 64 Se consideran las matrices

0
M=120
1

S = O

1
0 |N=
0

< 8 O
S = O
S O =

1. Determinar x e y para que MN = NM

2. Calcular M?2000 y pp2001

Solucion:

1. Determinar x e y para que MN = NM

00 1 00 1 00 1 00 1
010 [z10]=[2z10 010 |=
100 y 00 y 0 0 100
y 0 0 100
:UlO:()la::>{x_(1)
001 00 vy y

2. Calcular M/2000 y 72001

Para calcular estas potencias multiplicamos sucesivamente M hasta
que los resultados se repitan:

00 1
M=|010
100
00 1 00 1 100
M=]l010]|-lo1of|l=[010]=5
100 100 00 1

MP=M* M=1I3-M=M
MY=M3 M=M-M=M?>=1I4

45



En general:
M"™ = M sin es impar => M?901 = M.

M"™ = I3 sin es par = M?000 = [5.

Problema 65 Sea M una matriz real cuadrada de orden n que verifica la
identidad M? — 2M = 3I, donde I denota la matriz identidad de orden n.
Se pide:

1. Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo, expresa
M~ en términos de M e I.

2. Expresar M3 como combinacién lineal de M e I.

a

3. Hallar todas las matrices de la forma M = < b

2 ) que verifican la
identidad del enunciado.

Solucion:

1. Tenemos M? — 2M = 3] = (M —2I)M = 3] = {(M —2I)M =
I = M~'=3(M-2I)

2. Tenemos M? — 2M = 31 = M? =31 + 2M
Por otra parte M® = M2 - M = (3] + 2M)M = 31 - M + 2M?, si
volvemos a sustituir M2 nos queda:

M3 =3I-M+2(3] +2M) =3M + 61 +4M = 7M + 61
3. Primero calculamos M?:

> _ar ar_ (@ b\ [a b)) _ a’>+ b  2ab

M_MM_<b a)(b a>_< 2ab  a® + b?

Sustituimos en la expresion:

2 p2
2 _ a‘+b 2ab B a b\ 10
M 2M_3]Z>< 2ab  a® + b’ 2 b a =3 0 1

a? +b%—2a  2ab—2b _ (30 a>+b?—2a =3
2ab—2b  a®*+b>—-2a )]\ 0 3 2b(a—1) =0
Si b = 0 en la segunda ecuacién, al sustituir este resultado en la primera

obtendremos dos valores de a, que serian los resultados de la ecuacién
a’? —2a —3 =0, es decir, a = 3 y a = —1. Las matrices M obtenidas

we(38) (5 )
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Si a = 1 en la segunda ecuacion, al sustituir este resultado en la
primera obtendremos dos valores de b, que serian los resultados de la
ecuacién b = 4, es decir, b = 2 y b = —2. Las matrices M obtenidas

serian:
1 2 1 -2
u=(31) (27

Problema 66 Cuatro colegiales llamados Luis, Javier, Enrique y Fermin
se juntan en el recreo para intercambiar cromos. Fermin tiene cinco cromos
mas que Luis y Javier juntos, Enrique tiene el doble de cromos que Javier,
y Javier tiene 90 cromos menos que Fermin y Enrique juntos. Calcula los
cromos que tienen entre los cuatro.

Solucién:
Sea x los cromos de Luis, y los cromos de Javier, z los cromos de Enrique,
v h los cromos de Fermin.

h=54+z+y T+ oy —h= =5
z =2y = 29— z = 0
y+90=h+z y— 2z —h= -90

Multiplicamos la 3% ecuacién por —2 y la sumamos a la 2 nos queda

z+ oy —h= =5 x+ oy —h= =5
29— =z = 0 = 20— =z = 0
— 2y+ 2z +2h= 180 z +2h= 180

Y si ahora sumamos la primera y la tercera nos queda x +y + z + h = 175
que es lo que nos pedia el problema.

Problema 67 Discutir segiin el valor del parametro real A el sistema lineal
z+ y+ 2= 1

z+ 2y+ 3z= 3
3z+ dy+ Az= A

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:

y la matriz ampliada A =

> w
W = =
=N
> W
> W

11
SealamatrizA=1] 1 2
3 4
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Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

11 1
Al=|1 2 3|=A-5=0=X=5
3.4 A

e Si A # 5 = Rango(A) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
1 1 1 1 1 1)1
e Paral=5: A= 1 2 3 |yA=|1 2 3|3
3 4 5 3 4 5|5
. 11
Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor 1 9| = 1#0y

por tanto, el Rango(A4) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
dos columnas iguales, la dltima y la pentultima, y por tanto, no puede
tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos encontramos
con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A4) = 2 =Rango(A) <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:
Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos

despreciar la tercera de las ecuaciones, pues seria combinacion lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

z+ y+ z= 1 z+ y= 1 —
x4+ 2y+ 3z= 3 z+ 2y= 3 -3z
r= -1+ h
y= 2— 2h
z= h

Problema 68 Dada la matriz:

-(21)

1. Calcular 34 - A® — 21, siendo I la matriz identidad de orden 2.
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2. Resolver la siguiente igualdad matricial:

2 0
A.X_(Ol)

Solucion

3
1 2

it or_ o3 1Y (30) [(10)_[28 6
saar=s(55 ) (15) (0 1) (% )
3 1

0 2
tenga inversa nos permite resolver la ecuacién matricial de la siguiente

1. La matriz A? = < ) por lo que tenemos lo siguiente:

2. Tenemos que |A| = =6 # 0 = JA~!. El hecho de que A

manera:

A-X:<2 0>:>A1~A-X:A1<2 0>=>

01 0 1
(20
XA(Ol

2 -1
-1 Ad(AY) ( 0 3 ) _ ( 1/3 —1/6 )
|4 6 0 1/2

Calculamos A~

Sustituimos en la ecuacién:

(20 1/3 —1/6 2 0 2/3 —1/6
X=4 (o 1>:< 0 1/2)'(0 1>:< 0 1/2>

Problema 69 Determinar para que valores de x tiene inversa la matriz:

8 O

1
A= 0
0

8 8 8

—x
y hallala en funcién de z

Solucion:
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e Una matriz tiene inversa si su determinante es distinto de cero, veamos
los valores de z que anulan el determinante de A:

0
Al=] =

o O =

T
r|=-202=0=2=0
T

8

En conclusién, la matriz A tiene inversa siempre que z # 0.

e Calculamos A1

0 z —=x
Adj 10 0
- Adj(AY) r T
Al=4A""1= = =
|A| —2z2
0 -z = 0o L L
2x2 xQ :E2 2z 2z
—r — 1 1
_ 0 —x —=x L 1 -1 -3
—2x2
1 1
0 % %

Problema 70 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones
(m+2)z+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z=2
T+ my— z=1
1. (1 punto) Resolverlo para m = 1.

2. (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

1. Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3
3+ z=3 =5
T— y+ z2=2 = y=1
z+ y— z=1 :§
T2
2.
(m+2)xz+ (m—1)y— z=
mr— y+ z=2
T+ my— z=1
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A= m -1 1 A= m -1 1 2
1 m -1 1 m -1 1
m+2 m-—1 -1
[Al=] m -1 1 |=-m(m+1)
1 m —1

m=20

—m(m—|—1)=0:>{ m— —1

e Cuando m # 0y m # —1 = |A| # 0 = RangoA =RangoA =
3 =n° de incégnitas, luego en este caso el sistema es compatible

determinado.
e Cuandom =0 = |A| =0, y como el menor 3 :1 =—-2%#0
tenemos que Rango(A4) = 2
2 -1 -1 3
A=]10 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=—1+# 0= Rango(4) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(4) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso el sistema es incompatible.
-2

e Cuando m = —1 = |A| = 0, y como el menor 1 1

—3 # 0 tenemos que Rango(A) = 2

1 -2 -1 3
A= -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
-2 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=1%# 0= Rango(A) =3
-1 -1 1

En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso también el sistema es incompatible.

Problema 71 Comprobar, aplicando las propiedades de los determinantes,
la identidad:
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a®  ab b?
20 a+b 2b|=(a—0b)?

1 1 1
Solucion:
a? ab b2 a? ab — a? b2 — a2 ab— a2 b2 — a2
2a a+b 26 |=|2a a+b—2a 2b—2a | = =
1 1 1 1 0 0 —a+b 2b—2a
alb—a b—a)(b+a a b+a

Problema 72 Encontrar un nimero real A # 0, y todas las matrices B de
dimensién 2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

B.@g)zg.(gg)
()G o)) (65)

{ Az +3y= 3z+9 :>{ A=3)z=0

Solucion:

y= 3y y=20
A2+3h= 32+9h (A=3)z=0

En conclusion, A = 3 y  y z pueden ser cualquier valor que no cumpla

r=2z=0.
xz 0

Problema 73 Sean las matrices:

10 —1 10 2
A= -10 2|;B=|-110
01 0 10 3

1. Calcular A1

2. Resolver la ecuacién matricial AX = BA.
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Solucién

2 1
1. A7'=10 0
11

S = O

2. AX=BA=— A"1'AX =A"1BA— IX =A"1BA—
X = A 1BA Por tanto:

210 1 0 2 1 0 -1
X=1001 -1 1 0 -1 0 2 |=
1 10 1 0 3 01 0

0 4 1
X = 1 3 -1
-1 2 2

Problema 74 Sea la matriz

2 -3
Para cada nimero real A definimos B = A — AI, donde I denota la matriz

identidad 2 x 2.

1. Hallar los valores de A que hacen que el determinante de B sea nulo.

2. Resolver el sistema B ( ; ) = ( 0

0 > para los diferentes valores de

Solucion:

2 -3 10 2\ -3
1'B:A_”\I:<1—2)_A'<o 1>:< 1—2—/\>

IBl=0= (2-X)-(-2—-A)—(-3)=0= XN —-1=0= )\ =+1

2.8 =1:B= 1 :3 ) = rango(B) = 1 El sistema serfa compa-

tible indeterminado.

x — 3y = 0 = = = 3y Las soluciones serian de la forma: { v i 3t
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3.SiA=—-1:B= i’ :‘i) > = rango(B) = 1 El sistema seria com-

patible indeterminado.

3r — 3y = 0 = x = y Las soluciones serian de la forma: { _ i

Problema 75 Discutir segtn el valor del parametro real a el sistema lineal

ar+ Ty+ 20z= 1
ar+ 8y+ 23z= 1
T— az= 1

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a 7 20 a 7 20

|Al=]a 8 23|=]0 1 3|=-a>+21-20=1-a?
1 0 —a 1 0 —a

Al =0=a==+1

e Si a # +1 = rango(A) = 3 = rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
-1 7 201 -1 7 20|1
e Paraa=—1: -1 8 23|1 | = 01 3|0 |=
10 11 0 7 212
-1 7 20 |1
0 1 3|0 | = Sistema incompatible.
00 0|2
1 7 201 1 7 201
e Paraa=1: 0 8 23|1 |=|0 1 310 | =
1 0 —-1]1 0 -7 =210
1 7 201
0 1 3]0 | = Compatible indeterminado.
00 0]0
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Soluciones paraa =1: z=t,y=-3t,x =1—-7-(=3t) =20t =1+ ¢.

r= 1+t
y= -3t
z=
0 a O 1 00
Problema 76 Dadas las matrices A= 0 0 a |elI3g=| 0 1 0 |,
0 00 0 01

se pide:

1. Hallar A™ para todo entero positivo n.

2. Calcular, si existe, la inversa de la matrtiz A y la de la matriz I3 + A.

Solucion:

1. Calculamos las potencias de A:

[\

0 a O 0 0 a
A'=10 0 a |; A2=]0 0 0
0 0 0 00 0
000 000
A=1000];4%=1000
000 000
Es decir:
0 a O
0 0 a st n=1
0 0 0
0 0 a?
A" = 00 0 st n=2
00 0
000
0 0 0 st n>3
000
2.
0 a O
JAl=10 0 a|=0
00 0
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Es decir, para cualquier valor de a se cumple que |A| = 0, y por tanto
A no tiene inversa. Por otro lado:

|A+ I3 = 2’A+I3’:1

o O =
O =
— Q O

[oW

Es decir, para cualquier valor de a se cumple que |A + I3| # 0, y por

tanto tiene inversa:

-1 2

1 a O 1 —a a
01 a = 0 1 —a
0 0 1 0 1

Problema 77 Calcular el rango de la matriz A segun los diferentes valores
del parametro real a:

BN
I

|
—_
o

|
—_
w

Solucion:

2 0 a 2
A=| -1 0 -1 3
5 a+4 -4 -3

Es una matriz de dimension 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz
como mucho sera 3. Consideramos ahora las siguientes matrices:

0 a 2 0 2

A= -1 0 -1 Ay =1 -1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3

2 a 2 0 a 2

Az =] =1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:

A1 =—(a+4)(a—2)=0= a=-4a=2

|A2| :8(a+4):O:> a=—4

|A3| =12a+48=0= a=—4

|A4] = (a+4)(3a+2) =0 = a=—4 a=—2 El tinico valor de a que anu-
2 2o,

2
la todos los determinantes es a = —4. Ademéds tenemos que | 1 3

Por tanto podemos concluir de la siguiente maneras:
Sia = —4 el rango de A es 2
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Sia # —4 el rango de A es 3

Problema 78 Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, depen-
diente del parametro real a:
T— Yy = 2
ax+ y+ 2z= 0
rT— y+ az= 1

Se pide:
1. (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del parametro
a.
2. (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.

3. (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

1. Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 2
A= a 1 2 A=\ a 1 2 0
1 -1 a 1 -1 a 1

Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=la 1 2|=d’+a=0=—=0a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0 y a # —1 tendriamos que Rango(A) = Rango(A) =
3 = n° de incognitas; el sistema seria compatible determinado.

Sia=0:
1 -1 0
e Tenemos A=| 0 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 -1
‘0 1‘75O:>Rango(A):2
1 -1 0 2
e Tenemos A= | 0 1 2 0 | donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
1 0|=-1%#0= Rango(A) =3
1 -1 1
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e En conclusién si a = 0 el sistema seria incompatible.

2. Sia=-1:
1 -1 0
e Tenemos A= | —1 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0= Rango(A) =2
1 -1 0 2
e Tenemos A= | —1 1 2 0 | donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
1 -1 2 1 0 2 -1 0 2
-1 1 0|=0 -1 2 0|=0 1 2 0(|=0
1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1

Es decir, Rango(A) = 2.

e En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incognitas == El sistema es compatible indeterminado.

3. Si a = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es
compatible indeterminado, resolvemos:

T— Yy = 2
—r+ y+ 2z=
z— y— z2= 1

Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos
y = A tendriamos el resultado:

= 2+ A
= A
= 1

[SIINS

4. Si a =2 ya hemos comprobado que el sistema seria compatible deter-
minado, resolvemos:

r— Yy = 2
2z+ y+ 2z= 0
z— y+ 2z= 1

Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = -1 =
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Es decir:





