Problemas de Geometria (Matematicas 2°)

Problema 1 Se consideran las rectas:

z—1 z—o
T = =
2 4 —1
z+1
. = —2:
s 3 Y z

1. Analizar en funcién de « la posicion relativa de las dos rectas.

2. Para a = 14 escribir la ecuacién del plano m que contiene a ambas
rectas.

3. Hallar la perpendicular comun a las rectas s y t siendo t la siguiente
recta:

Solucion:

) P(1,0,c) _J Ps(—1,2,0)
r ( S (3,1,1)

_ )
1. Vamos a ver para que valores de « los vectores vy, U, y P,.Ps son li-
nealmente independientes.

2 1 -
3 1 1l|l=a—-14=0 =a=14
-2 -2 -a

Si v # 14 el determinante es distinto de cero, lo que quiere decir que
los tres vectores son linealmente independientes, y por tanto, las dos



rectas se cruzan.

1
3 1
quiere decir que T, y T3 son linealmente independientes, y por tanto,
=5 . IR .
P, P, depende linealmente de v, y vg, en conclusion las rectas r y s se

cortan.
/
/Q

Si o = 14 el determinante es cero y como = —1 # 0 esto

t
h
. Replanteamos datos:
i Pt(0,0,0) S PS(_1a270) _— ]3—P>7(1 -9 0)
"l wm=(1,2,-2) T | m=(3,1,1) STt AL TS
Veamos que posicién relativa tienen s y t:

3 1 1

1 2 -2|=-18# 0 = las dos rectas se cruzan.

1 -2 0

Tenemos que calcular la recta h perpendicular comtn a s y ¢, es decir,
una recta cuyo vector director vendria determinado por:

U, =T X U

- =

i 7 k
Th=Usx0=| 3 1 1|=(-47,5)

1 2 -2

Ahora hallamos el plano 7, que conteniendo a t es perpendicular a la
recta s. Este plano y la recta s se cortardn en un punto Q.
Para construir 7 tenemos:

77 = (—4,7,5) 4 1 z-0
un=(1,2-2) == 7 2 y-0|=0=
P4(0,0,0) 5 —2 2-0



T:8r4+y+52=0; s:q¢ y=2+4+X

Ahora buscamos el punto de corte:

8(-143N)+(2+N)+5A=0=A=1

x=—-1+3 1
Luego el punto ) sera: ¢ y=2+ % Es decir: Q(—%
oy
. _ Q(_%7 %7 %)
Tenemos por tanto: h = { T = (—A.7.5)
Por lo que concluiremos:
r=—-2—-4-)\
hed y=4+7-A
z=1+5"A

Problema 2 Se considera la recta r cuyas ecuaciones paramétricas son:

r= 2t
T y= t yelplanonm: x+y+2—-1=0
z= 0

Determinar las coordenadas de un punto P perteneciente a la recta y cuya
distancia al plano 7 sea igual que su distancia al origen de coordenadas. ;Es

Unico este punto?. Contestar razonadamente.

Solucion:

LLamariamos O(0,0,0) al origen de coordenadas, y P(z,y,z) a un punto
que por estar sobre la recta r tendria de coordenadas P(2t,t,0); aplicando
las férmulas de distancia a un plano, y distancia a otro punto tendremos:

d(O,P) = /(22 + 12 = V42 + 2 = t/5
2t 14t-140-1-1 264t —1]

VIFI+1 V3
Como d(O, P) = d(P,n) = t/5 =Bl —

d(P, )

V3
tvVh= 3l ==
o V3 T 3+V15

Sustituyendo ¢ en r se obtienen los puntos pedidos:



P2 Loy 2 Ly
3_Vi53-vis ) ‘3+15 3+ 15

Esta claro que el punto no es 1nico, ya que como hemos visto son dos los
que cumplen la condicién del problema.

Problema 3 Se consideran las rectas 1 y ry dadas por:

T = 3t
r r+ y— 22=0 ro =: y= 1— 2t
2z— 3y+ z= 1 L o i

Encontrar la ecuacién del plano que contiene a r; y al punto de interseccién
dergconelplanonr =z -3y —2z+7=0

Solucién

Hallamos el punto de corte entre m y 79 por simple sustitucién, es decir,
3t—3(1—2t) —2(24+t)+7=0 = t =0y sustituyendo ahora este valor
en ry obtendriamos el punto P(0,1,2).

Ahora vamos a pasar la recta r1 a paramétricas:

) z+ y— 2z2=0 T+ oy = 2t
T s=1 - -

2z— 3y+ 20— 3Jy= 1-1t
20 + 2y = 4t _ _5t—1
{2x—3y: 1y =t l= Y=
5t—1  5t4+1
o 5 5

Nos quedaria:

_ 1

B R ;iﬁ N {7 (1,1,1)

1 - - —F . 1 1
S Fr(5:—5:0)

Calculamos ahora PP = 0-3%1+1,2-0)=(-%2,2).

El plano buscado lo obtendriamos con los siguientes datos:

P(0,1,2)
w=(1,1,1)
P?:(_%7ga2)
1 —L z-0
1 § y—1|=4r—-11ly+72—-3=0
1 2 z—2

Problema 4 Sean r la recta determinada por los puntos A(1,0,—1) y
: =3 _ Yy _

B(1,—-1,-1) y s la recta de ecuaciones: 5= = £ = 2.

Se pide:



1. Su posicién relativa.

2. Hallar, si existe, una recta que pase por el punto C' = (1,2,4) y que
corte a las rectas r y s.

Solucion:

1. La recta r pasa por los puntos A y B, para construirla calculamos el
vector director de ella 7, = AB = (0,-1,0)
Vamos a escribir las dos rectas en forma paramétrica:

r: y=—-1—t s:q¢ y=>5A
z=—1 223)\

Los vectores directores de ambas rectas no son paralelos, @, = (0, —1,0)
y us = (2,5,3). Lo que quiere decir que, o bien se cortan o bien se
cruzan. Vamos a resolverlo mediante un sistema:

3+22=1 (1)

5A=—1—t (2) ; Despejando A de (1) y (3) tenemos:

3A=-1 (3)

De (1) = A=-1
De (3) = A=-1

Como los dos valores de A son diferentes, concluimos con que las dos
rectas se cruzan.

2. Si construimos el plano 7 determinado por la recta r y el punto C', y
construimos el plano 7y determinado por la recta s y el punto C'. Por
tanto, la recta pedida seria la interseccién de estos dos planos.

e Calculamos 7:

T | —

S = O
ot N O

e Calculamos 7

171) — 178) = (27573)
m:{ W =PC =(-2,2,4)
P(3,0,0)



2 -2 x-—3
mTo:| O 2 Y =0 = m:z—y+2—3=0
3 4 z

Ahora resolvemos el sistema, formado por ambos planos, para compro-
bar que se trata de una recta:

r—1=0 z=1 . xf1_2+A
r—y+2—3=0 y=x+2z-—3 Z:A

Que seria la recta que nos piden.

Problema 5 Se consideran las cénicas C'1 y Cy cuyas ecuaciones cartesia-
nas son:

Ch:92%2 +16y° =144 ; Cy: 92> — 16y* = 144

1. Identificar Cy y Cs. Especificar, para cada una de ellas, sus elementos
caracteristicos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si existen).

2. Hallar una ecuacion cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta
hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de la conica C].

Solucion:

LGy 922 +16y° = M4 = B+ s =1 =5 + % = 1. Es
decir, se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor
a = 4 y semieje menor b = 3.
Por la igualdad fundamental tenemos que b 4+ ¢ = a> = ¢ =
Va2 — b2 =16 — 9 = V7.
Su excentricidad serd: e = ¢ = %.
Podemos concluir:

e Focos: F'(—/7,0) F(V/7,0)
e Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)
e Excentricidad: e = —7
e Asintotas: Una ehpse no tiene asintotas.
Cy: 922 —16)> = 144 = {Zp — - =1 = % — & = 1Fs

decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.
Para calcular los focos a2 + 0> =c> = c=+/16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = E = %
Las pendientes de las asintotas serian: m = b3 ym' = —b__3
a 4 a 4



Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las
rectas buscadas serian:

3 3
Yy = 195 Y= —13«“
Podemos concluir:
e Focos: (—5,0) (5,0)
o Vértices: (—4,0) (4,0)
e Excentricidad: e = %
e Asintotas:
3 3
y= 133 ;Y= —133

2. La ecuacion general de una parabola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es = ay? + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
problema.

Como pasa por el vértice (—4,0),(0,3), (0,—3) por sustitucién ten-
dremos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

4= c A )
0= 9a+ 3b+ c :>c:—4,a:§yb:0:>x:§y2_4
0= 9a— 3b+ c



Problema 6 Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la
recta r:

r=14+t , y=—-14+2t , z=t



y es perpendicular al plano 7:

2r4+y—z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

. u—>7":(17271) L .
7‘.{ A(1,—1,0) Tug = (2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

ur = (1,2,1)
TR ur =(2,1,-1)
A(1,-1,0)
La ecuacion del plano vendra dada por:
1 2 z—1
2 1 y+1 |=0=—=m:z2—y+2—-2=0
1 -1 z



Problema 7 Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son tres vértices
consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

1. Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el drea de dicho
paralelogramo.

2. Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus dngulos.

Solucion:

1. Los vectores que nos proporciona el problema son:AD = (L, y
BC = (-1,1,1).
Las coordenadas del punto que nos piden serdan D(xq,yo, 20). Como
BC = AD = (=1,1,1) = (mo — L,y0 — 1,20 — 1) y por tanto xg =
0, yo = 2 zp = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del paralelogramo
viene dada por Area = |AB x BC)|

- - =
5 k

ABxBC=| 1 1 1|=(0,-22)= Area=|AB x BC|=
-1 1 1

= /22422 =2V2

2. Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AD y B

AB|=Vi+1+1=V3 |BC|=vVi+1+1=13

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo
puede ser o un cuadrado o un rombo, para diferenciarlo calculamos el

10



angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese angulo

fuese 7 serfa un cuadrado, mientras que en caso contrario serfa un

rombo. Cogemos AB = (1,1,1) y AD = (—1,1,1)
—14+1+1 1
T1T2 + Y1Yy2 + 2122 _ + 1+ :§:>C“7é7r
Vil + e g+ VBB

Luego se trata de un rombo.

Cosx =

Problema 8 Hallar una ecuacion cartesiana del plano que contiene a la
recta 7:
r=14+t , y=—-14+2t , z=t

v es perpendicular al plano 7:

2r4+y—z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

77—
r:{“’”l_(l’2’1) mi = (2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

ur =(1,2,1)
m =(2,1,—
( -1,0)

La ecuacion del plano vendra dada por:

1)

1 2 z-1
2 1 y+1 |=0=m:2—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 9 Los puntos A(1,1,0), B(2,1,3), C(2,3,—1) son tres vértices
consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

1. Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el drea de dicho
paralelogramo.

2. Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

Solucion:

11



1. Los vectores que nos proporciona el problema son:AB = (1,0,3) y
BC = (0,2, —4).
Las coordenadas del punto que nos piden seran D(zg, Yo, 20). Como
BC = AD — (0,2,—4) = (zo—1,y0—1, 20) y por tanto g = 1, yo =
3 zp = —4, el punto serd D(1,3,—4). El drea del paralelogramo viene
dada por Area = |AB x BC)|

- = 5

T J k
ABxBC=| 1 0 3 Z(—6,4,2):>Area:]/ﬁx37|:
0 2 —4

= /(-6)2 +42 + 22 = 2V/14

2. Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AB y B

AB| = VIF0+9=Vi0 |BC| = ViT4516 = v20

Es decir, los lados del paralelogramo no son iguales, y por tanto, sélo
queda por comprobar si es un rectangulo, para comprobarlo calculamos
el angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese dngulo
fuese § serfa un rectdngulo. Cogemos AB = (1,0,3) y AD = (0,2, —4)

T1Z2 + Y1y2 + 2122 12 12 0 m
\/m%+y%+z%\/mg+y%+z% V10v20 V200 2

cosax =

no es rectangulo.

Problema 10 Determinar la posicion relativa de los planos:

m e z— 2y+ 3z —4=0
Ty 2+ y+ =z +1=0
my: —2x+ 4dy— 62 =0

Solucién:
r— 2y+ 3z —4=0
22+ y+ =z +1=0
—2x+ 4y— 6z =0

Sean las matrices A y A siguientes:

1 -2 3 1 -2 3 —4
A= 2 1 1 A= 2 1 1 1
-2 4 —6 -2 4 -6 0



Comprobamos que el determinante de A.

1 -2 3
|Al=| 2 1 1|=0
-2 —6
1 -2
Pero podemos encontrar el menor 5 117 5 # 0 = RangoA = 2

Calculamos ahora el rango de A, calculamos el determinante
1 -2 4
2 1 1 |=-40+# 0= RangoA = 3.
-2 40
En conclusién RangoA = 2 #RangoA = 3 y tendremos que compararlos dos
a dos; comparamos 7 y m3:
1 -2

3 —4
2SI %70

Esto quiere decir que 7 y w3 son paralelos, y por tanto, mo corta a los dos.

Problema 11 Probar que las rectas

z—3 y—2 z-1
T = =

2 1 2
s z— y— z= 1
| 22— 2+ z= -1

se cortan en un punto y calcular el angulo que forman.

Solucion:
Calculamos el vector director de la recta s:

i jk
uw=|1 -1 —1|=-3i—3j=(-3-3,0)=-3(1,1,0)
2 -2 1

Calculamos un punto de s, para ello hacemos = 0, y obtenemos P5(0,0,1).
En resumen, podemos escribir lo siguiente:

T:{ 1(3,2,1) S'{Pl(oo 1)

ur:()172) ( 0)

Calculamos un vector P,P; = (3,2,2) y construimos las matrices:
2 1 2
a=(Th0) Al
3 2 2

13



Como el rango de A es dos, ya que =1 # 0y ademés |4] = 0

2 1
11

podemos concluir que RangoA =RangoA = 2, luego las dos rectas se cortan.

2:1+1-(=1)+2-1] 3 2 o
VAFT+4yT+1+0 3v2 2

COS &x =

Problema 12 Hallar la ecuacion de los planos paralelos al plano 2z4+y—2z =
2 y estén a una distancia d = 3 de él.

Solucién:

Sea el punto P(z,y,z), si este punto estd a una distancia d = 3 del plano
dado debe de cumplir que

2z +y — 2z — 2|
V2212 + (-1)?

=3 = 2v+y—2—2|=3V6

Obtendremos dos planos:
7 2r4y—2—2 = —3V6 = 20+y—2—2+43V6 = 0 = 20+y—2+5.348469228 = 0
7o 2r4y—2—2 = 3V6 = 20+y—2—2—3V6 = 2z+y—2—9.348469228 = 0

Problema 13 Calcular una recta que sea perpendicular a las siguientes
rectas:
z—1 Y z+1
T = =
2 -1 1

o 20— y+ z=1
' x+ 2y— z=2

Solucion:
(]
=2 -1 1 |=—-i+4+3j+5k=(-1,3,5)
1 2 -1

Para encontrar un punto de la recta s hacemos:

- —y+z=1 y=3
o= {5 = {15 — s

Tenemos, por tanto

La recta t que buscamos serd la interseccién de dos planos m; y me. Para
encontrarlos buscamos un vector que sea perpendicular a los dos vectores

14



directores de las rectas dadas, es decir, el producto vectorial de ambos vec-

tores
1 j k
u = 2 -1 1 |=-8—11j+5k=(-8,-11,5)
-1 3 5
U = (—8,—11,5) U = (—8,—11,5)
™1 u—s> — (_17 75) T flTT} = (27 _17 1)
P5(0,3,4) P.(1,0,—1)
-8 -1 =z
m =] —11 3 y—3 |=-T0x—45y+1324+83 =0
5 5 z—4
—8 2 -1
me=|—11 -1 y =—06r+2y+1424+20=0
5 1 z+1

La recta buscada sera:

b —70x— 45y+ 13z+ 83=0
' —6z+ 2y+ 1424+ 20=0

15



Problema 14 Determinar la posicion relativa de los planos:

USE z— 2y+ 3z —4=0
Ty : 2+ y+ =z +1=0
w3 —3x+ y— 4z —-3=0

Solucion:
/ e
\\ //
1 -2 3 1 -2
A= 2 1 1 A= 2
-3 1 —4 -3

Tenemos que |A| = 0 = Rango(A) = 2 ya que

2 3 —4
1 1 1|=30#0
1 -4 3

16

=5#0




En conclusién Rango(A) = 2 #RangoA = 3, luego no hay soluciones
comunes para los tres plano, y tendremos que compararlos dos a dos:

1, -2
Comparamos 7y con ms: 3 =+ ER luego estos dos planos se cortan.

1 -2

Comparamos 7 con 7s: =3 #* ER luego estos dos planos se cortan.
2 1

Comparamos e con 73: —3 #* 1 luego estos dos planos se cortan.

En conclusion, los planos se cortan dos a dos.

Problema 15 Dadas las rectas

2 1 2
g z+ y— z= 1
) 22— 29+ z= —1

estudiar su posicion en el espacio y calcular el &ngulo que forman.
Solucién:

g
w=|1 1 —1|=—i—3j—4k=(-1,-3,—4)
2 -2 1

Para encontrar un punto de la recta s hacemos:

_ y—z=1 y=20 B
x_0:>{2y+z:—1 :>{z:—1 — P,(0,0,-1)

P u_)T: (27172) S u—;‘: (_13_3a _4)
1 P(3,2,1) P,(0,0,-1)
Tomamos el vector W = P, P; = (—3,—2,—2)
2 1 2
A:(_f y _j) - | -1 -3 1
-3 -2 =2

Tenemos que RangoA = 2 #RangoA = 3 = Las dos rectas se cruzan.

El angulo que forman las dos rectas vendra dado por

u |—2-3—38| 13 V26
COS & = = =

@l [y Vit1+4Vi+9+16 3v26 6

17



cos a = 0, 8498365855 = av = 31, 80610002°

Problema 16 La recta

r= -2+ 3t
r:¢ y= 44— 2t
z= —6+ 5t

corta al plano 7 : x —y—2z=1enel punto Ayalplanomy: z+y—2=0
en el punto B. Si O es el origen de coordenadas

1. Hallar el dngulo entre los vectores OA y OB.
2. Hallar el drea del tridngulo OAB

Solucién:

Céalculo del punto A:

Sustituimos r en el plano m; y nos queda

(—243t)—(4—2t)—2(—6+5t) =1 = t = 1y sustituyendo en r obtenemos:

z= —2+ 3
y= 44— 2 = A(1,2,-1)
z= —6+ 5

Célculo del punto B:
Sustituimos 7 en el plano 7 y nos queda
(—243t)—(4—2t)— (—6+5t) = 0 = t = 2 y sustituyendo en r obtenemos:

r= -2+ 6
Y= 4— 4 = B(4,0,4)
z= —6+ 10

1. Céleulo de OA:
OA = (1,2,-1) — (0,0,0) = (1,2, —1)
Céleulo de OB:
OB = (4,0,4) — (0,0,0) = (4,0,4)
Si « es el angulo que forman OA y OB tendremos

o — OA-OB|  |1-442-0+(-1)-4]
~ |OA|-|0B] V1+4+1-V16+0+16

Los dos vectores son perpendiculares.

_ m\éro_é\ :ﬁ-Qm:m

2. Area

18



Problema 17 Calcular una recta que pase por el punto (1,0,1) que sea
paralela al plano 7 de ecuaciéon m; : ¢ — 2y + 2 = 1 y que también sea
paralela al plano m que pasa por los puntos de coordenadas (2,0, 1), (0,2,1)
y (17 -1, 0)

Solucién:

Si r es paralela a m; y a mo es que es paralela a la interseccién de los dos
planos.

Calculamos primero el plano o:

W =AB=(0,2,1) - (2,0,1) = (=2,2,0)
Ta=14 T =AC = (1,-1,0) — (2,0,1) = (-1,-1,-1) =
A(2,0,1)
—2 —1 z-2
Ty : 2 -1 y =0=2z4+y—22=0
0 -1 z-1

La recta s viene definida por la interseccién de dos planos

g d T 204 2= 1
|l x+ y— 2z= 0

Para calcular una recta que sea paralela a s calculamos su vector director.
Vector normal del plano 7 es 77 = (1,-2,1)

Vector normal del plano 72 es 73 = (1,1, —2)

El vector director de la recta s serd u; = 17 X U3 producto vectorial.

(|
W=uixwm=|1 -2 1|=3i+3j+3k=(3,3,3)=3(1,1,1)
1 1 -2

La recta pedida tiene como vector director @ = (1,1, 1) y pasa por el punto
P(1,0,1):

r= 141t
Sy Y= it = rz-1=y=2-1
z= 141t

Problema 18 Consideremos un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH,
siendo A(1,1,1), B(2,1,1), C(2,4,1) y E(1,2,7). Hallar el drea de una de
las bases, el volumen del paralelepipedo y la distancia entre sus bases.

Solucion:

Igualdades:

AB - DC - EF - AC

19



AD = BC = EH = FG
AE = BF =CG = DH

Area de la base= \A—B) : E| = |A—B) : B?|
AB = (2,1,1) — (1,1,1) = (1,0,0)
BC = (2,4,1) — (2,1,1) = (0,3,0)

AB x BC = =3k = (0,0,3)

O - o~
wW O .
oo

Area= \E . BC | = V9 = 3u? El volumen es el producto mixto de los vec-
tores A—B), AD y AE. Nos falta por calcular AE.

AE = (1,2,7) - (1,1,1) = (0,1,6)

100
Volumen= | 0 3 0 | = 18>
01 6

Ahora sabemos que el volumen es igual al drea de la base por la altura
del paralelepipedo, luego la altura sera igual al cociente entre el volumen y

el area de la base, altura= % = 6u

Problema 19 Dadas las rectas

r Y= t s:q y= 242X
z = —1 z= 0

1. Estudiar la posicion relativa de r y s.

2. Hallar la ecuacién de una recta que sea perpendicular, simultdnemente
aryas.

Solucion:
1.

P.P, = (0,2,0) — (1,0,0) = (—1,2,0)

1 1 -1

A:(i ; _(1)> A= 12 0
-1 2 0



Ahora tenemos que

1 ; =1 0 = Rango(4) =2

|A| = —4 # 0 = Rango(A) = 3

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3 = las dos rectas se cruzan.

2. Sea t la perpendicular comtn, tendremos que el vector director de ¢ es

A R
U=u xus=|11 =1 |=2i—j+k=(2,-1,1)
1 2 0
Obtenemos r como corte de dos planos
= (1,1,-1) us = (1,2,0)
T ou=(2,-1,1) m:< wm=(2,-1,1)
P.(1,0,0) P5(0,2,0)
1 2 z-1
e 1 -1 y =0=y+2z=0
—1 1 =z
1 2 x
m:| 2 -1 y=2|=0=22—-—y—9524+2=0
0 1 =z

‘- y+ =z =0
| 22— y— 5z 42 =0
Problema 20 Dados los puntos A(1,-3,1), B(2,3,1) y C(1,3,—1), se pi-
de:
1. Obtener la ecuacién del plano m que los contiene.

2. Calcular la distancia del origen de coordenadas al plano 7

3. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, C y el
origen de coordenadas.

Solucion:

1. El plano 7 viene determinado, como siempre, por dos vectores y un

punto:
E:(I,G,O) r—1 y+3 z-1
T4 AC = (0,6,-2) = T: 1 6 0=0=
A(1,-3,1) 0 6 -2

—=7:—06x+y+3z+6=0
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0-(—6)+0-1+0-3+6] 6

d(0, 1) = _
(0,m) NE S /46

3. El volumen de un tetraedro es V = % -b- h, donde b es el area de la

base y h la altura.

apxac) |79k
AB x A
b=’2:! 1 6 0]=][(-12,2,6) =
0 6 -2
— b=+/144 + 4 + 36 = 2V/46 u?
6 1 6
h=dO,7)= — = V==2--2V46- —— = 44>
0. V46 3 Nz

Problema 21 Seaelplanonm:x—2y—24+1=0
Hallar:

1. El punto simétrico P’ de P(1,3,2) y el punto simétrico @’ de Q(4,0, —1)
respecto de 7.

2. La recta simétrica de la recta que une a los puntos P y @ respecto del
plano .

Solucion:

1. Para calcular el punto P’ simétrico de P calculamos una recta perpen-
dicular al plano 7 y que pase por P, sea r dicha recta

r=14+ t
r:g y=3— 2t
z=2—

Para calcular el punto de corte de r y m hacemos
(1+t)—283-2t) —2-t)+1=0=t=—-1= P"(0,5,3)
P es el punto medio entre P y P’, luego

_P'+P
2

P = P'=2P" - P=2(0,5,3) — (1,3,2) = (—1,7,4)

Para calcular el punto @’ simétrico de @Q calculamos una recta perpen-
dicular al plano 7 y que pase por @, sea s dicha recta

T = 4+ t
s:4 Y= — 2t
z= —-1— t
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Para calcular el punto de corte de s y # hacemos
A+t)—2(-2t)— (-1-t)+1=0=t=-1= Q"(3,2,0)
Q" es el punto medio entre Q y @', luego

/
Q+Q

5 Q' =2Q" —Q =2(3,2,0) — (4,0, —1) = (2,4,1)

Q// —

2. La recta que buscamos une los puntos P’ y Q' y pasa por ambos puntos

. r=—-14+3t
P/(-1,7,4) P 4w

r+1 y—7 =z—-4
3 -3 -3

Problema 22 1. Determinar el centro y el radio de la circunferencia

C:2’ 49> —4x+2y=0

2. Obtener la ecuacién de la recta tangente a C' en el punto P(4,0)

3. Encontrar la ecuacién de la circunferencia concéntrica con C' que es

tangente a la recta de ecuacién s : 2x —y +2 = 0.

Solucion:

1.

m=—2a=—4 a=2
n=-2b=2 — b=-1
p=a’+b>—r? r=+b

La circunferencia tiene de centro A(2,—1) y radio r = v/5

El vector AP = (2,1),y como la recta tangente es perpendicular a él
tendrd como vector director @ = (—1,2)

T =(-1,2) r=4—t B
{P<4,0> :>{l/=2t — 2ty —8=0

La circunferencia que buscamos tiene el mismo centro A(2,—1) que la
dada, lo tinico que nos queda por calcular es su radio. Como la recta
que nos dan es tangente a la circunferencia, la distacia desde el centro
a la recta serd el radio que buscamos.

224 (1) (1) +2] 7
B NZE B

La ecuacion de la circunferencia sera

d(A,s)

S

49
(x—2)2+(y+1)2:€:>5x2+5y2—20x+10y—24:0
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Problema 23 Se consideran las cénicas C7 y Cs, cuyas ecuaciones carte-
sianas son:

Cy: 922 +16y% = 144; Cy: 922 — 16y* = 144

1. Identificar C y Cs.Especificar, para cada una de ellas, sus elementos
caracteristicos: vértices, focos, excentricidad y asintotas (si existen).

2. Hallar una ecuacion cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta
hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de la cénica Cf.

Solucion:

LG9 +16y° = 144 = oo+ s = 1= 5 + % = 1. Bs
decir, se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor
a = 4 y semieje menor b = 3.
Por la igualdad fundamental tenemos que b? + ¢? = a? = ¢ =
Va2 — b2 =16 — 9 = /7.
Su excentricidad sera: e = ¢ = %.
Podemos concluir:

Focos: F'(—/7,0) F(\/7,0)
Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)
Excentricidad: e = %

e Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.

. 2 2 2 2 o 2 2_
Csy : 92° — 16y —144:>14xf4/9—ﬁ/16—1:>i—2—g—2—1Es

decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.

Para calcular los focos a2 + > = = c=/16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = ¢ = %

Las pendientes de las asintotas serian: m = g = % ym' = —2 = —%
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las

rectas buscadas serian:

3 3
Y=g y=-—47
Podemos concluir:
e Focos: (—5,0) (5,0)
o Vértices: (—4,0) (4,0)
e Excentricidad: e = g
e Asintotas:
3 3
Yy = 133 7 Y= _Zm



2. La ecuacién general de una parabola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es x = ay? + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
problema.

Como pasa por el vértice (—4,0), (0, 3), (0, —3) por sustitucién tendre-
mos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

i4: c 4 4
0= 9a+ 3b+ C :>CZ—4,a:§yb:0:>x:§y2—4
0= 9a— 3b+ c

Problema 24 1. (1 punto) Calcula el area de un tridngulo de vértices
A(1,1,2), B(1,0,—1) y C(1,-3,2).

2. (1 punto) Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de
x
interseccion del plano 7 : z+y—2z+6 = 0 con la recta s : 3= y—2=

z 4+ 1y es paralela a la recta

3z+ y —-4=0
dr -3y +2—-1=0

Solucion:
1.

AB = (0,-1,-3); AC = (0,—4,0)

- =

i Jj k
[ABx AC|=|| 0 -1 =3 ||=[(-12,0,0)] =12
0 —4 0

1 12
S:§-|ﬁx@|:?:6

2. Calculamos la interseccién de 7 y la recta s:

z =3t
s: y=2+t = 3t+24+t—(—1+t)+6 =0=t = -3 = P(-9,—-1,—4)
z=—-1+4+1

La recta pedida pasara por este punto y tendra como vector director

- = 5

i 7k
w=(310x(4,-3,1)=| 3 1 0]|=(1,-3,-13)
4 -3 1
La recta pedida es
49— r+1 244
-3 13
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Problema 25 1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que tiene cen-
tro C'(1,4) y es tangente a larecta s : 3z +4y —4 =10

2. Determinar el centro, el radio y la ecuacién de la circunferencia que
pasa por los puntos (0,0), (0,2) y (2,4).

Solucién:

1.

3-1+4-4—4]
V32 42 -

Luego la ecuacién buscada es (z —1)? 4 (y —4)? =9

r=d(C,s) =

2. La ecuacién general de una circunferencia es 22+ 4% +ma+ny+p = 0,
y sustituyendo los puntos dados en la ecuacién tenemos:

2n+p+4=0 = n=-2b=-2 = ¢ b=1
2m+4n+p+20=0 p=a’+b>—-1r2=0 r=+/10

En conclusién, el centro es C(3,1), el radio r = v/10 y la ecuacién de
la circunferencia pedida sers (z — 3)% + (y — 1) = 10.

Problema 26 1. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1, 1,2)
al plano que pasa por los puntos (1,1,0), (1,0,1) y (0,1, 1).

2. Calcular la distancia del punto de coordenadas P(3,5,0) a la recta que
pasa por los puntos de coordenadas A(0,1,2) y B(0,1,1).
Solucién:

1. Vamos a calcular el plano que pasa por los puntos A(1,1,0), B(1,0,1)
y C(0,1,1). Para ello obtenemos los vectores:

= AB = (1,0,1) — (1,1,0) = (0, —1,1)
T =AC = (0,1,1) — (1,1,0) = (—1,0,1)
El plano vendra definido por

w =(0,—-1,1)
¢ v =(-1,0,1) =
A(1,1,0)
0 -1 z—-1
| —1 0 y—1|=0= z4+y+2—-2=0

1 1 =z

Ahora calculamos la distancia del punto P(1,1,2) al plano 7:

lawo 4+ byo + czo+d| _ |14+1+2-2] 23
a?+ b+ ¢? VI+1+1 3

d(P,m) =
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2. Primero calculamos el vector director de la recta que pasa por los
puntos A(0,1,2) y B(0,1,1), para ello calculamos el vector AD =
(0,1,1) — (0,1,2) = (0,0,—1), y un vector auxiliar AP = (3,5,0) —
(0,1,2) = (3,4, —2). Ahora calculamos

i j ok
ABxAP=|0 0 —1|=4i—3j=(4,-3,0)
3 4 -2

_[ABxAP| _ V1649 _

D= o0

Problema 27 Compruebe que las rectas
T (:Ea Y, Z) = (3a _47 O) + t(27 _37 _2)

s:(z,y,2) = (=7,1,2) + h(4,-1,0)

se cortan en un punto. Halle también la ecuacién general del plano que
determinan.

Solucion:

P ’lTT):(27_3>_2) S 178):(47_
‘1 P =(3,-4,0) '

Calculamos el vector P.Ps = (—7,1,2)—(3,—4,0) = (—10, 5, 2) y tendremos:
2 -3 -2
A—(Z j _g> A= 4 -1 0
-10 5 2

Ahora tenemos que

= —13 # 0 = Rango(A) = 2

2 3
4 -1

|A] = 0 # 0 = Rango(A) =2

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A) = las dos rectas se cortan.

El plano que determinan estas dos rectas sera:

@ = (2,-3,-2) 2 4 2-3
miq ug=(4,-1,0) = w:| -3 -1 y+4|=x+4y—52+13=0
Py = (3,—4,0) 2 0 2
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Problema 28 Dados el plano 7 : x +y + z = 1, la recta r : (z,y,2) =
(1,0,0) +¢(0,1,1), y el punto P(1,1,0), se pide:

1. Hallar la ecuacién de una recta s que sea perpendicular a r y pase por
P.

2. Hallar el punto P’, simétrico de P respecto de r.
3. Hallar el punto P” simétrico de P respecto de .
Solucién:

1. Hallamos primero la ecuacién del plano 7’ perpendicular a la recta r
y que pase por P. Este plano tendrd como vector normal al vector
director de la recta u, = (0,1,1).

La ecuacion general de este plano serd y + z + K = 0, para calcu-
lar K particularizamos que este plano contiene al punto P(1,1,0), y
por simple sustitucién tenemos que

140+k=0=—=k=-1=7":y+2—-1=0
Ahora tenemos que encontrar el punto de corte de este plano y la

recta 7, para ello creo que lo mas facil es con la ecuacién de la recta
en forma paramétrica

x:
y=t
z=1

1
Sustituyendo en el plano tendremos t +t —1 =0 =t = 3 el punto

11
que buscamos serd por tanto () (1, 3 2)
La recta que queremos obtener pasa por Py por Q:

11 11 1
— {5’_ . - Z) = -
{ US_Q _(17170) (17272> <O7272> y:1—|—§A

1
P(1,1,0) o

2. El punto Q que hemos obtenido serd el punto medio entre P y P,y
por tanto

_P+P’

@ 2

11
:>P’:2Q—P:2(1,2,2> ~(1,1,0) = (1,0, 1)
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3. Ahora la recta que une los puntos P y P” es perpendicular al plano
7, y por tanto el vector director de esta recta es el vector normal del
plano, llamando ¢ a esta recta podemos ponerlo de la siguiente manera
—_— >
ur=ui = (1,1,1)

L fm=01y zfii“
P(,].,) y* /’[/
Z=p

Buscamos el punto de corte de esta recta con el plano 7, por simple
sustitucion

1
1—{—/1—1—1-!-,u+,u=1:>,u:—§

22 1
Obtenemos el punto de corte H<3 3’ 3)

P+ P 11 2
H = =>P”:2H_P:<,,—)
2 33 3

Problema 29 (3 puntos) Dadas las rectas en el espacio:

z—2 y-—1
T = =

r+1 y+2 =z-1

5 -1 2

1. Hallar la distancia entre las dos rectas.

2. Determinar las ecuaciones de la perpendicular comtin a r y s.

Solucion:
1.
= (3,-2,1) 77;:(2 1,2)
"1 P(2,1,0) " P(-1,-2.1)
i j k
U= xuW=3 -2 1|=-3i—4j+k=(-3,-4,1)
2 -1 2
7| =v9+16+1 =26

P.Py=(-1,-2,1)—(2,1,0) = (—3,-3,1)

3 -2 1
—_—
[m,m,PTPS]z 2 —1 2|=22
-3 -3 1
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Luego la distancia entre las dos rectas sera:

[ 7]

d(r, s) 22
r,s) = =
Txal Vs
2.
= (3,-2,1) us = (2,—1,2)
T w=(-3,-4,1) m w=(-3,-4,1)
P.(2,1,0) Py(—1,-2,1)
3 -3 -2
m:| -2 -4 y—1|=0=—=2z—-3y—92+1=0
1 1 z
2 -3 z+1
mp:| =1 -4 y+2 |=0=Tx—-8y—1124+2=0
2 1 z—-1

r—3y—92+1=0
Tx —8y—11z+2=0

Problema 30 Dados el plano
mix+3y—z=1

y la recta
r+2 y-—1

z
5 -
6 2 1

1. (1,5 punto) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y
es perpendicular a .

2. (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta intersec-
cién de los planos m, 7.

Solucion:
1. Datos:
_
o B ) ur=(6,2,1)
Ty =(1,3,-1) T'{PT(—Q,I,O)
1 6 z+2
7 32 y—-1|=0=7":520—-Ty—162+17=0
-1 1 z
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s r+3y—z—1=0 . r+3y=1+4+=z .
| bx—Ty—162+17=0 Sr — Ty = —17+ 162
5
— 94 °.
x +2 A
1
—1—=.A
Y 2
z=A

Problema 31 Discutir la posicién de los tres planos siguientes segin los
valores del parametro a.

m: z— y+ z= 0

o ay+ 2z= 4
g 20+ az= 4
Solucién
1 -1 110
A= 0 a 2|4
0 2 a4

Hacemos |A| = 0 para encontrar los valores que anulan el determinante de
la matriz A = [A| =a? —4=0=0a=2, a=—2.

Sia # 2y a # —2 tendremos que |A| # 0 por lo que Rango(A) =Rango(A) =
3 =n° de incognitas, y el sistema en este caso es Compatible Determinado.
En conclusién, los tres planos se cortan en un sélo punto.

Si a = 2 tendremos

1 -1 1]0
A=10 2 24
0 2 2|4
. . [ 1 -1
Vemos que tiene dos filas iguales, y ademés 0 2 ’ =2 # 0. Por lo
que podemos concluir en este caso que Rango(A) =Rango(A) = 2 <n°

incégnitas y el sistema es Compatible Indeterminado. Los planos ms y 73
son coincidentes, y el plano 7 los corta en una recta.
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Si a = —2 tendremos:

1 -1 110
A= 0 -2 2|4
0 2 —-2|4
. 1 -1
Primero tenemos que 0 —2 |~ —2 # 0, por lo que Rango(A) = 2
Como
1 10
0 2 4|=16+#0
0 -2 4

tenemos que Rango(A) = 3

En este caso, por tanto, Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3. El sistema es
Incompatible y para ver la posicién de los planos los comparamos dos a dos.
Vemos que los planos 7y y 73 son paralelos, y el plano 7 los corta a los dos.

Problema 32 Sea la recta

{Qx + z=1
T
r +y— z=0

1. Calcular la ecuacién de un plano que sea perpendicular a ella y con-
tenga al punto P(1,1,0).

2. Calcular la interseccién de este plano y r.

3. Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

Solucion:
1.
i ]k
=12 0 1|=(-13,2)
1 1 -1

m:—x+3y+22+A=0

Como este plano tiene que contener al punto P, por simple sustitucién
tenemos: —1+34+A=0= A= —2.

m:—x+3y+2z2-2=0=—=2—-3y—2z4+2=0
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2. Pongo r en paramétricas:

=\
r:g y=1-=2X\
z=1-—3\

y sustituyo en m, A —3(1 —=3X) = 2(1 —=2\) =0= A = %

3 5 8
Sustituyendo este valor en r tenemos el punto P’ ( )

14°14° 14
3.
3 z41 4
14 2 v
P'+ P 5 y+1
P/: — _— = = e ——
2 - 2 y=-7
8_=z_,, _4
4 2 °“77
4 24
El punto buscado es P” (—=. —2. 2.
punto buscado es ( = 7,7>

Problema 33 Determinar la posicion relativa de las dos rectas siguientes:

2x + z=1 r—1 y-—-1 z

T , S ==

r +y— z=0 3 1 —1

Solucion:
El vector director de la recta r sera:
i)k
=2 0 11=(-13,2)

1 1 -1

Un punto de la recta sera (haciendo z = 0) A,(0,1,1), y tendremos:

) o =(-1,3,2) L w=(3,1,-1)
T A,(0,1,1) v STy 4 (1,1,0)
Calculamos el vector auxiliar m =(1,0,-1)
-1 3 1
2 -1 -1

Luego las dos rectas se cruzan.
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Problema 34 Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la
recta 7:

r=14+t , y=—14+2t , z=1t

y es perpendicular al plano 7:

2e4+y—z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

fm-azy
r.{ A(1,—1,0) Tug = (2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

ur = (1,2,1)
T u_ﬂ) = (2717_1)
A(1,-1,0)
La ecuacion del plano vendréa dada por:
1 2 z-1
2 1l y+1 | =0=m:z2—y+2—2=0
1 -1 z

Problema 35 Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son tres vértices
consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

1.

Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el area de dicho
paralelogramo.

2. Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus dngulos.
Solucién:
1. Los vectores que nos proporciona el problema son:AD = (1,1,1) y

BC = (-1,1,1).

Las coordenadas del punto que nos piden seran D(zg, 4o, 20). Como
BC = AD — (-1,1,1) = (zo — L,y0 — 1,20 — 1) y por tanto xg =
0, yo = 2 zp = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del paralelogramo
viene dada por Area = |AB x BC)|

- = -
5 k

ABxBC=| 1 1 1 :(O,—2,2):>Area:]A—B)><B?|:
-1 1 1
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=22 +22=2V2

2. Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AB y BC

AB| =VIF1+1=v3 |BCl=vITi+1=13

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo
puede ser o un cuadrado o un rombo, para diferenciarlo calculamos el
angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese angulo

fuese 7 serfa un cuadrado, mientras que en caso contrario serfa un

rombo. Cogemos AB = (1,1,1) y AD = (—1,1,1)

—1+1+1 1
cos o — T1T2 + Y1Y2 + 2122 _ +1+1 :a#g

Vot V3V 3

Luego se trata de un rombo.

Problema 36 Determinar la posicién relativa de los planos:

m r— 2y+ 3z —4=0
Ty 2+ y+ =z +1=0
w1 —2x+ 4y— 62 =0

Solucién:
z— 2y+ 3z —4=0
22+ y+ =z +1=0
—2x+ 4y— 6z =0

Sean las matrices A y A siguientes:

1 -2 3 1 -2 —4
A= 2 1 1 A= 2 1 1 1
-2 4 —6 —2 —6

1 -2 3
Al=| 2 1 1|=0
-2 —6
1 =2
Pero podemos encontrar el menor s 1|7 5 # 0 = RangoA = 2

Calculamos ahora el rango de A, calculamos el determinante
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1 -2 4
2 11
-2 4 0
En conclusién RangoA = 2 #RangoA = 3 y tendremos que compararlos dos
a dos; comparamos 7] y ms:
r -2

3 —4
2T T %70

= —40 # 0 = RangoA = 3.

Esto quiere decir que m; y w3 son paralelos, y por tanto, mo corta a los dos.

Problema 37 Dadas las rectas

2 1 2
o T+ y— z= 1
| 22— 29+ z= -1

estudiar su posicion en el espacio y calcular el &ngulo que forman.
Solucién:

i
w=1 1 —1|=—i—3j—4dk=(-1,-3,-4)
2 —2 1

Para encontrar un punto de la recta s hacemos:

- y—z=1 y=20 B
$_0:{2y+z=—1 :{ — 000

PT( 7271) PS( 707_1)
Tomamos el vector W = P.P; = (—3,—2,—-2)
2 1 2
a=( 3 3) a0
-3 -2 =2

Tenemos que RangoA = 2 #RangoA = 3 = Las dos rectas se cruzan.

El angulo que forman las dos rectas vendra dado por

- |—2-3—8| 13 V26

@] @] VAIT1+4/I+9+16 3v26 6
cosa = 0, 8498365855 = o = 31,80610002°

CcCos&x =
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Problema 38 Discute la posiciéon de los tres planos siguientes segun los
valores del parametro m.

T x— Yy = 1
my: 2x+ 3y —d5z= -—16
M T+ my —z= 0
Solucion
1 -1 0 1
A=1] 2 3 —-5|-16
1 m -1 0

Hacemos |A| = 0 para encontrar los valores que anulan el determinante de
la matriz A = |A| =5m =0= m = 0.

Si m # 0 tendremos que |A| = 0 por lo que Rango(A) =Rango(A) = 3 =n°
de incégnitas, y el sistema en este caso es Compatible Determinado. En
conclusién, los tres planos se cortan en un sélo punto.

Si m = 0 tendremos

1 -1 0 1
A=| 2 3 —5|—16
1 m -1 0
Si calculamos
-1 0 1
3 —5 —16 | =13 # 0 = Rango(A4) =3
0 —1 0
[ 1 -1
Ademés vemos que 9 8| = 5 # 0 =-Rango(A) = 2. Por lo que

podemos concluir en este caso que Rango(A) #Rango(A) = Sistema es
Incompatible.

Comparamos los planos dos a dos y tenemos:
1y T2 Se cortan.
T y 73 Se cortan.

T y T3 Se cortan.
Se cortan los tres planos dos a dos.
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Problema 39 Dadas las rectas

. T— Yy +2z= 1
] 224y = -1

r—1 y+1 =z-1
2 1 -1

T
Calcular:

1. La posicién relativa de ambas.

2. Un plano 7 que contenga a r y sea paralelo a s.

Solucion:

—
Uy =

= —2i+4j +3k = (—2,4,3)

N = <
|

— =,

O N T

Para encontrar un punto de la recta r hacemos:
r=0=y=-1, 2=0= P.(0,-1,0)

. ’LT)T = (_27473) . QTS) = (27 1’_1)
"\ P.(0,-1,0) 1 p(1,-1,1)

1. Tomamos el vector @ = P, P; = (1,0,1)
-2 4 3
A:(ﬁf_i’) A=| 21 -1
1 0 1

Tenemos que RangoA = 2 #RangoA = 3 = Las dos rectas se cruzan.

@ = (~2,4,3) 2 2 g
7 ue=(2,1,-1) =w:| 4 1 y+1|=92-8y+102—8=0
P.(0,~1,0) 5 -1 2

-1 -1
Problema 40 Dada la recta r : r-o_ Yz

-1 1
z —1=0. Se pide:

y el plano 7 : 3x +y —

1. Comprobar que posiciéon ocupa esta recta respecto a este plano.
2. En caso de corte, calcular el angulo que ocupan.

3. Calcular la proyeccion ortogonal de esta recta sobre el plano.
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Solucion:

1. Ponemos la ecuacién de la recta como interseccion de dos plano:

r—1 gy
= — —1:
— 1:>a:+y 0
r—1 z—1
= 9 _9_
] 5 —2xr+2—3=0
. T+ oy —1=0 ) 4
r.{2$+ 4 _3-0 m:3dr+y—2—1=0
11 0] -1
A= 2 0 1]-3
31 —-1]-1

Como |A| = 4 # 0 =-Rango(A) =Rango(A) = 3 = Sistema Com-
patible Determinado, es decir, se cortan en un punto.

2.
u_)r - (_17172)
T
P.(1,0,1)
g Uy - Uy —4
11N o = =
|ar||ux] V66

Ty = (3,1,-1)

= a = —29.49620849°

3. Se obtiene como interseccion de dos planos, el plano dado 7 y el plano

definido por:

= (—1,1,2) -1 3 z—1
e iy =03,1,-1) = 1 1 y
P.(1,0,1) 2 -1 z-1
La proyeccién ortogonal sera:
) 3z— Syt+ 42— T7T=0
32+ y— 22— T7=0

Los datos que tenemos son los siguientes:

. u_;“ = (17271)
") AL, -1,0)

=3x—by+42—7=0

Ty =(2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

u_)T‘ = (172? 1)
md = (2,1,-1)
A(1,-1,0)



La ecuacion del plano vendra dada por:

1 2 z—-1
2 1 y+1 |=0=m:z2—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 41 Encontrar la recta que pasa por el punto P(1,0,—1) y corta
a las rectas r y s de ecuaciones

3u4 2y— 2+ 1=0 r= 3+t
" 22— g+ 2+ 4=0 ) YT t
y z= 1+t

Determinar la posicién que ocupan las dos rectas.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

7 771”):(17_57_7) g u_;:(l? 71)
1 P.(0,-5,-9) '

Donde hemos calculado

ik
w=[3 2 —1|=(1,-5-7)
2 —1 1

Si hacemos x = 0 obtenemos P, (0, —5, —9).

Para determinar la posicién que ocupan necesitamos el vector auxiliar P.Ps =
(3,5,10) y tenemos que

1 -5 7
A=11 1 1|, A:(iL _i I) |A| =54 #0
3 5 10

Tenemos que Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 = las dos rectas se cruzan.

Ahora tenemos que calcular:

(,—5—) s = (1,1,1)
™ P:( —9) m:{ PP, =(2,0,2)
P(1,0,1) P(1,0,1)
Obtenemos:
1 -1 z-1
m | =5 —=5H Y =0=24+3y—22-3=0
-7 =8 z+1

40



8
|
—_

T . =0=z—2—2=0

— =
N O N
ISy

+ <
[

La recta que buscamos sera

. r +3y— 2z— 3=0
| oz - z= 2=0

Problema 42 Encontrar la ecuacién del plano que contiene a los puntos

P(1,2,1) y Q(1,2,3), y al punto interseccién de la recta r y el plano 7 cuyas
ecuaciones son:

r=1+2¢t
ri y=2+2t Tix+y+z=0
z=1-2¢t

Solucién: El punto de interseccién que buscamos sera:
I+2)+2+2)+(1—-2t) =0=t=—-2= 5(-3,-2,5)

PG = (1,2,3) — (1,2,1) = (0,0,2)
w8 PS=(-3,-2,5)1,2,1) = (—4,-4,2)

P(1,2,1)
0 -4 -1

m:|0 —4 y—2 |=0—=2z—y+1=0
2 4 z—-1

Problema 43 Estudiar la posicién relativa de la recta r y el plano m de
ecuaciones

2c— 2=
r:{ Tyt + m:x4+y—z+1=0

z+ y+ z —-1=0

y calcular la proyeccién ortogonal de r sobre 7.
Solucién: Sean las matrices Ay A

2 -1 0 2
A=[1 1 1]|-1 |=|A=-6#£0=
1 1 -1 1

Rango(A) =Rango(A) = 3 = la recta r y el plano 7 se cortan.
La proyeccién ortogonal de r sobre 7 serd la recta ¢, que vendra deter-

minada por la recta interseccién del plano 7 y otro plano 7’ perpendicular
a él que contenga a la recta r, esto es

@ =(1,1,-1)
S w=(-1,-2,3)
P(0,2,-1)
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Donde

—
Uy =

— =

k
0|=(-1,-23)
1

N .

Si 2 = 0 obtenemos que P,.(0,2,—1). Por tanto:

1 -1 T
T 1 =2 y—-2|=0=2—-2y—2+3=0
—1 3 z4+1

La recta t que buscamos tendré de ecuacion:

x— 2y— 2+ 3=0
t:
z+ y— z+ 1=0

Problema 44 (3 puntos) Se considera r cuyas ecuaciones paramétricas son:

x =2t
r:¢ y=t yelplanom:z+y+2z—1=0.
z=0

1. Determinar las coordenadas de un punto P perteneciente a la recta
y cuya distancia al plano 7 sea igual que su distancia al origen de
coordenadas. jFEs tnico dicho punto?. Contestar razonadamente.

2. Calcular la distancia de Q(1,1,1) ar y a .

Solucion:

1. Un punto cualquiera de r es dela forma P(2t,¢,0), tendremos
C2t4t—1] 3t —1]

V3 V3
d(P,0) = /(22 + 12 =t/5

Como estas dos distancias son iguales, d(P,7) = d(P, O) tendremos:

|3t — 1
=tV5
V3

Como tenemos un valor absoluto, esta ecuacion tiene dos soluciones:

3t—1 1
e VA = P —
V3 3—15
3t—1 1

e AV G P —
V3 3++15

Sustituyendo en P tenemos los puntos

d(P, )

2 1 2 1
Y 70 Y 70
(3—\/15 3—V15 ) (3+\/15 3+ V15 )
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2. Tenemos
2O, 7) = jazo +byo +czo+d] _[1+1+1-1] 2v/3
’ VaZ 2+ 2 VI+1+1 3
Para calcular calcular d(Q,r) consideramos los datos de la recta r :
{ @ =(2,1,0)
P,(0,0,0)

culamos

construimos el vector auxiliar P,Q) = (1,1,1) y cal-

PQxw =

=(-1,2,-1)

N M o~
[E -,
O =

Tenemos por tanto

cmmewmzﬁzﬁ

||

Problema 45 (3 puntos) Se consideran las rectas r; y ro dadas por

T = 3t

— 9y =
1 Tty “ 0r2: y= 1— 2t
20— 3y+ =z2z=1 P

Encontrar la ecuacién del plano que contiene a r; y al punto de interseccién
derg conel planonw:x —3y —224+7=0

Solucién:
El punto de interseccion que buscamos sera:
3t—3(1—-2t) —224+t)+7=0=1t=0=Q(0,1,2)

Los datos de r; serdn los siguientes

i j k
Uy =1 1 -2 |=(-5,-5,-5)
-3 1
. 2 1
Si hacemos x = 0 obtenemos el punto P, <0, 5 —5>
m = (=5, -5, _5)
R
- QP = (07_%3_%)
Q(0,1,2)
-5 0 T
7
o] 0 Tp VT ll=0=d0-1ly+72-3=0
11
-5 —— -2
3 z
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Problema 46 (4 puntos) Sean las rectas

r=1-t x—1 y 2z-1
riy Y=o+t s 5 :&: 1
z=2+4t

1. Estudiar su posicién relativa en funcién de a.
2. Si a = —1, encontrar un plano paralelo a r y que contenga a s.
Solucién:

1. Los datos que tenemos de r y s son los siguientes:

-1 1 1
A= 2 a -1 | =|4=-2#0=
0 « 1

Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3 = las dos rectas se cruzan indepen-
dientemente del valor de a.

2. Cuando o = —1 tenemos
m:(_17171) ’U,_;: (27_17_1)
T s:
P.(1,-1,2) Ps(1,0,1)
El plano 7 que buscamos vendra definido por
?TT) = (_1a171)
Tiq up=(2,-1,-1)
PS( 70a1)
-1 2 -1
T 1 -1 Y =0=y—2+1=0
1 -1 z—-1
Problema 47 Dadas las rectas
r= 2= Si 1 y-2 =
rig oy= , S — ="—"= -
J T 1 -1 1

Calcular:
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1. su posicién relativa y la distancia que las separa.

2. la recta que es perpendicular a ambas.

Solucion:
1.
. 1772:(737177]—) S ITS): (17171)
"\ P.(2,0,1) "1 Pu(1,2,0)

Tomamos el vector auxiliar PP, = (1,—2,1), y tenemos

-3 1 -1
A=| 1 -1 1 |=[4=-2+#0
1 -2 1

En conclusiéon Rango(A) = 3 # Rango(A) = 2 = las dos rectas se
cruzan.

Calculamos el producto mixto de PPy, u, y U,

1 -2 1
—_—
PP un,ug)[ = -3 1 -1 |[=[-2[=2
1 -1 1
Calculamos |, x ug|
A R
Txw =] -3 1 —1|=2j+2k=(0,2,2) = |& x @] =2v2
1 -1 1

Tenemos, por tanto

A,y — PP ]|

@ oxa 2

&w

2. Obtenemos t, la recta perpendicular a r y a s, como interseccién de
dos planos. Esta tendra como vector director

@ = (—3,1,-1) 30 z-2
T u = (0,2,2) = | 1 2 y |=0=22+3y—32—1=0
Pr(2,0,1) 1 2 z-1
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7 =(1,-1,1) 10 z—1
2 u=(0,2,2) = |-1 2 y—2|=0=22+y—2-4=0
Py(1,2,0) 12 =

22+ 3y— 3z— 1=0
2z+ y— z— 4=0

-1 1 2
Problema 48 Determine los puntos de la recta i 5 = y—;)— = Z;

que equidistan de los planos 71 : 3x +4y =1y mo : 4o — 3z = 1.

Solucién:
Un punto genérico de la recta seria P(1 + 2t, —1 + 3t, —2 + 2t)

13(142t) +4(—1+3t) =1 | —2+18¢
d(P, ) = =
() 9+ 16 5
A(1+2t) —3(=2+2t) — 1 2
d(P77T2):| (1+2t) =3(=2+2t) —1] _ [9+2¢
VO +16 5
11

2+ 18 =9+2t =t = —
+ + 16

d(P, 7['1) = d(P, 7T2) S
7

-2+ 18t = — 2t t=——
+ 18 (9+2t) = 50

Tendriamos dos puntos:

19 17 5 3 41 927
p (=2 =L _2 P2 -2 =L
1(8’6’ 8)’ 2<10’ 20’ 10)

Problema 49 Dados los puntos A(2,3,—1), B(3,3,2) y C(1,4,3), se pide:
1. Obtener la ecuacion del plano m que los contiene.
2. Calcular la distancia de este plano al origen de coordenadas.

3. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A,
B, C y el origen de coordenadas.

Solucion:

1. Determinamos

AB = (1,0,3), AC = (—1,1,4)

AB = (1,0,3) 1 -1 -2
m:{ AC=(-1,1,4) = 7:|0 1 y—3|=0=
A(2,3,-1) 3 4 z+41

m:3x+Ty—2—28=0
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|- 28] 2859

d(O. 1) = _ — 3645280507
Om =B miT -~ 5 ’ u

V = %(érea base) - altura = é|[0—/i, O?v O?”
OA =(2,3,—1), OB = (3,3,2), OC = (1,4,3)

2 3 -1
1 1 14
Vzgy 33 2 \:6\—28|:§:4,666u3
1 4 3

Problema 50 Se considera la recta
. 3z+ 2y —2z— 1=0
’ T+ oy — 1=0
Se pide:

1. Determinar la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a
ry pasa por (0,2,2), y las coordenadas del punto P interseccién de r

v S.

2. Hallar la ecuacion del plano 7 que contiene a r y s, y la de la recta ¢
perpendicular a 7 por el punto P.

3. Si @ es un punto cualquiera de ¢, sin hacer ningin célculo, que relacién
hay entre las distancias de Q ar,de Q a sy de Q a .

Solucion:

1. Para calcular %, tenemos:

Uy

=(1,-1,1)

— W .
N .
|
—_

Haciendo x = 0 obtenemos P, (0,1,1) y tendremos
@ = (1,—1,1) v A
r: P.(0,1,1) = r:Q y= 1=\
z= 14X

Un plano perpendicular a r serfa 7’ : x — y + 2 + X\ = 0 que por conte-
ner al punto (0,2,2) = —2424A=0= A =0=7":2—y+2=0
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Buscamos el punto de interseccién entre el plano 7’ y la recta r. Sus-
tituimos r en 7’

A=(1=-N+14+XN)=0=1=0= P(0,1,1)

La recta s pasa por P(0,1,1) y por Ps(0,2,2):

N z=0
s {i%lzl(o’l’l) = s:< y=1 +A
0,1,1) z=1 +A

2. Tenemos que 7 tiene que contener a r y s, y tenemos que

re 7477”):(17_171) S ITS):(O)]W]-)
"1 P(0,1,1) ’ 1 Ps(0,1,1)
1 0 T
m:| -1 1 y—1|=0=2z24+y—2=0
1 1 z—-1

La recta t es perpendicular 7 y pasa por el punto P = P, = P, luego

s _ x = 2\
ARl =
t\Y, Ly = 1= A

3. La recta t es perpendicular a r, a s y a m, ademds los tres se cortan
en el punto P, luego si () es un punto cualquiera de t, tendremos

d(Q,r) = d(@Q,s) = d(Q, )

Problema 51 Sea la ecuacién de la recta r determinada por los puntos
-3
A(1,0,-1) y B(1,—1,—1); y sea la recta s : xT = % = %

Se pide:
1. Averiguar su posicién relativa.
2. La distancia que las separa.
3. Perpendicular comtn a ambas rectas.

4. Hallar, si existe, una recta que pase por el punto C(1,2,4) y que corte
aryas.

Solucion:
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(2,5,3)
P.(1,0,—1) 0,0)

/\

{ﬁ:m:(o,—l,o) {T:
/A s S P

Tomamos el vector auxiliar P.Ps; = (2,0, 1), y tenemos

0 -1 0
A=|2 5 3| =4 =-4+#0
2 01

En conclusién Rango(A4) = 3 # Rango(A4) = 2 = las dos rectas se
cruzan.

. Calculamos |u; x w3

:_3i+2k:(_37072):> "ITTX@‘ :\/ﬁ

1
Ur x g =| 0 —
2

Ut =S,
w o

Calculamos el producto mixto de PP, u, y U,

0 -1 0
2 0 1
Tenemos, por tanto
d(?“ S): HPTPsaszvlTS)” — 4— :4\/ﬁ
’ R V13 13

. Obtenemos t, la recta perpendicular a r y a s, como interseccion de
dos planos. Esta tendra como vector director

Ut):m X U_;: (_37072)
ur = (0,—1,0) -3 0 x—1
T u=(-3,0,2) = 0 —1 Y =0=2r—-32—1=0
P.(1,0,-1) 2 0 z+1
us = (2,5,3) -3 2 -3
w4 ui =(-3,0,2) = 0 5 Y =0= 10x—13y+152—30 =0
Ps(3,0,0) 1 2 =z
. 2x - 3z— 1=0
102 —13y+ 152— 30=0
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4. Obtenemos h, la recta que corta a r y a s y pasa por C(1,2,4), como
interseccion de dos planos.

= (0,—1,0) 00 z—1
m:{ P.C=(0,25) —=|-12 y |=0=2-1=0
P.(1,0,—1) 05 z2+1
u; = (2,5,3) 2 -2 -3
m:{ PC=(-224) = |5 2 y |=0=az—y+2-3=0
P4(3,0,0) 3 4 2

r—y+z-3=0 =1:0 y= —2 +A

_{x—lzo v=1
z= A

Problema 52 Dados los puntos A(2,1,1), B(2,1,3) y C(—1,2,—1), se pi-
de:

1. Obtener la ecuacién del plano 7w que los contiene.

2. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A,
B, C y el origen de coordenadas O.

3. Calcular la altura del tetraedro que va desde el origen de coordenadas
a la cara de vértices ABC.

4. Calcular la altura del tridngulo OAB, la que va desde el vétice O al
segmento AB.

Solucion:

1. Determinamos

AB = (0,0,2), AC = (-3,1,-2)

AB = (0,0,2) 0 -3 z-2
T E:(—3,1,—2) = 7:|0 1 y—1|=0=
A(2,1,1) 2 -2 z-—1

T:x+3y—5=0

V= %(érea base) - altura = 1|[07, @7 O?”

OA =(2,1,1), OB = (2,1,3), OC = ~1)
2 1 1
1 1 5
V=gl 21 3\:6k4m:§:L%mﬁ
-1 2 -1
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. 1
3. Area de la base= 5]@ x AC|

i j k
1
ABxAC=| 00 2 :(—2,—6,0):>§|1@xm]:\/ﬁ
-3 1 -2
1 1
Vz3\ﬁ></?d\-h=>hz?:1,58113883u
-5 10
d(O,m) = [=51 _ V10 _ 1,58113883 u
10 2
4. LLamo r a la recta que une AB:
- u = AB = (0,0,2)
| Po=A(2,1,1)

Obtenemos el vector auxiliar OA = (2,1,1) y hacemos

i 7 k
OAxAB=|0 0 2|=(-2,4,0)
2 1 1
dO.r) = |OA x AB| V20 _ e
’ |AB| 2
-1
Problema 53 Consideramos el punto P(5,—2,9) y la recta r : :c_2 =
y+1 _ =
-3 6
Calcular:

1. Distancia de P a r.

2. Ecuacién de la recta s que corta perpendicularmente a r y que pasa
por P

3. Calcular el punto de corte T entre las rectas r y s.

Solucion:
1.

. 1773: (_27 _3a6) _
7’.{ PT( 7_170) ) ﬁ)—(4,—1,9)
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ik
PPxu=| -2 -3 6|=(-21,14,42)
4 -1 9

BP x| = /(-21)2 + 142 + 422 = 49, |w;| = VA9 +36=7

d(P,r =7
T = 1- 2t
2. Ponemos la recta r en paramétricas ¢ y= —1— 3t .
z= 6t

Luego el punto T' de s y de r sera en forma genérica T'(1—2t, —1—3t, 6t).

El vector PT = (—4 — 2t,1 — 3t,—9 + 6t) es perpendicular @, y, por
tanto, el producto escalar de ambos sera cero

PT 4 =0=t=1= PT =1, =(6,2,3)
La recta que buscamos es

r—5 y+2 2z-9
6 2 3

S

3. Por el apartado anterior tenemos 7'(—1, —4, 6)

Problema 54 Sabemos que las siguientes rectas se cortan en un punto.
Hallar el valor de k y la ecuacion en forma general del plano que determinan.

z+1 y+k 2z2-1
T = =

2 3 =2
r y+3 z-—k
§:—=>"—— =

1 2 3

Solucion:
= (2,3,-2) u‘;z 2,3) 5 _ (1 _ _
T {Pr(—l, k1) P,(0 P.Py=(1,-3+4+k,k—1)

Tenemos

A= 1 2 3 | =] :—7l~c+36_0:>k_7
1 -3 +k

o
3 2) 36

36 —
Sik # - —> RangoA = 3 #Rango(A) = 2, y en este caso las rectas se
cruzan.
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36 —
Sik= — —> RangoA = 2 =Rango(A), y en este caso las rectas se cortan.

En este ultimo caso, el plano que las contiene sera:

7= (1,2,3) 1 2
T U =(2,3,-2) =wr:{2 3 y+3 |=0
P,(0,-3,36/7) 3 2 .36/

m:91lr — 56y + 2 +204 =0

Problema 55 Sea el plano 7 :  — 2y + 4z = 12 y el punto P(2,—1,1).
1. Calcular la distancia d(P, ).

2. Hallar la ecuacién de un plano paralelo a 7 y distinto del mismo, que
también diste de P la misma distancia d.

3. Calcular el volumen de la figura limitada por el plano 7 y los tres
planos coordenados.

Solucién
1.
2-2(—-1)+4-1-12 4
ap,my = 2720 =
v1+4+16 V21
2.
ix—2y+42z+X=0
24244+ 84N 4
dPﬂT/:‘ = = — 8+ A =4
( ) V21 V21 V21 | |
S+ A=d=—= A= Ad=—=7:12-2y+42—-4=0
Cuando tomamos 8 + A = —4 = A\ = —12 que es el plano 7.

3. Corte del plano 7 con el eje OX:
Hacemos y = 0 y z = 0, obtenemos el punto A(12,0,0).

Corte del plano 7 con el eje OY:
Hacemos x = 0 y z = 0, obtenemos el punto B(0, —6,0).

Corte del plano 7 con el eje OZ:
Hacemos z = 0 y y = 0, obtenemos el punto C(0,0, 3).

OA = (12,0,0), OB = (0,—6,0), OC = (0,0,3)
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12 0 0
[OA,0B,0C]=| 0 —6 0 |=-216
0 0 3
1 216
vzéy[(ﬂ,@,o‘dn: : = 36u>
Problema 56 Dadas las rectas
xi 1= i :1:+17y—175
" - C Ty T T
z = — t

Calcular:
1. su posicién relativa y la distancia que las separa.

2. la recta que es perpendicular a ambas.

Solucion:

-1 1 -1
A= 21 1 |=|A=-5#0
-2 1 0

En conclusién Rango(A) = 3 # Rango(A) = 2 = las dos rectas se
cruzan.

Calculamos el producto mixto de PP, w, y U,

-1 1 -1
BE.@@ =] 21 1|=|-5=5
-2 1 0
Calculamos |, x ug|
7k
Uy XUy = 1 =1 |=2i—j-3k=(2,-1,-3) = |uyxug| = V14
1 1
Tenemos, por tanto
drs)— [BPTE] 5 5/
r,s) = = =
’ |7 x | V14 14
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2. Obtenemos t, la recta perpendicular a r y a s, como intersecciéon de
dos planos. Esta tendra como vector director

UEZU_;X%):(Q,—L—?))

= (~1,1,-1) 1 2 z-1

il W=(2,-1,-3) = | 1 -1 y |=0= datbytz—4=0
P,(1,0,0) 1 -3
7 = (2,1,1) 2 2 z+1

moiq ui=(2,-1,-3) = |1 -1 y—1|=0= z—4y+2245=0
Py(~1,1,0) 1 -3 2

‘- dx+ dy+ z— 4=0
' z— 4dy+ 2z+ 5=0

Problema 57 1. Calcula el drea de un tridngulo de vértices A(3,1,0),
B(2,0,—1) y C(4,1,-1).

2. Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de interseccién

-1
delplanow:m—y—z—lz()conlarectas:g:yT =zyes
paralela a la recta

20 —y +2=0
3x+y+2z—1=0
Solucién:
1.
E = (_17_17_1); m: (1707_1)
- = 3
i Jj k
ABx AC|=1| -1 -1 —1||=](1,-2,1)|=V6
1 0 -1
1 1
2. Calculamos la interseccién de 7 y la recta s:
r =2t
s:¢ y=1+42t = 2t—(142t)—-t—-1=0=t = -2 = P(—4,-3,-2)
z=1

La recta pedida pasara por este punto y tendra como vector director

e

i 7k
w=(2,-1,00x(3,1,1)=| 2 -1 0 |=(-1,-2,5)
3 1 1

La recta pedida es
r+4 y+3 z+2

-1 =2 5
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Problema 58 Discutir la posicién de los tres planos siguientes segun los
valores del parametro a.

m: —2z+ 2y+ z= 0

Y ay+ 4z= 8
T3 dy+ az = 8
Solucion
-1 2 110
A= 0 a 4|8
0 4 al|8

Hacemos |A| = 0 para encontrar los valores que anulan el determinante de
la matriz A = |[A| = —(a®> = 16) =0 = a =4, a = —4.
Sia # 4y a# —4 tendremos que |A| # 0 por lo que Rango(A) =Rango(A) =
3 =n° de incdgnitas, y el sistema en este caso es Compatible Determinado.
En conclusion, los tres planos se cortan en un sélo punto.

Si a = 4 tendremos

-1 2 110
A= 0 4 4|8
0 4 4|8
. . , -1 2
Vemos que tiene dos filas iguales, y ademds 0 4] —4 # 0. Por

lo que podemos concluir en este caso que Rango(A) =Rango(A) = 2 <n°
incognitas y el sistema es Compatible Indeterminado. Los planos mo y 73
son coincidentes, y el plano m; los corta en una recta.

Si a = —4 tendremos:
-1 2 110
A= 0 —4 418
0 4 —418
. —1 2
Primero tenemos que 0 —4 |7 4 # 0, por lo que Rango(A) =2
Como
-1 2 0
0 —4 8|=64#0
0 4 8
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tenemos que Rango(A) =

En este caso, por tanto, Rango(A) = 2 #Rango(4) = 3. El sistema es
Incompatible y para ver la posicién de los planos los comparamos dos a dos.
Vemos que los planos 7y y 73 son paralelos, y el plano 7 los corta a los dos.

Problema 59 Dados los puntos A(1,2,—1), B(3,4,2) y C(1,3,1), se pide:
1. Obtener la ecuacién del plano 7 que los contiene.
2. Calcular la distancia de este plano al origen de coordenadas.

3. Determinar el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A,
B, C' y el origen de coordenadas.

Solucion:

1. Determinamos

AB = (2,2,3), AC =(0,1,2)
AB = (2,2,3) 20 z—1
m:{ AC=(0,1,2) =7:|2 1 y—2|=0=
A(1,2,-1) 32 241
mix—4y+224+49=0
2.
9] 9v/21
d(0,7) = = = 1,963961012
Om= A6 2 !
3.

1 1
V= g(éu"ea base) - altura = 8|[O—A’ OB, O—C?’H
OA =(1,2,-1), OB = (3,4,2), OC = (1,3,1)

12 -1
1 1 3
V=_|3 4 2 |=6|—9|:§:1,5u3

13 1
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