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Capitulo 1

Problemas de Algebra

1.1 Numeros Reales

1.1.1 Ecuaciones Racionales

Problema 1 Halla las soluciones reales de:

Ve+6+v2—z=4

Solucién:
(Vz+6)2=(4-vV2—1x)?
r+6=16+(vV2-2)2-8V2—z

20 —12 = —8V2 —x

r—6=—-4V2 -z
(x —6)% = (—4v2 — x)?
22 +36 — 120 = 16(2 — 2)
—4+£v16—-1

x2+4x+4:0:>x:—26 6:—2 doble

Problema 2 Halla las soluciones reales de:
Vr—1++yz=2
Solucién:
(Va—1)2 = (2 - V&)’

r—1=4+ (Vx)? -4z
r—x—1—4=—-4/x

)
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—5=—4\/z

(=5)2 = (~4/z)?
25

25 =16r =z = —;
x T 16

Problema 3 Hallar las soluciones reales de:

Ve+ T+ =7
Solucion:
VEFT+Va=T—=Va+T=T— o — (Ve +7)’ = (T- 1)’ =
r+7=49+1r-4/r = —4L2=-14/r —=3=Vr=—=1=9
Problema 4 Hallar las soluciones reales de:
Vi+6+vr=3
Solucidn:

Vet6+vz=3=v2+6=3— Vo= (Vz+6)2=

1
:U+6:9+x—6\/5:>—3:—6\/5:>§:\/5:>x:

3
!

=

Problema 5 Hallar las soluciones reales de:

Ve+l—-vVr—-1=1

Solucion:

Vetl—vVer—1l=1=Ver+1=1+Vz—1

)
z+l=1+@-1)-2vVz—-1=1= x—1:>a:21

Problema 6 Calcular:

Ve+l—yr—-1=1

Solucion:

)
\/x+1—\/x—1:1:>x21
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1.1.2 Ecuaciones Exponenciales

Problema 7 Halla las soluciones de:
3x2+5x74 . 921‘+3 — 27171
Solucion:
3x2+5xf4 . 32(22+3) _ g3(x—1)

3m2+5174+2(2:p+3) — 33(z—1)

22 4+5r —4+4r+6=31r—3

—6+ /36— 2
:c2+6:c+5:0:>x:w

—6+4
r=— = zr=-1,z=-5

Problema 8 Halla las soluciones de:

ge’+bu—4  g2u+3 _ grr—1
Solucién:
3:1:2—1—53:—4 . 32(2243) _ 33(z—1)

3x2+5x—4+2(21‘+3) _ 33(z=1)

2> +b5r—4+4r+6=3x—3

—6+ /36 — 20
$2+6$+5:0:>fo

64
TT T

—z=-1, z=-5
Problema 9 Calcular
2‘32x71+3x+1_120

Solucion:
.22z

Haciendo el cambio de variables © = 3% la ecuacion quedara de la siguiente
forma:
2u? +9u —3=0= u =0,3117376914, u = —4,811737691
Deshaciendo el cambio de variable tenemos que
u=0,3117376914 = 3* = log0,3117376914 = log 3" —>

zlog3 = log 0, 3117376914 =

o= 080, 3UTSTOOA o660

log 3
En el otro caso, u = —4,811737691 = 3* no es posible obtener solucién.
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1.1.3 Ecuaciones Logaritmicas
Problema 10 Halla las soluciones de:
log(3z? — 2) = 1 4 log(z — 1)

Solucion:

log(3z? — 2) = log 10 + log(x — 1)
log(3z% — 2) = log 10(x — 1)
322 —2=10(xz — 1)
_ 10+ /100 — 96

322 — 102 +8=0= 1z = =

10+£2
xTr =
6

—x=2, x= 3
Problema 11 Halla las soluciones de:

log(x? + 62 +7) = 1+ log(z + 1)
Solucién:

log(x? + 62 + 7) = log 10 + log(z + 1)
log(2?® + 62 + 7) = log 10(z + 1)
2246z +7=10(z+1)

2?4 —-3=0=2z=3,z=1

Problema 12 Hallar las soluciones reales de:
log(3z? —2) = 1+ log(z — 1)
Solucidn:

log(3z2 — 2) = 1+ log(z — 1) = log(3z? — 2) = log 10 + log(z — 1) =

log(3z% —2) =log10(z — 1) = (32> —2) = 10(z — 1) = 32° — 102 +8 = 0

T
{
T

Wik N
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Problema 13 Hallar las soluciones reales de:
log(z? + 2699) = 2 + log(z + 2)
Solucion:
log(x? +2699) = 2+ lg(z 4 2) = log(z? + 2699) = log 100 + log(x + 2) =
log(x? +2699) = log 100(x + 2) = (2% + 2699) = 100(x + 2) =

2% — 100z + 2499 = 0 — 4 £ =51
x =49

Problema 14 Calcular
log(z? — 1) 4+2 =1+ 2log(z 4 1)
Solucion:

log(z? —1) +2 =14 2log(z 4+ 1) = log(z* — 1) + 1 = 2lg(z + 1) =

lg10(z? — 1) =lg(z +1)* = 10(z* = 1) = (z +1)* = 922 — 22 — 11 =0

La solucién £ = —1 no es valida.

Problema 15 Calcular:
1. log(z? +2) —logz =1
2. 471427 —1=0
Solucidn:
1. log(z? +2) —logz = 1 = x = 0,2041684766, x = 9,795831523

2. 4771 427 1 =0 = 2 = —0,2715533031
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1.1.4 Sistemas de Ecuaciones Lineales con tres Incégnitas

CAPITULO 1. PROBLEMAS DE ALGEBRA

Problema 16 Resolver por el método de Gauss:
r— y— z=2
2+ y+ z2=3
20— y— 2z=2
Solucién:
T— Y— Z=2 (By-2E) T— Y- z= 2
Es — 2F,
2+ y+ =3 3 3y+ 3z=—1
20— y— 2z=2 Y — —2
_ 5
r= 3
y= -2
_ 5
== 03
Problema 17 Resolver por el método de Gauss:
r— 2y+ z=1
20+ 2y— 2=0
3z— 3y+ 2=2
Solucién:
r— 2y+ z=1 (B2-2E) r— 2y+ z= 1
(B3 — 3E1)
20+ 2y— z2z=0 — 6y— 3z= -2
3z— 3y+ z=2 3y— 2z=-1
r— 2y+ =z= 1 x %
by— 3z= -2 =< y= —3
— = 0 z= 0
Problema 18 Resolver por el método de Gauss:
z+  y+ 2z= 1
22+ y+ z= 3
20— 2y— z= -1
Solucién:

T+  y+ 2z= 1 (B —281) T+  y+ 2z= 1
20+ Y+ z= (s — 251 - y— 3z= 1
20— 2y— z= -1 - 4dy— bz= -3

T+ y+ 2z= 1 r= 1
- y— 3z= 1l = ¢ y= 2
Tz2= =T z= -1

(Es — 4E3)
—
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Problema 19 Resolver el siguiente sistema:

20— y+ 2z=1
r+ y— z2=3
3z+ 2y+ z2=5

Solucion:

13
r=—

8

20— y+ 2z=1 1

T+ Y— z = —— == 5

3z+ 2y+ z2=35

7
z=—=
8

1.1.5 Sistemas de Ecuaciones no Lineales

Problema 20 Resolver el siguiente sistemas:

20+ y= 5
Ty = 2

Solucién:
Primero despejamos y en la primera ecuacién y = 5 — 2z, y sustituimos en
la segunda (5 —27) =2 = 51— 222 =2 =222 - 5r +2 =0 = o = 2,
r=1.
Cuando = = 2 tendremos 2y =2 =y = 1.
Cuando z = % tendremos § =2 =y = 4.

Problema 21 Calcular:

{x2—2y2:1

r+y=2
Solucion:
x1 =7+ 4=06.645751311
22 -2 =1 Y1 = —/7 —2 = —4.645751311
—
r4y=2 Ty =4 — /T = 1.354248688

Yo = VT —2=0.6457513110

1.1.6 Inecuaciones

Problema 22 Resolver las inecuaciones siguientes:
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1.
2 —x—2
— >0
r—3
2.
2 _
xé4+x—2 <0
z+1
Solucién:
1.
2_x-2 -2 1
Pow-2 (@-2+l)
x—3 (x —3)
(—OO,—l) (_172) (273) (37+OO)
T —2 — v + +
r+1 - + + +
r—3 — s — +
(z=2)(z+1)
= el B + | - +
La solucién pedida seria:
2.
2 _ _
x‘+x 2:(x 1)(x+2)<0
T+ 1 T+ 1 -
r—1 — — — +
T+ 2 — + + +
x+1 — — + +
(z=1)(=+2)
ST - + - *

La solucién pedida seria:

(=00, —2] U (—1,1]

Problema 23 Resolver las inecuaciones siguientes:
1.

22+ 3z +2

<0
r—3
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2.
2 _
z°+2x—3 >0
r—5 -
Solucion:
1.
2 +3r+2 (z+2)(z+1)
= <0
x—3 (x —3)
(=00, —2) | (=2,-1) | (=1,3) | (3, +00)
T+ 2 — + + +
r+1 — — + +
z—3 - — — +
(z+2)(z+1)
= sl B + - +
La solucién pedida seria:
(—OO, _2) U (_173)
2.
2 _ _
" 4+2r -3 (x4 3)(x —1) >0
z—5 z—5 -
(_007 _3) (_37 1) (175) (5,—|—OO)
T+ 3 — + + +
z—1 = — + +
-5 - — — +
(z+3)(z—1)
GEED| = | [ - |

La solucién pedida seria:
[_37 1] U (57 +OO]
Problema 24 Resolver las inecuaciones siguientes:

1.

22 —2x—3
- >0
T+ 2 -

Solucion:
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1.
2 _ _ _
x® =2z 3:(96 3)(:):—1—1)>0
x4+ 2 (x+2) -
(—OO, _2) (_27_]—) (_173) (3,—|—OO)
T+ 2 - + + +
r+1 - — + +
z—3 — — — +
—3)(@+D)
S - + - 0
La solucién pedida seria:
(=2, —-1] U [3, +00)
2.

33
3r—3—-182>10x+30 — —25xr >33 —= o < ——

2(3
’ 25

Problema 25 Resolver las siguientes inecuaciones:

2 —2x—15 x—1

E— ||
z—1 -7 224 3x4+2 7

Solucion:
z? — 2z —15

<0= (—o0,—3|U (1,5
— (00, =3 U (1,5]

r—1
T S 0—(~2,-1)U]l,
2 +3x+2 ( ) U1, 00)

1.2 Polinomios

1.2.1 Descomposicién Polinémica

Problema 26 Descompén cada polinomio como producto de factores de
grado uno:

1. P(x) =23 —42% + 3z +2
Solucidn:

Plx)=(z—2)(x —1—V2)(x —1+V?2)



1.2. POLINOMIOS 15

2. Q(z) =22% —2? — 22 + 1
Solucion:

Q) =z~ e+ 1)(x — )

Problema 27 Descompon el siguiente polinomio como producto de factores
de grado uno:

Px)=a" — 423 + 22 + 82 — 6

Solucion:

P(z) = (z — 1)(z — 3)(z — V2)(z + V2)

Problema 28 Descompdén cada polinomio como producto de factores de
grado uno:

1. P(x) = 2% —32% — 22 + 32

2. Q) =23 —22 - 92+ 9

3. H(z) = 23 + 522 — 22 — 10

Solucién:

1. P(x) =2 =32 -2+ 3z =2(z - 3)(x + 1)(z — 1)
2. Q) =23 —22 - 92+ 9= (2 —1)(z +3)(z - 3)

3. H(z) =23 + 522 =22 — 10 = (z + 5)(z + V2)(z — V2)

Problema 29 Descompoén cada polinomio como producto de factores de
grado uno:

1. P(x) = 2* 4 22% — 52% — 6z

2. Q(x) =23 - 522 —2+5

3. H(z) =23 — 322 - 32+ 9

Soluciodn:

1. P(z) =a2* 4223 — 522 — 60 = w(x + 3)(z — 2)(z + 1)
2. Q) =23 522 —x+5=(z-5)(z—1)(z+1)

3. Hx) =23 - 322 =32+ 9 = (v — 3)(x +V3)(z — V/3)
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1.2.2 Minimo Comuin Miultiplo y Maximo Comiin Divisor

Problema 30 Calcula el MCD y el mem de los siguientes polinomios
P(r)=2° +2* — 723 + 22 + 102 — 6
Q(z) = 2° + 52t + 23 — 1922 — 62 + 18
Solucién: P(z) = 2° +2* — 72 + 22 + 102 — 6 = (z — 1)*(z + 3)(2? — 2)
Q(z) = 2° + 52t + 23 — 1922 — 62 + 18 = (z — 1)(z + 3)%(2? — 2)
MCD(P(z),Q(x)) = (x — 1)(z + 3)(2? — 2) = 2% + 223 — 522 — 42 + 6
mem(P(x),Q(z)) = (xz —1)%(x +3)%(2? - 2) =
= 2% 4 42° — 42* — 2023 + 1322 + 24z — 18

1.2.3 Ecuaciones Polinémicas

Problema 31 Calcular las soluciones reales de:

1.
23:—3_33:—7
xr—1 2z-5
Solucion:
2z —3)-2z-5)=(x—-1)-Bz—T)
422 =10z — 6z +15 =32 —Tx — 3z + 7
2 —6x+8=0
x:6i\/36—32:6i2:>x:4’ RPN
2 2
P
24+ x - 2—x
22+x a2-—z
Solucion:

(2+x)'(x2—x):(2—x)-(x2+x)
202 —2r + 2 — 2% =222 + 22 — 2° — 2?

203 —dr=0=2-(22° - 4) =0 =
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x =0 (No seria una solucién l6gica)
202 —4=0=2"=2=12==2V2

Problema 32 Calcular z en la siguiente ecuacién

2z r—1 2

22 —4x+3 22—1 22-22-3

Solucion:

2?2 —4r+3 = (z—3)(z—1)
22 —1 =@x+1)(x—1) = mem=(r+1)(z—1)(z—3)
22 —22 -3 =(x—-3)(x+1)

2a(e+1)—(z-1)(z—3) = 2(e—1) = 2’ +dz—1= 0= { N :;fﬁ

Problema 33 Calcular las soluciones reales de:

r—1 r—1

2-1 z+1
Solucién:
(z—1)-(z+1)=(x*-1) - (z—1)
?—1=a3—2?—2+1
23 —222 —x+2=0
Por Ruffini: x = 2, ¢ = 1, * = —1, pero estas dos ultimas soluciones no

serfan légicas, ya que anulan el denominador de alguna de las fracciones.

Problema 34 Resolver:

1. 25+ 32* — 423 — 1222+ 324+9=0

T+ 1 1 o
Ca244r -5 x4+5 r—1

Solucion:
1. 2+ 324 —42® — 1222432+ 9=0=2= -3,z = +1, 2 = +/3

r+1 1 T

2, - -
24+4r—-5 xz+5H x—-1

— 1 = —5,372281323, x = 0, 3722813232
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Capitulo 2

Problemas de Geometria

2.1 Trigonometria

2.1.1 Razones Trigonométricas

Problema 35 Sabiendo que tana = 2, calcular el resto de las razones
trigonométricas; teniendo en cuenta que « pertenece al tercer cuadrante.

Solucion:
1 1
=—-=0,5

tana =2 — cota =
tan o 2

Sabemos que tan? a + 1 = sec? o y aplicando esta férmula quedarfa:
22 +1 =sec?av = sec = /5 = £2,24. Como en el tercer cuadrante la
secante es negativa concluimos con el resultado seca = —2, 24.

1

podemos despejar cos a y nos quedaria cosa = S — =

1
Como secao = e

—35; = —0,45, es decir cosa = —0,45.

Ahora vamos a utilizar la férmula 1 4 cot? o = csc? o y tendriamos:
1+ i =csc’a = csca = :l:\/g = #£1,12. Como en el tercer cuadrante la

cosecante es negativa serd csca = —1,12.
A il s 1 1 .
Como cosa = = = sina= = 1= 0,89 es decir
sina = —0,89
Problema 36 Teniendo en cuenta que sina = % y que « pertenece al

primer cuadrante, calcular:

sin(a + 30°); sin(a + 45°); cos(a — 60°); tan(60° — «)

Solucién:
Se calcula primero cos a y tan a:
1
— /11 _ 8. — 5 _ 1
cosa=4/1—5 =% tana—ﬁ—\/g
3
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sin(a+30°) = sin a-cos 30°+cos a-sin 30° = .34 ¥8.
sin(a + 45°) = sina - cos45° 4 cos o - sin45° = %

cos(a — 60°) = cos « - cos 60° + sin « - sin 60° = V8

1
o _ tan60°—tano __ \/giﬁ _
tan(60° — a) = G0 tana = s = 0, 8549
V8

Problema 37 Hallar las razones trigonométricas de « sabiendo que sec o =
3y a € 4° Cuadrante.

Solucion:

seca = =3—=— cosa =

Wl

COS (¢

2 2v2

sina +cos’a=1= sina= ——=

3
1 3v2
csCoy = — = ——
sin «v 4
tana = —2v/2
1 V2
cota=——~ = —

2v2 4
Problema 38 Sabiendo que csca = 3 y que « pertenece al segundo cuad-
rante, calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion: )
cscaa=3 —sina = 3

1 8 8
9+0052a:1:>c052a::>cosa:—\3[, seca = —

Sl

1
tana = —— = ———, cota = —V/8

cos o V8’

Problema 39 Sabiendo que csca = 2 y que « pertenece al segundo cuad-
rante, calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion: )
csca =2 — sina = 5

3 3 2 2v/3

1—1-008204: 1= cos?a = 1 —> cosa = —\2[, seco = —% = —\3[




2.1. TRIGONOMETRIA 21

Problema 40 Sabiendo que tan a = —4 y que « pertenece al segundo cuad-
rante, calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:
1
tan?a + 1 =sec’?a = seca = —V17 = cosa = ——
V17
) 2 . 4 V17
sin“a+cos“a=1=siha= — = csca = ——
V17 4

1
tana = —4 — cotax = 1

2.1.2 Resolucion de Triangulos

Problema 41 Resolver el tridngulo no rectangulo del que conocemos dos
de sus angulos A = 65°, C' = 35°, y uno de sus lados b = 15. Calcular
finalmente su drea. Solucidn:

C

A - B

Tenemos que A+ B + C = 180° luego B = 180° — (A + B) = 180° — (65° +
35°) = 80°

B (o]
Por el teorema del seno tenemos: Shf B = sna — 4= 15:sin65° _ 13 8043

sin 80°
. ¢ _ b _ 15-sin35° __
Por el teorema del seno tenemos: sl —snBE — C= “ans0 — 8,7364

Por la féormula calcularemos la superficie de este triangulo:

El semiperfmetro serd p = ¢tbte = 1380131548164 — 18 77035

S=plp—a)lp—>b)p—c) =

/18,77035 - (18, 77035 — 13,8043) - (18, 77035 — 15) - (18, 77035 — 8, 7364) =

99, 3838.
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Problema 42 De un tridngulo sélo se conocen sus lados, a = 3, b =8 y
¢ = 10. Se pide calcular sus dngulos y su area.

C

Solucion:

a’> =b>+ % —2bccos A = 9 = 64 + 100 — 160 cos A —>

155
cos A = 160 = 0,96875 = A = 14°21'41,44"

b =a®+ ¢ —2accos B= 64 =9+ 100 — 60 cos B =

45
cosB=— = 0,75 => B = 41°24'34, 64"

60
2 =a?+b%—2abcosC = 100 = 9 + 64 — 48 cos C' —>
27
cosC = 18- —0,5625 = C = 124°13/43,9"
a+b+c 21
=—— =—=10.5
2 2 ’

S = \/p(p— a)(p—"b)(p—c)=+/10,5-7,5-2,5-0,5 = 9,921567416 >
Problema 43 Dado el tridngulo

1. Resolverlo sabiendo que a = 3, b =5y C' = 30°, calcular también su
area.

2. Demostrar el teorema del seno.
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Soluciéon
1.

V3

02:9+25—307:8,02:>c=2,83

3 2,83
- =" — = sinAd =0,529 = A = 31°59'5"
sinA  1/2
B =180° — (A + C) = 118°0'55"
_3+5+2,83

=5,41
5 5,415 =

S = \/5, 415(5,415 — 3)(5,415 — 5)(5,415 — 2,83) = 3,74

2. Ver teoria

Problema 44 Dado el tridangulo

1. Resolverlo sabiendo que a =4, b = 6 y C = 30°, calcular también su
area.

2. Demostrar el teorema del seno.
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Solucién
1.
3
c2:16+36—48\§=10,43:c=3,23
4 3B A= 0,619 — A — 38°15/43"
sinA  1/2
B =180° — (A+C) = 111°44'17"
_ 4+6;3,23 6615

S = 1/6,615(6,615 — 4)(6, 615 — 6)(6,615 — 3,23) = 6

2. Ver teoria

Problema 45 Dado el tridngulo

Resolverlo sabiendo que a =5, b =6y C = 135°.

Solucién
? =25+ 36 — 60cos 135° = ¢ = 10, 16
10,16 5
o inA=0,32 A = 18°44'54"
Snl35e  smaA o omA=032= Sads

B =180° — (A+ C) = 26°1¢'

2.1.3 Ecuaciones Trigonométricas

Problema 46 Resolver la ecuacion trigonométrica

tanx + cos2x =1
Solucion:

sinzx . sinz . .
+cos’r —sin’r=1=— +1—sin’z —sin’z=1=—
cosx CcoS T
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sin x

—2sin’z =0 = sinz — 2sin’zcosz = 0 —
CoS T

= sinz(l —2sinzcosz) =0 = sinz(l —sin2z) =0
sinr=0=—2=0, =7
. ™
sin2z=1=2z= 1
Problema 47 Resolver la ecuacion trigonométrica siguiente:

2

cos2x —sin“x =0

Solucion:

2

cos® z—sin?

22 =0= (1-sin’z)—2sin’z = 0 = 1-3sin’z = 0 =

1
2o =5 — sing = i\f — 0, 5773502691

r—sin
sin

x = 35°15'52"

sinz = 40, 5773502691 —- { r = 180° — 35°15/52" — 144°448"

. x = 360° — 35°15'52" = 324°44'8"
sinz = —0,5773502691 — { = — 180° 4+ 35015/52" — 215015/52"
Problema 48 Resolver la ecuacién trigonométrica siguiente:

sin2x = 2cosx

Solucion:

2sinzcosz —2cosz =0 = 2cosz(sinz —1) =0 = cosx =0, sinx =1

Luego:
0 —s T 3
cosx = r=—, xT=—
2’ 2
. T
sinzg=1=—x = 5
La solucién seria: 5
x:g+2k7r, x=§+2lm

Problema 49 Resolver la ecuacién trigonométrica siguiente:

2

cos® x — sin®

r=1

Solucion:

cos2m—sin2x:1$0082x:1${ ;iigﬂ :>{ =T

Las soluciones serfan: x =7 4+ 2km y x = 0 + 2k=w
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2.1.4 Expresiones Trigonométricas

Problema 50 Demuestra que

sindzcosz + cos® wsinz 1
sin 2z 2
Solucioén:
.3 3 : .2 2
sin®x cosx + cos® rsinx  (sinzcosz)(sin®x + cos®x) 1

sin 2z 2sinx cosx 2

Problema 51 Simplificar:

in (27 n ™ fsin (o) +cos (2T 4
Sin 2 8] COS | «&v 2 S1n 2 (03 COS 2 (6]

Solucion:

. 51 . bm 5t .
sin 7—04 :sm?cosoc—cos?sma:cosa

m ™ . . .
COS (X—g :COSOéCOS§+SHIOéSH1§:SHIOé

. (T s o
sin ?—i-oz :sm7cosa+00s75ma:—c05a

T 117 11w, .
cos T+o¢ ZCOSTCosa—sm7s1na:sma

. 51 T . T 117 .
sin 7—04 + cos 04—5 =+ sin 7—}—04 4+ cos 7—1—04 =2sin«o

2.1.5 Aplicaciones

Problema 52 Desde un punto determinado del mar, el capitan de un bar-
co observa la luz de un faro con una inclinacién de 15°. Su situacién es
dramatica, le queda combustible para recorrer 10 K'm y no sabe si llegara
a tierra. Después de recorrer 2 Kms en direccién hacia el faro vuelve a
comprobar la inclinaciéon de la luz del faro que ahora resulta de 25°. FEn
estos momentos el capitan ya conoce lo que le interesa, y que yo pido que
me calculeis:

1. La altura del faro.
2. La distancia a la que se encuentra del faro.

Solucion:
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1. Observando la figura nos damos cuenta rapidamente que:
oxt2 0,268 (z+2) =h

tan 15° = -1
{ 0, 466 T =h

tan 25° = &

—0,268(z +2) = 0,466z => 2 = 2,71 h = 1,26

2. La distancia que le separa del faro estd calculada en el apartado ante-
rior.

Problema 53 Dos personas, separadas por una distancia de 6 K'm obser-
van un avién, que vuela de uno de ellos hacia el otro. Uno de ellos lo observa
bajo un angulo de 30°, mientras el otro lo hace bajo un dngulo de 15°. Cal-
cular la altura a la que vuela el avién.

Solucion:

tan 30° = ﬁ
x

— h=1,098Km
h

— X

tan 15° =
an 5

Problema 54 Un submarino desciende hacia el fondo del mar con una in-
clinacion de 35°. Cuando llega al fondo , y después de realizar los pertinentes
trabajos, asciende a la superficie con un dngulo de 45°. Cuando ha emergido
completamente comprueba que se ha desplazado 200 metros desde el punto
donde empezé la inmersiéon. Se pide calcular la profundidad del mar en el
punto en el que estubo trabajando el submarino.

Solucion:
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h

tan 350 =
an 200 — z

— h = 82,3673m

tan45h° = ﬁ
T

Problema 55 Dos personas separadas por una llanura de 2K'm, observan
un globo aerostatico con angulos de 30° y 45° respectivamente. Hallar la
altura a la que vuela dicho artefacto.

Solucion:

o h
tan 30” = > h = 732,0508074m

h x = 1267,949192m
tan45° = — ,
at 2000 — z

La solucién pedida es que el globo vuela a una altura de 732, 0508074m.

Problema 56 Acaban de colocar una antena de 7 metros en lo alto de un
edificio. Observas el extremo superior de la antena con un adngulo de 85°,
mientras que su base la observamos con 80°. Calcular la altura del edificio
y la distancia que te separa de él.

Solucion:
tan 85° = xT” . Je= 6,89
tan 80° = y=1721

<8
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x 2w

2.2 Vectores

Problema 57 Dados los puntos A(—2,—1), B(2,6) y C(4,2), se pide:

1. Encontrar un punto D de manera que estos cuatro puntos formen un
paralelogramo y encontrar su centro.

2. Calcular sus angulos y la longitud de sus lados.

3. Encontrar todos los vectores perpendiculares al vector AB que tengan
moédulo 8.

Solucion:

Al no especificar el problema si estos vértices estan consecutivos hay varias
soluciones posibles, yo voy a pensar que no lo estdn y encontraré una solu-
cion.

1. AC = (4,2) — (—-2,—1) = (6,3). Luego
El punto medio serfa: (entre By C)

M(2+4 6+ 2

s ):M(3,4)
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lim . )
e D)
52,6 7
/ €42)
e 5 18

Af2-1)

2. |AC| = V62 + 32 = Vb u

Para calcular el otro lado calculamos el vector AB = (2,6)—(—2,—-1) =
(4,7).

AB| = V& + 7 = /65u
Ahora calculamos los angulos:
(a) Sea « el angulo con vértice en A:
AB = (4,7); AC = (6,3)
AB-AC=4-6+7-3=45
|AB| = V65; |AC| = V45

_ AB-AC 45
YT B JAC] T VasVes

(b) Sea f3 el dngulo con vértice en C:
CA=(-2,-1)— (4,2) = (=6,-3); CD = (8,9) — (4,2) = (4,7)
CA.-CD=—6-4+(-3)-7=—45
C4| = |AC|V45; |CD| = |AB| = V65

o8 = CA.-CD = -45
~ |CA|-|CD|  V45V65

=0,83205 = « = 33°41'24"

—0,83205 = 3 = 146°18'36"
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(c) Sea w = AB = (4,7) y su médulo |@| = v/65. Un vector que
tenga mdédulo uno con la misma direccién y sentido que W serfa:

é_w_(4,7)_<4 7)
TR Vs \VBs Vs

Para obtener otro de médulo 8:

S

m—smt -8 (kL) - (2, 30)

V65 /65 V65 /65

Los dos vectores perpendiculares a u que estamos buscando
seran:

U_},_<_56 32) W_<56 _32)
1 \/@7\/@7 2 \/@7\/@

Problema 58 Hallar todos los vectores perpendiculares a w = (—3,—4)
que tengan médulo 20.

Solucién:

Sea T = (x,y) un vector perpendicular a @ = (—3,—4). Lo primero que
pensamos es que su producto escalar debe ser cero, es decir, W - U = 0,
como el espacio es ortonormal, nos quedaria que @ - 7 = (—3,—4) - (z,y) =
—3x—4y=0

Es trivial comprobar que, en esta ecuacién, para cada valor que apliquemos
a una de las variables obtendriamos otro valor para la otra. Me voy a limitar
a las soluciones enteras.

Una solucién posible serfa x =4 e y = —3, es decir: 7 = (4, —3).

Otra solucién posible seria x = —4 e y = 3, es decir: v = (—4,3)

Claro estd, que estos vectores asi obtenidos deben ser perpendiculares al
vector ', lo que nos queda es pasarlos a médulo 20. Para ello voy a seguir
dos pasos, primero los pasaré a médulo 1 y luego los pasaré a modulo 20.

o%
Para pasar ¥ a médulo 1 aplicamos la siguiente féormula: v' = qujl

Obtendriamos los siguientes vectores:

-7 &
U1 = (%7%)
Uy = (%47%)

Para pasarlos a médulo 20 lo tinico que tendremos que hacer es multiplicar
por 20: y nos quedaria:

wi =20 (%, 3) = (16,—12)

w3 = 20 - (%, 22) = (-16,12)

Problema 59 Calcular dos vectores perpendiculares a w = (3,—1) que
tengan de médulo 8.
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Solucién:
Dos vectores perpendiculares a @ serfan uj = (1,3) y a3 = (—1, —3). Ten-

emos |ui| = |uz| = V9 + 1 = V10.

1
V10

1 -3 son perperpendiculares al da-
V10 )

Los vectores —
T ( 2
|3 | V10

do y tienen de médulo 1. Luego

Tl = 877 = ( 8 ’ 24 >
v10 /10
_8 _94\ son vectores perpendiculares al dado y tienen
s = (2, 22)
v10 /10
médulo 8.

Problema 60 Sean los puntos A(1,0), B(3,1) y C(5,7) vértices consecu-
tivos de un paralelogramo. Se pide:

1. Calcular el cuarto vértice D y el centro.

2. Calcular el d4ngulo que tiene por vértice B.

3. Encontrar los vectores perpendiculares a AB que tengan modulo 5.
Solucioén:

1. Caleulamos BC = (5,7)—(3,1) = (2,6) => D = (1,0)+(2,6) = (3,6),
1+5 0+ 7)

el centro sera el punto medio entre A y C, es decir, | ——, ——

: 2 2
(33)
2. BA = (2,1), BC = (2,6)

10

4+6= \/5\/40cosoz — cosou = ——
1/200

=0,7= a =45°

3. Tenemos dos vectores perpendiculares a AB = (2,1):

(-1,2) = (—v/5,2V5
(1,-2) = (v5, =25

ST
I

Sk
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2.3 Geometria Analitica

2.3.1 Ecuaciones de la Recta

Problema 61 Expresa de todas las maneras que conozcas la ecuacién de
la recta que pasa por los puntos A(1,0) y B(4,5), calcula después el dngulo
que forma con el eje de abcisas.

Solucion:
Sea AB = (4,5) — (1,0) = (3,5) tendremos:

o 7:(x,y) = (1,0) + A(3,5) ecuacién vectorial

e ecuacién paramétrica

L e= 143
oy = 5\

Ecuacién continua

x—l_y
3 5

5r — 3y — 5 = 0 ecuacién general.

) )

*y=3T—3 ecuacién explicita.
5 s .
o y= g(31: — 1) ecuacién punto pendiente.

5
m=tano = 3 — o = 59°2/11”

2.3.2 Distancias

Problema 62 Calcula la distancia del punto P(2,3) a la recta r en los
siguientes casos:

1.r: y=3z -2

9 x= 14+ 2t
o y= 2- t

3.r: 3xr+4y—5=0

Solucion:
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1. y=3x—2 = 3z —y — 2 =0 (Ecuacién general de la recta)

d(P,r) = [A-wo+B-yo+C| _[2:3+3-(-1)-2] 1 _ V10
VA2 + B2 32+ (-1)2 V10 10
=0,3162

x= 14+ 2t r—1 _ Y- 2

t= — 1=2 4

{ y= 2 ot 2 mu A A ' & M
x + 2y — 5 =0 (Ecuacién general de la recta)

A(P.r) = |A-zo+B-yo+C| _[2-1+3-2-5] 3 _3J5
VA2 + B2 V2122 5 5

= 1,3416

3. 3z + 4y — 5 =0 (Ecuacién general de la recta)
A-wo+B-yo+C| _[2:3+48-4-5 _13 __

W= ErE | ©  Jzee 5

Problema 63 Dado el punto P(2,—1), calcular la distancia de éste a las

siguientes rectas:
1.

y=242\
2.
z—1 y+1
s =—
—2 1
Solucién:
1.
3 y-—2
A=t oy —8=0
-1 2
gpry =224 D=8 =5 g
’ V22 412 V5
2.
—1 1
Tl YV oy —1—0
—2 1
1242 (1) -1 |-1
a(pgy= L 2H2 D -1 | ! _ V5
V12 + 22 5
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Problema 64 Calcular la distancia del punto A(3,—1) a las rectas:

) z—1 y+42
a) r: =—
3 2

r=1-—\
b)r.{y:2)\

c)r:2c+3y—3=0

Solucion:

a)r:2z—3y—8=0

23-3.(-1)—8] 1
- 149 - V13

d(A,r)

b)r:2x4+y—2=0

C2341-(-1)-2 3
N 1+1 y

d(A,r)

S

c)r:2x4+3y—3=0

C2:343-(-1)—3] _
- 149 N

0

d(A,r)

Problema 65 Calcular
1. la distancia del punto P(2,1) a la recta 3z —y + 1 = 0.

2. el angulo formado por las rectas

r:3xr—y—1=0, s:x24+y+2=0

Solucion:
1.
3:-2—-1-1+1 6
d(P,r) = U5y sorsr
9+1 V10
2.

5 =0,4472 = a = 63°26'6"
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2.3.3 Angulos

Problema 66 Calcula el angulo formado por las rectas:

1.
r: 3z—y+1=0
s1: 2x+3y+4=0
2.
- { Rt S
y= 2- 3\ 3 2
Solucién:

1. Como las rectas estan definidas por su ecuacién general, ya estamos
en condiciones de aplicar la féormula:

luy -y +ug-uhl 13-2+ (—1)-3| B 3
\/u%+u%'\/u’f+u’22 V3TH(-1)2-v22 432 V1013
=0,2631 = o = 74°44'42"

Cosx =

= =3r+y—8=0

) x= 24+ A L x—=2 y—2
T {yz 9. 3A = A= 1 3

(Ecuacién general de la recta)

x—1 y+2

3 2
(Ecuacién general de la recta)

T —2r—-3y—8=0

lup - ) +ug-upl 0 [3-241-(=3)] 3
B +ug - Ju pug VI V223 V10 V3

=0,2631 = o = 74°44'42"

CcCos&x =

Problema 67 Calcular el angulo que forman las rectas

z—1 _ y+1

a) r: 5 = 3

s:2x+y—1=0

r=1-A
b)r.{y:2+)\ s:3r+y+1=0
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Solucion:

a)r:3rx+2y—1=0,s:2z+y—1=0

642
cosa = bt=_ 0,992277 = o = 7°7'32"
V65
b)r:z+y—3=0,8:3z4+y+1=0
3+1
cosa = StE 0,894427 = o = 26°33'54"
V20

2.3.4 Triangulos

Problema 68 Dado el tridngulo de vértices A(1, 3), B(3,—1), C(—1, 3) hal-
la la ecuacion de sus tres mediatrices y comprueba que se cortan en un 1inico
punto, llamado circuncentro.

Solucion:

Si queremos calcular la mediatriz que separa a dos puntos podemos pen-
sar de la siguiente manera: la mediatriz entre dos puntos es el conjunto de
puntos (z, y) tales que equidistan de los dos. Es decir , entre los puntos Ay B
la mediatriz serd el conjunto de puntos P(z,y) tales que d(P, A) = d(P, B).
Partiendo de este concepto es bastante sencillo la obtencién de estas rectas.

Calculamos la mediatriz que hay entre Ay B, es decir, d(P, A) = d(P, B):

VE—102+ =32 = /(2 -3)2+ (y+1)2
(-1 +(y-3°=(@-3°+(y+1)°
22 —2c4+14+y>—6y+9=2—62+9+¢y>+2y+1
e —8y=0 = -2y =0

Calculamos la mediatriz que hay entre B y C, es decir, d(P,B) =
d(P,C):

V@ =32+ @+ 12 = /(x+ 1)+ (y—3)2
(z—32+w+1)2=@+1)%+ (y—3)>
2 —6r+94+12+2y+1=a?4+2c+1+y> —6y+9
—8r+8y=0 —=z—-y=0
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_____________________ ==0
_____ N G O ) D

L0 (0,0 E
2 1 -1 7o 3
—1 ______

Calculamos la mediatriz que hay entre C'y A, es decir, d(P,C) = d(P, A):

VE+12+ @ -32 = /(@ - 12+ (y - 3)°
(e +1)+(y =3 = (- 1)*+ (y - 3)°
242+ 14+9y° —6y+9=a>-20+1+9°>—6y+9
dr=0 = z=0

Es decir, las mediatrices serian: * —2y =0, x —y = 0y = 0. Ahora bus-
camos el punto de interseccién. En este caso es bastante sencillo encontrarle
ya que una de las ecuaciones es x = 0, y por simple sustituciéon comprobamos
que el punto buscado(el circuncentro) es el origen de coordenadas O(0,0).

Problema 69 Dado el tridngulo formado por los puntos A(3,0), B(2,2) y
C(—1,1), calcular las ecuaciones de sus mediatrices y el punto en el que se
cortan (circuncentro).

Solucion:

La mediatriz 1 entre los punto A y B seré:

\/(1:73)2+y2:\/(:L“72)2+(y72)2:>r1:29374y7120
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La mediatriz ry entre los punto B y C' sera:

V@E—22+ @ -22= /e +1)2+(y—12=ry:3c+y—-3=0

La mediatriz r3 entre los punto A y C sera:

V=32 +2= e+ 12+ (y—12 = r3:80 -2y —T=0

Para calcular el circuncentro calculamos el punto de corte de dos de estas

rectas.
ri:2z—4y—1=0 . (13 3)
ro:3x+y—3=0 147 14
Problema 70 Dado el tridngulo formado por los puntos A(2,1), B(3,2) y
C(4,1), se pide:
1. Calcular las ecuaciones de sus mediatrices.
2. Calcular el circuncentro.
3. Calcular la ecuacién de la circunferencia circunscrita a este triangulo.
Solucién:

1. La mediatriz del segmento AB es el lugar geométrico de los puntos
(z,y) que cumplen

VE—22+@-12=/e-32+(y-22=z+y—4=0

La mediatriz del segmento BC' es el lugar geométrico de los puntos
(z,y) que cumplen

V=324 -2 =\/e -4+ -1 =o-y-2=0

La mediatriz del segmento AC es el lugar geométrico de los puntos
(z,y) que cumplen

V@ =22+ @ -12=/e-42+(y-12=2-3=0

2. El circuncentro es el punto en el que se cortan las tres rectas anteriores,
basta con resolver el sistema,

r+y—4=0
{x—?):O = (3.1

3. La distancia de este punto a uno de vértices es el radio de la circun-
ferencia circunscrita r = /(3 —2)2 + (1 — 1)2 = /1 = 1 y tendremos

(=324 (y—1)°=1=2+y* —62—-2y+9=0
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Problema 71 Dado el tridngulo de vértices A(—3,1), B(1,7) y C(5,—-1),
calcular:

1. El circuncentro (punto en el que se cortan las mediatrices)

2. Una recta que una dos vértices del tridngulo.

Solucion:

1. Calculamos dos de sus mediatrices:
Entre Ay B

@32+ (@ —-12=/(z— 12+ (y - 7)2

224+ 94+62+y°+1—2y = 22 +1—22+y*+49—14y = 22+3y—10 =0
Entre Ay C

V@ +3)2+ (- 12 = /(x—5)2 + (y + 1)2

22 4+9+46x+1y2+1—-2y = 22 +25— 102+ + 142y = 4z —y—4=0

El punto de intersecciéon de estas dos rectas serd el circuncentro y
vendra dado por la solucién del sistema:

224+ 3y—10=0 11 16
{4:U—y—4:() :><

Zx+3p-16=4

Af-F.1) M117

2. Calculo la recta que une A y B:

[ AB=(1,7) = (=3,1) = (4,6)
") A(=3,1)
x+3 y—1

= —2y+11=
1 5 = 3z — 2y + 0
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Problema 72 Los puntos A(—2,—1), B(1,4) y C(3, 1) forman un tridngulo,
se pide:

1. Calcular el circuncentro (punto en el que se cortan las mediatrices).
2. Calcular sus angulos y la longitud de sus lados.
3. Calcular la altura del vertice B.

Solucion:

1. Calculamos la mediatriz del lado AB:

V@ +22 4 (y+12= /(e 12+ (y - 4> = 32 + 5y —6=0

Calculamos la mediatriz del lado BC":

V@124 (y—12= /(e 32+ (y - 1)? = 4z~ 6y +7=0
El circuncentro sera la solucion del sistema:
{ B¢ +5y—6=0 __ (1 45)
dr —6y+7=0 387 38
2. (a) Ahora calculamos sus lados:
AB = (1,4) — (=2,—1) = (3,5) = BA = (-3, -5)
AC = (3,1) — (=2,—1) = (5,2) = CA = (-5, -2)
BC = (3,1) — (1,4) = (2,-3) = BC = (-2,3)
La longitud del lado AB:
|[AB| = V9 + 25 = V/34u
La longitud del lado AC:
|AC| = V25 + 4 = V2%
La longitud del lado AB:
|BC| =V4+9=1V13u
(b) Ahora calculamos los d4ngulos: Sea « el d&ngulo que forman BAC:

AB - AC 15+ 10

cosq = = =0,7961 = a = 37°14'5"
|AB| - |AC| /3429
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Sea 3 el angulo que forman ABC:

. BA-BC  —6+15
P BA-BC)  VBiV13

=0,428086 = 3 = 64°39'14"

Sea v el dngulo que forman BCA:

CB-CA 10-6

cosy = = =0,2060 = v = 78°6'41"
T CBI 1Tl Vi3V !

3. La altura serd la distancia del punto B a la recta r que pasa por los
puntos Ay C:

. m = (37 1) - (_27 _1) = (572)
" o6

—2z—5y—1=0
~ |Azo+Byo+C|  [2-14(=5)4+(-1)]  19v29
VA2 + B? V4425 29

Problema 73 sean A(—2,—-2), B(5,1) y C(1,5) los vértices de un tridngulo,
se pide:

d(B,r)

1. Las ecuaciones de las rectas que unen sus lados.

[\

. La longitud de sus lados.

3. Las ecuaciones de sus mediatrices.

4. El circuncentro.
Solucion:
1d
W Ly 1 B
E '-IEI:.+__E o ’ H"';-,_,-:’f. L SR Ly
. q "H_ﬁr‘!ﬂﬂ“‘ﬂjh - -
SR S I :
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1.
L) ur=(3,7) e _
T'{Pr(,E)) —r:7x—3y+8=0
. us = (7,3) . _ Q.
S'{PS(,I) —s5:3x—Ty—8=0

—=t:z+y—6=0

2. |AC| =9+ 49 = V58
|AB| = V49 +9 = /58
|BC| = 16 + 16 = /32

3. La mediatriz del segmento AC es:

V@ +22+(y+22= /e 12+ (y 5?2 =3c+Ty-9=0

La mediatriz del segmento AB es:

V@ +22+ (y+22= /(e -52+(y—-1)2 =Tz +3y—9=0

La mediatriz del segmento BC es:

V12 + (=52 = /@=52+ -1 =2-y=0
4. El circuncentro sera la solucién del sistema
3+ Ty —9=0 . (9 9)
T— vy =0 107 10

Problema 74 Los puntos A(1,0), B(4,2) y C(2,5), son los vértices de un
tridngulo. Calcular:

1. la longitud del lado AB.

2. ecuacion de la recta que pasa por los puntos B y C.

3. ecuacién de la mediatriz del segmento AB.

Solucion:
1.

AB=d(A,B) = V32 +22 =113
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2.
BC = (2,5) — (4,2) = (-2,3) =
) r=4-2) x—4 y-—2 4
3.

Ve =124 (- 02=/(z -4+ (y—2)? = 6a + 4y~ 19=0

2.4 Conicas

2.4.1 Circunferencia

Problema 75 Calcula la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia
322 +3y?> + o — 5y — 2 =0 en el punto P(—1,0)
Solucién:

Primero calculamos el centro de la circunferencia, ya que si obtenemos
este punto, podremos calcular el vector que partiendo de este punto llega al
punto donde queremos hallar la tangente, y este vector serd perpendicular
a la recta tangente:

1 5 2
3x2+3y2—|—x—5y—2:0=>x2+y2+§-x—g-y—g:0:>
2 :>1 2-0a = L
m = —2Z2-Qa —=—2-qa a=——
3 6

5 5
=-2b=—=—-——-=-2-b=b=—
" 3 6

Luego el centro de la circunferencia serd C(—g, 2)
Esto quiere decir que un vector perpendicular a la recta que nos piden sera
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el vector CP = @ = (=1,0) — (=%, 3) = (=2, =)

Luego la ecuacién general de la recta serd de la forma —%x — %y—k Cte=0,y
teniendo en cuenta que esta recta pasa por el punto P(—1,0), sustituyendo
obtendrfamos —2 - (—1) — 2 -0+ Cte = 0 = Cte = —2

La recta pedida serfa, por tanto,—%w — %y + (—%) =0=z+y+1=0
Problema 76 Calcula la ecuacién de la circunferencia que pasa por los
puntos A(0,1), B(2,0) y C(2,2), y las ecuaciones de las rectas tangente y

normal en el punto C.
Solucién:

La ecuacién general de una circunferencia es 22 + 4% + mx +ny +p = 0,
sustiyuyendo los puntos tenemos:

n +p=0 m:—%
4+ 2m +p=0 = (¢ n=-2
8+ 2m +2n +p=0 p=1

La ecuacién queda de la siguiente manera:
5
x2+y2—E:C—Qy—i—l:O=>2x2+2y2—5x—4y+2:0

Calculamos la recta tangente y normal en C(2,2):
dxdr + dydy — bdx — 4dy = 0 = (4o — 5)dx + (4dy — 4)dy =0

dy dxr — 5
4y — 4)dy = —(4x — =W
(dy —4)dy = —(4 —5)dz =y = -~ o1 1

3
La recta tangente serd: y — 2 = —Z(az —2)
, 4
La recta normal serd: y — 2 = g(x -2)

Problema 77 Calcular la ecuaciéon de una circunferencia que pase por los
puntos A(—1,1), B(2,2) y C(2,0).

Solucién:
2— m+ nt+ p=0 m=—3
8+ 2m+ 2n+ p=0 — ¢ n=-2

Problema 78 Encontrar el centro y el radio de las posibles circunferencias:

1. 22+ 42— 102 +8y —4=0
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2. 22 +y? —22x -2y +15=0
Solucién:

l. m=-2a=-10=a=5
n=-2b=8=—0b=—-4
p=a’+b —r?=r=145

2. m=-2a=-2—7a=1
p=a’+b> —r> = r = \/—13. Luego no es una circunferencia.

Problema 79 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pase por los
puntos A(1,0), B(2,2) y C(0,1).

Solucion:
P+ +mr+ny+p=0
7
m= 73
1+ m p=20 7
8+ 2m +2n+ p=0 = n= —
1+ nt p=0 3
4
P= 3
m2+y2—zx—zy+%:0:>3x2+3y2—7a:—7y+4:0

3 3 3

Problema 80 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pase por los
puntos A(1,1), B(0,3) y C(1,0).

Solucion:
P+ +mr+ny+p=0

2+ m+ nt+ p=0 m= 5
8+ 3nt+ p=0 = n= -1
1+ m+ p=0 p= —6

24y +50—-y—6=0
Problema 81 .
1. Determinar el centro y el radio de la circunferencia

C:2’ 41y —4x+2y=0

2. Obtener la ecuacién de la recta tangente a C' en el punto P(4,0)
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3. Encontrar la ecuacién de la circunferencia concéntrica con C' que es
tangente a la recta de ecuacién s: 2x —y +2 = 0.

Solucion:
1.
m=—2a = —4 a=2
n=-2b=2 — b=-1
p=a’+b>—r? r=+5

La circunferencia tiene de centro A(2,—1) y radio r = /5

2. El vector AP = (2,1),y como la recta tangente es perpendicular a él
tendrd como vector director w = (—1,2)

w = (-1,2) r=4-t o
{P(4,0) :>{y:2t = 2r+y—8=0

3. La circunferencia que buscamos tiene el mismo centro A(2,—1) que la
dada, lo inico que nos queda por calcular es su radio. Como la recta
que nos dan es tangente a la circunferencia, la distacia desde el centro
a la recta serd el radio que buscamos.

2-24(=)-(-D+2| 7
1+1 VA

La ecuacién de la circunferencia serd

d(A,s) =

49
(x—2)2+(y+1)2=€:>5x2+5y2—20x+10y—24:0

Problema 82 .

1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que tiene centro C'(1,4) y es
tangente a la recta s : 3x +4y —4 =10

2. Determinar el centro, el radio y la ecuacién de la circunferencia que
pasa por los puntos (0,0), (0,2) y (2,4).

Solucion:
1.

_Brt4aa-g
IRVEEE R

Luego la ecuacién buscada es (x —1)2 + (y —4)2 =9

r=d(C,s)
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2. La ecuacién general de una circunferencia es 24y +ma+ny+p = 0,
y sustituyendo los puntos dados en la ecuacién tenemos:

p=0 m=—2a=—6 a=3
2n+p+4=0 = n=-2b=-2 = ¢ b=1
2m+4n+p+20=0 p=a’+b —r2=0 r =410

En conclusién, el centro es C(3,1), el radio » = v/10 y la ecuacién de
la circunferencia pedida sera (z — 3)% + (y — 1) = 10.

2.4.2 Elipse

Problema 83 Calcular la ecuacion de la elipse de excentricidad e = - y

FN

cuya distancia focal es 4.
Solucioén:

Tenemos que 2c =4 = c =2

_1_c:>1_2:> _3
6_4_a 4 a “=

=0+ =64=0>+4—=— 1> =60

Luego la ecuacién de la elipse es:

Problema 84 calcular la ecuacién de una elipse de centro C(0,0), cuyos
focos son F'(—4,0) y F(4,0), y tiene una excentricidad de 0, 8.

Solucion:

c:> 4 5

e = — a = =

a 0,8
=P+ =b=d"-c*=9
22 g2

4?1 — 922 + 2542 =225
%9 T2y

Problema 85 Calcular la ecuacién de una elipse centrada en el origen de
focos F'(—3,0) y F(3,0), con una excentricidad de 0, 6.

Solucion:
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=P+ =0b=25-9=16
52+£—1:>16 ? + 25y% = 400
25 16 v vy =

Problema 86 Calcular la ecuacién de una elipse centrada en el origen de
focos F'(—4,0) y F(4,0), con una excentricidad de 0, 25.

Solucion:

c c 4
—4 =025 e=S—qaq="S= _ 16
CTh e hE eE T T 70,25

a? =0+ = b?> =256 — 16 = 240

z? 3/2 2 2
= 44 24 2 = 6144
556+ 210 = 240z 4 25612 = 61440

2.4.3 Hipérbola y Cénicas en general

Problema 87 Se consideran las conicas C; y C5 cuyas ecuaciones carte-
sianas son:

Cp:922 +16y° =144 ; Cy: 922 — 16y% = 144

1. Identificar Cy y C5. Especificar, para cada una de ellas, sus elementos
caracteristicos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si existen).

2. Hallar una ecuacion cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta
hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de la conica C].

Solucion:

2 2 2 2
LC:92° +16y =M = I+ i =1= 5 +% =1 Es
decir, se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor

a = 4 y semieje menor b = 3.

Por la igualdad fundamental tenemos que b 4+ ¢ = a?> = ¢ =
Va2 — b2 =16 -9 = V7.
Su excentricidad serd: e = ¢ = %.

Podemos concluir:
Focos: F'(—/7,0) F(\/7,0)
Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)

Excentricidad: e = g

Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.
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. 2 2 2 2 . 2 2_
Cy : 9z° — 16y —144:>$W—MZW—1:>%—§—2_1ES

decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.

Para calcular los focos a2 + 02 =2 = ¢c¢=/16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = 5 = g

Las pendientes de las asintotas serian: m = 2 = % ym' = —g = —%
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las

rectas buscadas serian:

Podemos concluir:
e Focos: (—5,0) (5,0)
e Vértices: (—4,0) (4,0)
e Excentricidad: e = %

e Asintotas:

2. La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abcisas

y simétrica respecto a este eje es x = ay® + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
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problema.
Como pasa por el vértice (—4,0),(0,3), (0, —3) por sustitucién ten-

dremos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
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/- c A )
0= 9at 3bt ¢ = ec=-4 a=gyb=0=z=y" 14
0= 9a— 3b+ ¢

Problema 88 Se consideran las cénicas Cy y (s, cuyas ecuaciones carte-
sianas son:

C1: 922 +16y% = 144;  Cy : 92% — 16y° = 144

1. Identificar C; y Cs.Especificar, para cada una de ellas, sus elementos
caracteristicos: vértices, focos, excentricidad y asintotas (si existen).

2. Hallar una ecuacién cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta
hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de la conica C.

Solucion:

LGy 92 +16y° = M4 = I+ e = 1= 5 + % =1 Bs
decir, se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor
a = 4 y semieje menor b = 3.
Por la igualdad fundamental tenemos que b? + ¢? = 4> = ¢ =
Va2 — b2 =16 — 9 = V7.
Su excentricidad serd: e = ¢ = 4.
Podemos concluir:

e Focos: F'(—/7,0) F(\/7,0)

e Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)
s

e Excentricidad: e =

e Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.

2 2 2 2
C’g:9x2—16y2:144:>@—ﬁzl:%—g—zzlEs
decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.

Para calcular los focos a2 + 02 =c? = c=+16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = £ = %
Las pendientes de las asintotas serian: m = % = % ym' = —2 = —%
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las

rectas buscadas serian:

Podemos concluir:

e Focos: (—5,0) (5,0)
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e Vértices: (—4,0) (4,0)
e Excentricidad: e = %
e Asintotas:
3 3
Y= Zx Y= _Zm

2. La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es x = ay? + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
problema.

Como pasa por el vértice (—4,0),(0,3),(0,—3) por sustitucién ten-
dremos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

—4= ¢ 4 4
0= 9a+ 3b+ ¢ :>c:—4,a:§yb:O:>3::§y2—4
0= 9a— 3b+ ¢

2.4.4 Parabola

Problema 89 Calcular el lugar geométrico de los puntos P(z,y) que cumplen
que, la distancia de él al punto A(1, 1) es igual a la distancia de él a la recta
z+1=0.

Solucién:
d(P,A) = \/(x — 1)2 + (y — 1)?
d(P,r)=z+1
2 15 1 1
d(P,A) =d(P,r) =y —2y+1:4x:>x:1y —§y+1

Problema 90 Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(z,y), que
equidistan de otro F'(0,3) y de la recta d : 22 + 3 = 0.

Solucion:
2x + 3

d(P,F) =/z? + (y — 3)2, d(P,d) = 5

2x + 3
2

Problema 91 Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(z,y), que
equidistan de otro F'(3,0) y de la recta d : 2z + 5 = 0.

22+ (y—3)2 = — % — 24y = 122 — 27

Solucion:
2x +5

d(P.F)=\/(z=3)*+y% d(Pd) ="

245

5 — 4y =44z — 11

(= 3)% + 42




54

CAPITULO 2. PROBLEMAS DE GEOMETRIA



Capitulo 3

Problemas de Analisis

3.1 Limites

3.1.1 Dominio y Recorrido

Problema 92 Hallar el dominio y recorrido de las siguientes funciones:

1. f(z) =vz—1
2. f(z) =22

3. f(z) =V9—a?
4 fla) =g

5. f(x) ="l

6. flx)=v1—=z
7. f(z) =4 — 22

8. f(z)=+V25—122
9. flz) =z =2
10. f(z)=+v22—4

3.1.2 Cocientes Polinémicos, Conjugados y Trigonométricos
Problema 93 Calcular los siguientes limites:

2 —1

1. lim
z—-1 x4+ 1

222 —x —
2 lim 22" —x—3
z——1 x+1

55



o6

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

sen xr

z—0 bx

1 _ o
lim (1 —cosz)
z—0 T

secx — 1

17. lim

18.

19.

20.

z—0 xIsecx

. cosxztanx
lim ——

x—0 x

sen2m

lim

z—0 X

lim x secx
T—T
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. cosx
21. lim
z—Z% cotx

929, 1 —tanz

im ———— %
r—% SeNT — COS T

. 2t
23. lim o

=0 12 (Ayuda: (&M)Q _ seth)

t 12

sen 3t

24. lim

t—0

- (Ayuda; =2 = 3(52))

2t
95, lim o

(Ayuda: Sen2t — 2 sen2t 3
t—0 sen 3t

sen 3t 3 2t sen 3t

tanZx

26. lim
x—0 T

_ 2
97 i (L= C08R)”
h—0 h

Problema 94 Calcular los limites siguientes:

2r —1
11m
2=00 31 + 2

1.

: 5% + 1
o lm —_—— =
z—oo 1023 — 322 + 7
x

2,10 — 11

2z 3
9. li
R S N
2 2
10. lim (— 32

11, lim (@ + /22 +3)

)

57
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12. lim (22 — V422 + 1)

r—00

13. lim (z — V2?2 + )

r—00

14. lim (3z 4+ V922 — z)

r—00

15. lim ——o

T—00 /2 — g

X
11m —F——-
=00 /g2 41
. 2¢ +1
W T
—3z+1
18. lim ——
T—00 \/p2 4 g

2 _

19. lim — %

=00 \/xt + 1z

2z
20. lim ———
z—00 \/A4x2 41

sen 2x

16.

21. lim

T—00 T

1

22, lim ———
z—00 2 + senx

23. lim sen—
T—00 T

1
24. lim x tan —
T—00 €T

3.1.3 Regla de L’Hopital

Problema 95 Calcular por la regla de L’Hopital los limites de las siguientes
funciones:

2 _
] m & —%=2
=2 xr—2
9 2 —r—2
r——1 l’+1
oA —x2 =2
3. lim
x—0 x
V4 — 2
4. lim —



3.1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

LIMITES

. x> +22+3
lim
T—00 rz—1

. a?

lim —
r—o00 e

lim z%lnz
z—0t
1 1

lim(— — —2)

alcl—>m2(x2—4 224
T
T—00 /g2 4 1
) 3 2
lim (— —
z—1+t'lnxr x—1
lim 2'/®
z—0*
lim (e* 4 z)'/*
z—0t
lim 2/*
r— 00
1 X
lim (14 —)

59
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24. lim (1 + z)Y/*

r—00

95. lim

T—T x — T

sen 2x

26. lim
z—0 sen 3z

27 1i sen axr

m
x—0 sen bx

28. lin% T COSeC T

r—

29. lim z2 cot

x—0

1
30. lim (zsen—)
£—00 T

1
31. lim (z tan —)

T—00 T

. arcsen x

32. lim —
rx—0 €T

. arctanx — 7
33. lim —=
z—1 r—1

3.1.4 Varios

Problema 96 Calcular los siguientes limites:

1.
1 3z
lim <1 + >
r—>00 15%%
Solucion:
1 3z \
T
. 1 3r 3
Luego:
3z 3
lim (1 + ) = e3
r—>00 €T
2.
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Solucion:

3 2
) <x2+2) * 6
lim 5 =e
r—>00 €T

Problema 97 Calcular los siguientes limites:

1.
Tx
LU (1 + 3)
Solucion:
1 Tz g
. \ Sy
xhinoo<1+%) =[~]=e¢
. 1 Tr 7
A:xhﬂloo”(”g,x_l) =, s T3
Luego:
1 Tx
lim (1 + ) — e3
r——00 3x
2.
2 +3 o
z—o0 \ 22 + 1
Solucion:
. 2 +3 o . A
mh_r>rloo<x2+1 _[1 ]:e
2 2
_ 1 oy 7+ 3 B . 10x=
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. ey | 2
lim | ——
z—oo \ 27241

Solucion:

. 2 —r+1 = 1\
lim ( ———— = =0
T—00 212 +1 2

Problema 98 Calcular:
1.

Solucion:

3—Vat+5 9 — (22 +5)
z+2)(3+ Va2 +5)

lim 4 —a° - 2-z)(2+x)
e—=2(z+2)3+ Va2 +5) *—-2(x+2)(3+Vz2+5)

lim = lim
T——2 x4+ 2 T——2 (

(
I 2—x 2
m ——— = =
t—-234+ 22 +5 3
Problema 99 Calcular:
1.

2

, <3x2+2x— 1>x
lim —
T—00 x4+ 1

2
. 302 + 22 —1\" .
xh_f,noo<$z+1> =[3%] =00

Solucion:

) <x3 + 2z — 1)29&
lim ([ ——s—"—
z—oo | 3z3 -1

p (@21 2 {(1)00} .
11m —_— et =
e\ T3 1 3

Solucion:
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3.
$3 _1 2z
z—o0 \ a3 +1
Solucién: )
3 _ 1 z
lim <x3 =[1®]=e*=¢?
z—o0 \ 7° + 1
3 3
-1 —4
A= lim 223 (S —1) = ==
r—00 3+ 1 o—00 g3 4 1
4.

Solucion:

[V

1 8x
lim (1—1—6> =[1®]=¢=e¢

T—00 €T

1 4
A= lim 8:0(1—1——1): lim 8£:,
Tr—>00 6x

T—00 O 3
Problema 100 Calcular

. Vz2—-9—-14
lim ———— =~

r—5 r—>5
Solucion:
VA S9-4 . (VP S0-4)(E=0+4)
lim ——— = lim
z—5 z—5 z—5 (x —5) (Va2 —9+4)
(Va2 —9)2 —4*> 2 — 25

s (z—5)(VaZ—9+4) R (z—5)(Va2 —9+4)
(x —5)(z+5) 10 \/x2—9—4_

— lim

lim =
e—5 (r —5)(V22 —9+4) V16+4  =—5 x5

Problema 101 Calcular los siguientes limites:

1.
Tx
lim (1 + 1)
T—00 3x

Solucion:

63
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Luego:

Solucion:

Solucion:

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

o () )
0o \ 222 1 1 ~\2) |~

Problema 102 Calcular los siguientes limites:

Calcular:

Solucion:

T+5

. 4—+z?2 -9
im —mMm—
r——5 r+5
2 -9 i 16 — (22 —9)
= 1m =
z—=5 (x +5)(4+ V2 —9)
25 — 22 (5—2)(5+ )

lim lim
r—=5(x+5) 4+ Va2 —-9) =—-5(x+5)4+vVz?-9)
= lim —mM8M = —
r—-=54++22-9 8

5—x 10 5
4
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Calcular
. Vz2—-9-14
lim
r—5 r—>5
Solucion:
. Va?-9-4 . (V22 —=9—-4)(V2Z —-9+4)
lim —— = lim =
r—5 r—25 x—5 (l’—5)(\/l’2 —9+4)
y (Va2 —9)* — 42 i 2?2 — 25
1m = 11m =
—5 (r —5) (Va2 —9+4) =—5(x—5)(vVa?2—-9+4)
_ (x —=5)(z+5) 10 . V12-9—-4 5
= lim = = lim —m——— = —
z—5 (x — 5)(Va? — 94 4) V16 +4 r—5 r—95 4
Calcular:
. 3—Vz?2+5
llm —m—M—
z——2 x+2
Solucion:
. 322 +5 , 9 — (22 +5)
lim ——— = lim =
e——2 T +2 r—=2 (4 2)(3+ V22 +5)
) 4 — z? . (2—1)(2+2)
= lim = lim =
r—=2(x+2)3+Va2+5) *—-2(x+2)3+VaZ+5)
I 2—x 2
= 11m =
t—-234++/z24+5 3
Calcular:
1.
<3x2 + 2x — 1)
li 5
r—00 z2+1
Solucion:
. 322422 —1 oo
2.
<x3 + 2z — 1>2I
lim
a—oo | 3z3 -1
Solucion:
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3.
) (3:3 — 1)%3
lim =
z—o0 \ 7° + 1
Solucion:
3 o 1 21’
m<x3 =19 =t =
z—00 \ 7> + 1
3 3
- T g2 —1 . —4x®
4.
1 8
lim (1 + )
r—00 6x
Solucion:
1 8x 9 \ 4
xh—>nloo(1+6x> _[1 ]:e = e3
. 1 8r 4
A—xhlloogf(”ﬁxl) =L 6 T3
5.
3
<4x3 + 2z — 1)
lim 3
T—=00 z° -1
Solucion: \
a3 + 22 — 1
T—00 0 —1
6.
1 23 —xr+1 b
z—oo \  3z3 42
Solucion: .
203 —x+1 v 2\ *®
1 S Y -0
z—o0 \  3z3 42 3
7.




3.1. LIMITES

Solucion:

3x2
. 21’2—1 00 A -3
xh;noo<2x2+1> =[1¥)=e'=e

r——00

202 —1 —622
A= lim 322 (22"~ 1) = lim —%  —
z—00 222 + 1

222 +1

Solucion:

1 bx
lim (1 + 3) =[1°] =t =3

T—00 €T
1 dx
. 1mOo 5z ( + 37 ) . 1mOO 37 3

Problema 103 Calcular los siguientes limites:

. 32 +z—1 3
1. hm —_—— = —
z—o0 2241 2

-3

67
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8. lim

r—>00

9. lim

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

(2x—1>2w_ o
2wr1) ~°©

x5—|—w4—3x2+4x—1_1

a—1 gt — a3 — 222+ +1 2

10. lim

3 — 22—

e——0 x4 — 322+

11. lim

r—3

12. lim ———= -

r—1

a:—\/x+6_

r—3

r—1

r—\2—z

Por L’Hopital:

13. lim

=" _0

r—00

14. lim

r—0

15. lim

er —cosx
sinx

2 —\/z

T —>00 2

16.

z—0

17. lim

r—>1

18. lim

r—2

19. lim

z—0

20. lim

z—0

.IIQ—I‘

er —1

=1

=1

=4

5

6
2
3

ot —2®+ 322 —4dz+1 3

-3 +3x—-3 4

T —\xr+2
xr— 2

sin?

xr2

1 —cosx

sinx

3

4

Problema 104 Calcular los siguientes limites

1. Iim

r—3

2. lim
r—4

Solucion:

a2t =323 — 222+ Tx — 3

3 — 222 —4x+3

2 —-7-3

r—4
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1.

2.

oozt =313 — 2224+ Tr -3
lim =2
r—3 1‘3—2$2—4$+3

lim 7932_7_3—%
x—s4 r—4 3

Problema 105 Calcular los siguientes limites

1.

10.

11.

12.

13.

14.

32 +z—1 =t
lim () .
a—oo \ 2241
9 x2/2
lim (ac —; 1) — ol/2
T —00 €T
225 4 3z — 1\ 1!
lim =0
T——00 525 + 1
lim <3x > =3
z—00 \ 3x + 2
z3 + 322 — 62 — 16 6

i =
x£2x4+2x3+x2+x—2 11

i =
el 33 + 222 —4x — 1

3at+ P — 222+ 2 —3 4
3

3zt 4 223 — 222

a:lE»lo 3+ a2+ —4
x> —1 5

im ——— = —

r—1224 -2 8

o V3z2-11-4 9

lIlm —4mM8M —— = —

r—3 Tz —3 4
V13 —22 -3 2

lim =—=

r—2 LL‘—2 3

lim rsinz _

x—01 — cosx

1_62:0

m - = -2
z—0 sinx

In(1 —sinz)

lim —% = -1
Faar) In(1 +sinz)
lim e’ —x —cosx _ 1

z—0 sin? z
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1
15. lim —— =1
z—lzx—1

16. lim ze® =00, lim ze* =0
T—>00 T—>—00

3.1.5 Selectividad
Problema 106 Calcular:

1.
i 22— 3x+2
im ——
-1 22— 22+ 1
2.

1\?%
r—>00 €T

3. Utilizando el cambio de variable In x = ¢, calcular

I /el—f—lnx + (Inz)?
1+1Inz)
Solucién:

1. Descomponiendo los polinomios segiin sus raices tendremos que x>

32+2=(z—2)(x—1)y2?—2r+ 1= (x — 1)% Sustituyendo:
22— 37 +2 (x —2)(x —1) x—2
lim ———— lim ————— 2 = i =
xirg_ 2 =22 +1 mﬂ— (33 - 1)2 zil}}— r—1 oo

2. Para solucionar este limite voy a emplear dos métodos:

(a)

Donde
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(b)
Jim (14 5) =4
ﬂElg}n@o In <1 + 2) =InA

lim xln( + ) InA
T—00 x2

1 In(1+ 2 0
lim zln<1+2): lim (m2>:{ ]
Tr—00 X Tr—>00 0
En esta condiciones podemos aplicar la Regla de L’Hoépital:

1 —2/a3
. In (1 + ?) : 1+1/€c2 . 2 2
lim ———+= lim —— = lim 71:—:0
z—>00 = z—o0 —1/x T—00 4 (1 + ?2) o0

Es decir, nA=0= A=1

3. Primero voy a solucionar la integral sin tener en cuenta los limites de
integracion y luego los aplicaremos.
La integral la vamos a resolver por sustitucién, haciendo Inz =t =
%dw = dt y sustituyendo tendremos:

dt =

/1+lnx2—|—(lnx)2 /1+21n:1:—|—(1nx)2 /1+2t+t2
€Tr = g _—
z(1+Inx) z(1+Inx) (1+1)

1 2 2 1 2
/< +t) dt:/(1+t)dt:t+t2—|—0:lnx+(n;)+C

14+t
:lne+(h12e) <1 1+(1n1) >_1+1:3

(Inz)2]°
2 . 2 2 2

I =|lnz+

Problema 107 1. Calcular:

. er —1
lim —
z—0cosx — 1

Solucion:
e 1 0 . 2x- e’ 0 . 2¢7° + 422 - e’
im —— = |=| = lim - = |=| = lim =
z—0cosx — 1 0 z—0 —sinx 0 x—0 —cosz

= —2.
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2. Determina el valor de a para que

) <x+3>ax
lim =e

T—00 T

Solucion:

3 axr 3 axr
lim (3” ) = lim <1+> = [1°] = &*
x

T—00 T T—00

A= lim ax($+3—1>: lim aa:<3):3a

T—00 T T—00 T

Como)\:1:>3a:1:a:%.

3. Calcular utilizando el cambio de variable adecuado :

/(1—1;552)2613;

Solucién:
Hacemos u = 1 — 22?2 = du = —4x-dx —> %ﬁ = z-dx y sustituimos:
T 1 [ du 1 w2t 1 1
761 = — — _— = —— Czi 027
/ (1 —222)2 “ 4/u2 4 —2—1—1+ 4u+ 4(1 — 222)
+C

Problema 108 Calcular por la regla de L’Hopital

1. lim L Cos®
z—0 e% —1

Solucion:

. 1 —cosx 0 . sinx 0
lim ———— = |—-| = lim =-=0
z—0 e% —1 0 z—0 e~% 1
. 2
9 lim 1—cosx+x
z—0 212
Solucion:
. 1—cosa:+:z:2_ 0 o sin:c+2x_ 0 o cosx+2_
mino 2x2 o 0 7:p£>n0 4x o 0 7x£>n0 4 o
_3
4

Problema 109 Calcular:
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Solucion:

. 3—Va2+5 _ 9 — (2% +5)
lim — = lim
e—-2  r+2 e—=2(x +2)(3 + V2 +5)
) 4 — 22 ) 2—-2)2+x)
lim = lim =
v—=2(z+2)3+ Va2 +5) +—=2(x+2)3+Va2+5)
2—x 2

= lim ———
r——2

(
3+vr2+5 3

Solucion:
Solucion:

Solucion:

Problema 110 Calcular:
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1.
I sin? z
mino 4.7)2
Solucion:
sin? _ 1 . sinx sinzx _ 1
2 42 _493210 T x4
2.
cos?z —1
Iim ——
z—0 X
Solucion:
2r—1 -1
lim O E L g ST e 1) =0
r—0 €T r—0 x
Problema 111 Calcular
. voe+1
1. lim
T —>00 et
Solucion:
_1
. Nr+1 %(Vw+1> : : 1
lim = lim —%— = lim ———— =0
T—00 er T—00 et T—00 QeT\/x + 1

. 1 1
2. lim /—+1—4/—=1
T

x—0 xT
Solucion:

1 1
lim ¢/—+1~— \/ —-1=
x—0 x x

o V) (V)
T D)

T _ 3
m‘”¢%+1+¢f— Jm%¢ +1+¢ [m]

Observando el limite vemos que

lim

VA +1+\/

lim no tiene sentido

z—0" \/ _|_1+\/7_1
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Podemos concluir con que el limite no existe.

3. lim (sinx)®™"®
T—/2
Solucién:
LLamamos L = lim (sinz)™% = 1InL = lim In(sinz)"™"®
z—7/2 x—7/2

. . . . . In(sinx

lim In(sinz)"?® = lim tanzln(sinz) = lim ¥ =
T—/2 T— /2 T— /2 o

) e _ cos x tan® ) cos® x tan® x

lim —2 = Jim — M = lim —— =
T—/2 —1/cos?z r—sm/2 — 28T z—s7/2 —tanzx

tan2 cos?
2 .

) cos“x-sinw ) )

lim ———— = lim (—cosz-sinz)=0
r—7/2 COos T r—7/2

Luego tenemos que nL = 0 = e = L = L = 1, es decir,
lim (sinz)™"* =1
z—7/2
Problema 112 Calcular los siguientes limites (donde ”In significa logarit-
mo neperiano).

. In(cos(3x))
b Tncos(22))

. VAt o —Vi-=z
2. lim

r—0 4z

Solucidn:
1.
—3sin(3z)
lim In(cos(3z)) _ {0] ~ lim cos(3a:) ~ lim —3s?n(3x) cos(2x)
z—0 In(cos(2z)) 0] «—0 —2sin(2z) 20 —2sin(2z) cos(3z)
cos(2z)
B {0} 3 lim 3cos(3x) cos(2z) — 2sin(3x)sin(2z) 3 3 9
- [0]  22—02cos(2x) cos(3x) — 3sin(2x)sin(3z) 2 2 4
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i Vitar—vi-a lim WVi+z—Vi-2)(Vi+z+Vid—x)
x—0 4z

z—0 dr(vVA+x+ V4 —2)

= lim dte—(4-2) =
e —0da(Vitz+Vi—-1)

2 1

o de(Vit s+ vA-x) 8
Problema 113 Calcular los siguientes limites

1.
hm (\/302—1—:6— \/56'2—.1‘)
2.
lim z {arctan (e*) — 72r]
Solucion:
1.
hm (\/x2+x—\/a:2—q:) = [00 — 00] =
(\/l‘2+58—\/l’2—$) (\/$2+SU+\/.T2—33)
li =
wlnoo \/.%'2+£L'—|—\/{I)2—JJ
2 2
(\/332 + x) — (\/332 — :1;) 9
lim lim =
T—>00 \/1‘2—|—$—|—\/£L‘2—IL‘

x—»oo\/xQ_‘_:U_{_\/ZEQ_I._

2:c
lim = =
v—00 Jatta 4 fatox 2
2.
t S Y 0
lim =z {arctan( ) — ﬂ] [0+ o] lim arctan (e*) — 5 [ }
lim 1+e? — 1 —z2e” o — lim —2re® — x2e” _
T/ _% z—o0 ] 4 e o0 T—00 2¢2
L —2a—a? 0 . —2-2z 00 )
lim —— —| = lim — —| = lim — =0
T 2e” e T—00 2e” o0 r——00 2T
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3.2 Derivadas

3.2.1 Derivada en un Punto

Problema 114 Calcular la derivada de la siguiente gréfica, asi como el
valor de ella en un punto.

1. f(z)=3(22°—4) enz=0

2. f(x) =28 enz=1

3. f()=522(x+3) enzx=1

4. f(x) = (2 -2+ 1)(2*-1) enz=1
5. f(x) = (2® —3x)(222 + 32 +5) enz =0
6. f(z)=(z—-1)(2?—-3x+2) enx=0
7. f(z) = (2° = 32)(%) enaz=-1

8. f(z) =% enz=2

3.2.2 Aplicacién de Métodos

Problema 115 Calcular las siguientes derivadas:

1. f(z) = 32=2

2. f(a:) — 3—2z—2a?

x2—1

3. f(.f) — 2343242

221
4. fla)=a*(1~ 2y)
5. flz) =2
6. f(z) = Vz(va +3)
. f@) = 2t
8. f(z) = (2% - 1)?
9. f(z) = (L3552)(2® + o + 1)
10. f(z) = (333)(22 - 5)

1. f(z)= (22 —2)(@? + D) (2®> +z+1)

12. f(z) = (32% + 4z)(x — 5)(x + 1)
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13. f(z) = zzi‘gz donde ¢ es una constante
14. f(z) = € =2 donde ¢ es una constante
15. f(z) =221

16. f(z) = 42

17. f(z) = 222
18. f(z) = 35
19. f(z) = =%

20. f(x) =352

w

2_
21. f(x) = L

Problema 116 Calcular las derivadas de las siguientes funciones trigonométricas

1. f(z) = x’senx

x 5secx + tanx

()
2. fla) =5
3. fla) = o=
4. f(x) = (x + 1)coszx
5. f(z) = —z +tanx
6. f(x) = + cotanx
7. f(x) = bz cosecx
8. fa) = 22
9. f(z) = —cosecx — senx
10. f(x) = zsenx + cosx
11. f(x) = 2%senz + 2z cosz — 2senx
12. f(z) =senzcosx
13, () = eomecs
14. f(x) = tanx cotan x
15. f(z) = 2?tanz
(z) =

16. f
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17. f(x) = ==

18. f(z) = 5

19. f(x) ===

20. f(x) =senz(senz + cosx)

3.2.3 Primera y Segunda Derivada

Problema 117 Calcular las derivadas primera y segunda de las siguientes
funciones:

f(x) =423/
9. f(:L‘) T +2x 1
3. f(z) =
4. f(z) = 3—2
5. f(x) =
6. f(z) =secx

3.2.4 Tangente y Normal a la Grafica de una Funcién

Problema 118 Halla la ecuacién de la recta tangente y normal a la grafica
de la funcién dada en el punto indicado:

1. f(z) =%y enel punto (2,2)

2. f(z) = (z—1)(®>—2) en el punto (0,2)

3. f(x) = (23 -3z +1)(z+2) en el punto (1,-3)
4. f(z) =21 enel punto (2,3)

5. f(x) =tanz en el punto (7, 1)

6. f(x) =secxz en el punto (3,2)
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.1‘2

-1
Problema 121 Sea la funcién f(x) = . Calcular la tangente y la
x

normal a su grafica en el punto z = 1.
Solucién:

Calculamos la tangente a su grafica en el punto x = 1:

2
="t =y =2

X

Calculamos el valor de la funcién en el punto = = 1:

f(1) =0.

La ecuacién de la tangente serd: y —0=2(x — 1) =2z —y—2=0

1
La ecuacién de la normal serd: y — 0 = —i(m -1)=2z+2y—1=0

Problema 122 Calcular la recta tangente y la recta normal a la funcién
f(x):%enmzl.

Solucién:

En = = 1 tenemos que el valor de la funcién vale f(1) = 1 = (zo,y0) =
(1,1) serd el punto de la curva por el que pasardn las rectas tangente y
normal. Para calcular las pendientes de estas rectas calculamos la primera
derivada:

, 6z(z +2) — 322 3z(x+4)
f (x) N 2 = 2
(x+2) (x +2)
Y ahora tendremos que m = f’(1) = 2 es la pendiente de la recta tangente

a la grafica en x = 1, teniendo en cuenta que la ecuacion punto pendiente
de una recta es y — yo = m(z — zp) tendremos que

)
y—lzg(w—l):>5x—3y—2:0

es la ecuacion de la recta tangente.
Para calcular la ecuacién de la recta normal tenemos que su pendiente es
! -1

m = - = —% por lo que su ecuacién la encontraremos de igual manera

que la tangente

3
y—lz—g(aj—l):>3x+5y—8:()
es la ecuacién de la recta normal.

Problema 123 Calcular la recta tangente y normal a la grafica en el punto
indicado:
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1. y=+v322—2 en el punto (3,5)
2. y=xvx?2+5 en el punto (2,6)
3. y =sen2z en el punto (m,0)

2

4. y =tanz® en el punto (3,1)

Problema 124 Calcular la recta tangente y normal a la funcién

2
-1
f(z) = % en el punto x = 2.

Solucion:

a=2, b=f(2)=1, y—b=m(z—a)

2
, z°+ 6z +4 , 4
= - = f(2) = =
@) =3y f'@)=;
La recta tangente es y — 1 = g(x—Q).
5
La recta normal esy—lz—z(x—Q).

3.2.5 Varias
Problema 125 Calcular las siguientes derivadas:
l.y=vaz? -1
2. y = cos 37“”
3. y = cosec’x
4. y = (6x — 5)*
5. y = tan(mx + 1)

6. y= ——

y= Va+1
7.y=(2x-7)3

10. y=3

11 y=-L5
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Y= 2531
y = (355)°
R
Y= 7o
y:(x2}3x)2
y=a*(z—2)*
y =x(3z —9)3
y=+v1—z
y=+v3—2z
y=+va?+2z—1
y = V323 + dx
y=+vr—-2xr+1
y=2V4—2a?
y=—3v2—9x
y=(9-2%)3
y:(9$+2)§
V= ars

Y= le_g
y:3x§—1
Y= Ve
V=T

Y= 373
y="%4

Y= 3555

y =27

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS
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37. y:\%

_ 3z2
38. y= Vr242z—1

39. y=x(2—1x)?

40. y= /=

41, y = —2(2—?\/1+x

42, y=r—1++x+1

Problema 126 Calcular la primera y segunda derivada de las siguientes
funciones:

1. f(z) =2(z* —1)?
2. [(@) = 35
3. f(z) = senz?

4. flx) ==HL

T

Problema 127 Calcular la derivada de las siguientes funciones trigonométricas:

1. y =cos 3z
2. y =sen2x
3. y=3tandx
4. y=2cos3

5. Yy =senmr

6. y = secx?

7. y= %sen2 2x
8. y = Hcos T2

sen (2x)?

N

9. y
10. y
11. y = y/senx

12. y = cosec’x

5 cos(mz)?

13. y = tan(nz — 3)
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14. y = cotan (§ + 7)
15. y = wsen%
16. y = l’QSGH%

17. y = sec 2z

18. y = cosxx+1

Problema 128 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

1.
21
f) ==
2.
fx) = a® - In(a® +1)
3.
fla) = Va?r -1
4.
f(l‘) esinx
Solucién:
1.
fl@) = :c22; L = 2 QfE(;x?)(Qx? -1 23:;; 2 _ x;;1
2.
fl@) =2 I(=*+1) =
f'(@) =2z - In(2® + 1) +a? - g;22j— [ =2z In(z? +1) + xZQQfl
3.
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sin x

f(x) =M = f'(x) = cosz - e

Problema 129 Calcular las siguientes derivadas

e2r 4 g2
L fla) = 8
sin x
Solucion:
2e2% 4+ 927) sinx — (€2 + 22 cos
flay = 2 2 — (¢ 4 0)
sin”® x
NZ3
2. =
f(z) = arctan (x —
Solucion:
PR~ E—
1+ (g) (2vz) (1 + (m_wl)Q)
_ (x —1)2
o 2Vz((w—1)2+x)

3. f(z) = (2% — 1) sin(z?)
Solucién:
f'(z) = 2wsina? — 22(2% — 1) cos 2% = 2z (sin 2% — (22 — 1) cos 2?)

Problema 130 Calcular las siguientes derivadas:

1 _ =2
'y_acQ—l-:L'—l

2. y=Inz-cos(x? — 1)

> —x+1

3.y=1
YEE T
4. y = log;(sinx)

5 T CoST

.y=e

6. y= 5cos(m2—1)
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7. y = arcsin(z? — 1)

-1
8. y = arccos (I )

T

9. y = arctan(In x)
10. y = €% - sin(2® — 1)
Problema 131 Calcular las siguientes derivadas
1y =3"""1 -sin(z + 1)
2. y = arcsin(e”)
3. y = arccos(5%° 1)
4. y= (22 - 1)(2x + 1)
5. y=a3lnzx

6. y= /(20 —1)2

1
T.y=—+
W
-1
8. y= v
x
9. y = logge* !
1
10. y =
O p |

Problema 132 Calcular las siguientes derivadas:

2
x“—1
1. y=1
4 n<m+2>

2. y:e”"j_m_1
222 +1
3.y — x° +
r—1

4. y= (22 +1)(z —1)

Solucion:

1. y=In vl =In(z? — 1) — In(z + 2)
Y= z+2 )

2z 1 2P4dz+1
2—-1 42 234+222—3-2

/

y:
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272 4+ 1
3y = z—1
,:4x(x—1)—(2x2+1):2302—430—1
(z—1)? (z—1)?

4. y= (2> + 1)(z —1)
Y =2x(x—1)+ (2?2 +1) =322 -2z +1
Problema 133 Calcular las siguientes derivadas:

sinx
= arct 2_1) byy=¢€® -1 = e—
a) y = arctan(x ) b)y=e(cosz—1) c)y n(ac2+1>
d)yzesinxfl e)y: r2 —1

Solucion:

2
a)y =

1+ (22 -1)2

b) v = e"(cosx — 1) — e"sinz

o) ,_ cosx 2x
Y= sng  2+1
d) v = cos wesne—!
x
/
e)y = ———
)y o

Problema 134 Dadas las funciones f(z) = V22 + z + 1y g(z) = In(z+8),
escribir la funcién g o f y calcular su derivada.

Solucion:

u=gof(z)=g(f(z)) =g(Va2+z+1) =In (V2 + 2 +1+8)

, @2 r+1) P2 41) 2z + 1
Vaz+x+1+8 32 +ax+1)+24(2? + 2+ 1)?

Problema 135 Calcular las funciones derivadas de las siguientes:
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223
1. =
/() CoS &
Solucién:
, 622 cosw — 223(—sinz)  22%(3cosx + xsinx)
f ((L‘) = 2 - 2
cos? cos?
2. g(z) = %1n(5x)
Solucién:
2 5 2
/ —_ — e — = —
90 =3 5% "5

Solucién: 1 4
B (z) = 3 35 = 5 e’

z—3

Problema 136 Dada la curva de ecuacién y = —x2+ 26z, calculese la recta
tangente a la misma que sea paralela a la recta de ecuacién y = —=x.

Solucion:

La recta y = —z tiene de pendiente m = —1. La recta tangente a la funcién
tiene que tener esta pendiente que, como sabemos, se obtiene a partir de la
primera derivada.

27 675

27 675
La recta pedida pasa por el punto (2, v
aplicando la ecuacién de la recta punto pendiente y — y; = m(x — x;) ten-
emos que

> y tiene de pendiente m = —1,

(o T iy T
- 2 Y=

Problema 137 Dada la funcién f(z) = 1 — 22, se pide:

1. Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto
P(a, f(a)), donde 0 < a < 1.

2. Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el apartado
anterior corta a los ejes vertical y horizontal respectivamente.
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3. Determinar el valor de a € (0, 1) para el cual la distancia entre el punto
Ay el punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre el punto B y
el punto P(a, f(a)).

Solucion:

1. Tenemos que calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto
(a, f(a)) = (a,1 — a?). Calculamos la pendiente de esta recta
fl(z) =22 = m= f'(a) = —2a
La ecuacion de la recta buscada sera

y—(1—-a* =—2a(r—a) = 2ax+y— (1+a*) =0

2. Corte con el eje OY: Hacemos x = 0 = y = 1+a? = A(0,1+a?)

1-a®> a*+1
Corte con el eje OX: Hacemos y=0=—= 2z =a+ 2a :a2—|— .
a a

211
Luego el punto buscado es B (a 2+ ,01.
a

d(A,P)=/(a—0)2+ (1 —a? — (1 +a?))? = aV/1 + da?

d(B,P) = \/(a— <a+ 1;aa2>>2+(1—a2—0)2 =

1 — a?)? 1+4a2 1-d?
\/( @) +(1-a2)?=(1-d% R f@
a

4a? 4a?

1— a2

14 4a2 =

d(A,P) =2d(B,P) = aV1+4a? =2
V2

1—a? 2 2 2
= = a°=1—-0a°" = 2a :1:>a:i7
a

a

Como a € (0,1) la solucién pedida es la positiva a =

5
3.3 Optimizacién

Problema 138 Calcula el drea méxima que puede tener un tridngulo rectangulo
tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 6 cm.

Solucion:
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Si los catetos valen x e y tendremos que el area del tridngulo viene dada
x .
por S = Ty’ pero sabemos que x +y = 6 = y = 6 — x. Sustituyendo la

z(6—x 6z — x°
segunda expresién en la primera tenemos que S(z) = ( ) = ,

funcién de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S'(x) =0, y al criterio de la segunda derivada:

S'(z)=3—-2=0=2=3

S"(x) = —1 < 0 luego en = = 3 tenemos un méximo y la solucién pedi-
9
da serfa = 3 e y = 3, con un &drea S(3) = B u?

Problema 139 Determina los puntos de la curva y? = 42 que estén a dis-
tancia minima del punto (4,0).

Solucién:
Un punto genérico de la grifica serfa de la forma (z,v/4z), y la distancia
13 L
Liinimo
d
1
d
Idindmo

de este punto al (4,0) sera:

d:\/(x—4)2+(\/zﬂ—0)2:\/m2+4x+16

Tendremos que calcular los minimos de esta funcion, y para ello calculamos
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la primera derivada.

4=t am 16200 —1) = — 227 g o
2 2V x? 4+ 4x + 16

Vamos a estudiar el signo de la derivada primera. Como el denominador es
siempre positivo, basta estudiar el numerador:
Siz <2= d < 0= decrece
Siz>2=— d >0= crece
Con ésto concluimos con que en la abcisa x = 2 tenemos un minimo, cal-
culamos ahora las ordenadas correspondientes sustituyendo en la funcion
y2 = 4z, y obtenemos: y = +VA4x = +/8 = +21/2.
Tenemos, por tanto, dos puntos que cumplen la condicién de minimo (2, —2\/5)

v (2,2v2).

Problema 140 Expresar el nimero 60 como suma de tres ”enteros posi-
tivos”de forma que el segundo sea el doble del primero y su producto sea
maximo. Determinar el valor de dicho producto.

Solucion:

Tenemos

{”“L?”ZZGO — 2 =60 — 3z

Yy =2z

El producto de los tres numeros es P(z) = z-y-z =z -2z - (60 — ) =
—623 4 12022, y este producto tiene que ser maximo.

r=0

182 +240=0= gz =%

P'(z) = —182% + 240z = 0 = {
3

Ahora tenemos que decidir el valor que corresponde a un méximo, para ello
recurrimos a la segunda derivada
P 26 010 P"(0) =240 >0
(z) = —36z +240 = P (42) = —240 <0
Luego cuando x = 0 tenemos un minimo, y cuando = — es un maximo.
Pero el problema nos dice sean ”enteros positivos”. Esto quiere decir que

tendremos que decidirnos entre los dos niimeros mas préximos a 3 que sean

0 . - -
enteros, tenemos 13 < 3 < 14, si sustituimos estos valores en la funcién

P(x) tendremos

P(13) =120 - 132 — 6 - 13% = 7098
P(14) =120 - 14% — 6 - 143 = 7056
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Los tres ntimeros buscados son z = 13, y = 26 y 2 = 60 — 3= = 21. El valor
del producto serd P(13) = 7098.

Problema 141 Un solar rectangular de 11250 m? se divide en tres zonas
rectangulares iguales (ver dibujo) para su venta. Se valla el borde del campo
y la separacién de las zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la
longitud de la valla utilizada sea minima.

Solucion:

La funcién que hay que minimizar serd L = 6x + 4y. Y sabemos que

11250 3750 15000
= = L(x) = 6x + ——
x

S=3x-y=11250 =y =
3z x
Para obtener los maximos y los minimos utilizamos la primera derivada

L(z) =0.

15000

L'(z) =6 - =0 = 62° — 15000 = 0 => z = 50, y = L(50) = 75

X

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que

30000

~ 30000
==

L//(x)

Luego = 50 es un minimo, y podemos concluir con que la parcela tiene
que tener de dimensiones 3x = 150 m e y = 75 m para utilizar la menor valla
posible.

Problema 142 Calcula el drea maxima que puede tener un tridngulo rectangulo
tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

Solucion:

Si los catetos valen x e y tendremos que el area del tridngulo viene dada
por S = %, pero sabemos que x +y = 4 = y = 4 — x. Sustituyendo la
(4 —z) Az —a?

segunda expresién en la primera tenemos que S(x) = 5 = 5
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funcién de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S'(x) =0, y al criterio de la segunda derivada:

S(z)=2—-2=0=2=2
S"(x) = —1 < 0 luego en z = 2 tenemos un méximo y la solucién pedi-
da serfa r = 2 e y = 2, con un area S(2) = 2 u?

Problema 143 Halla la longitud de los lados del tridngulo isdsceles de area
maxima cuyo perimetro sea 60 m.

Solucion:

Sea a la longitud de la base de este tridangulo isésceles y b la de los dos
lados iguales, sea h la altura sobre a de este tridngulo, que dividird a dicha
base en dos partes iguales, formando dos triangulos rectangulos con los la-

a .
dos b. Tendremos que el area viene dado por S = —5~» Dero por otra parte

2
a
tenemos que h = {/b% — <2> , que sustituyendo en la primera expresion, y

teniendo en cuenta a + 2b = 60 = a = 60 — 2b, quedaria

o b2—<;)2 ) (60—2b)-\/b2—<60;2b>2 )

2 2

(30 — b) - /b2 — (30 — b)* = (30 — b) - /b2 — (900 + b2 — 60b) =
S(b) = (30 = b) - V60b — 900
Derivamos e igualamos a cero esta derivada

S'(b) = —v/606 =900 + (30 — b) 60

2./606 — 900
/606 — 900 + (30 — b) - 30 _ = 60b — 900)2 + (30 — b) - 30
600 — 900 600 — 900
—(60b — 900) + (900 — 30b) _ —60b + 900 + 900 — 30b 1800 — 90b

+/60b — 900 v/60b — 900 v/60b — 900
1 —90b
S = 800 — 90 _
v/60b — 900
Para comprobar si se trata de un méximo recurrimos a la segunda derivada
y calculamos S”(20)

60
—90 - /600 — 900 — (1800 — 90b) - —————
S"(b) = ( ) 3 Jeoe—om _
(v/60b — 900)2

0=b=20, a=20
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—90(60b — 900) — 30(1800 — 90b) _ 5400b + 81000 — 54000 + 2700b)
(60b — 900)/2 (60b — 900)/2
§5) = 2700(1 — 10b)

(60b — 900)/2
Luego es un maximo.

— 5”"(20) = —-3v3 <0

Problema 144 Un ntmero més el cuadrado de otro nimero suman 48.
Hallar ambos niimeros para que su producto sea maximo.

Solucion:

Sean los niimeros x e y tenemos que P = x -y, y sabemos que z + y? =
48 = x = 48 — y2, sustituyendo en la primera funcién tenemos que
P(y) = y(48 — y*) = 48y — y3. Para calcular el mdximo calculamos la
primera derivada e igualamos a cero, P'(y) = 0.

Pl(y) = 48—3@/2 =0 = y2 =16 = y = 4, y = —4 con ambas ten-
emos que r = 32. Comprobamos si es maximo o minimo con la segunda
derivada.

=— cuando y = —4 tenemos un minimo,

P'(—4) =24
P'(4) = —-24
mientras que cuando y = 4 es maximo. La solucién buscada es, por tanto,
r=32ey =4

P'(z) = -6y = {

Problema 145 Se ha construido un gran depésito cilindrico de 817 m? de
volumen. La superficie lateral ha de ser construida con un material que
cuesta 30 euros/m?, y las dos bases con un material que cuesta 45 euros/m?.

1. Determina la relacién que hay entre el radio, r, de las bases circulares
y la altura, h, del cilindro, y da el coste, C(r), del material necesario
para construir este depdsito en funcién de r.

2. ;(Qué dimensiones (radio y altura) ha de tener el depésito para que
el coste de los materiales necesarios para construirlo sea el minimo
posible?.

3. ;Cual sera, en este caso, el coste del material?.
Solucién:
1. Sabemos que

81

V:7rr2.h:817rz>h:—2
r

4860

r

C(r)=2mrh-30 +2-7mr% 45 = 7 + 90772
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2. Para que este coste sea minimo calculamos su derivada e igualamos a

cero C'(r) = 0.

4860w

C'(r) = —— + 1807 = 0 => —4860 + 18077° = 0 =
T

P =2T=r=3m, h=9m
Calculamos la segunda derivada para comprobar si es un minimo.

48607 - 2r

C"(r) = = 4 180m = C(3) = 5407 > 0

Por tanto, en r = 3m, h = 9m, hay un minimo.

4860
3. El coste del material serd C(3) = 3 7 + 9073% = 24307 euros.

Problema 146 Determine los puntos de la curva y?> = 4z que estdn a dis-
tancia minima del punto (4,0).

Solucion:

La funcién es y? = 4r <= y = £2/x, un punto genérico de la curva
serfa (z,£24/x), cuya distancia al punto (4,0) sera la funcién

d(x) = /(@ — 42 + (£2v7 - 0)2 = /(2 — 4 + 42 = Va? — 42 + 16
Para minimizar esta funcién recurrimos a la primera derivada

-2

vVt —4r + 16

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada

12 3
d'(x) = — . )= Y2
(2 — 4z + 16)Vz? — 4z + 16 6

Luego se trata de un minimo.

Para 2 = 2 tenemos que y? = 4-2 = y = +21/2 luego los puntos buscados

son (2,2v/2) y (2, —2v/2).

Problema 147 A partir de una cartulina cuadrada de 60cm de lado se va a
construir caja de base cuadrada, sin tapa, a base de recortar cuatro cuadra-
dos iguales en las esquinas de la cartulina y doblando después de la manera
adecuada. Un observador indica que la caja de més capacidad se obtendra
si los cuadrados elimininados tienen 10c¢m de lado. Decidir si la observacion
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es correcta o no.
Solucion:

Sea x la longitud del lado del cuadrado recortado, esto quiere decir que,
la base de la caja es un cuadrado de lado 60 — 2z y la altura de la caja serd
x. El volumen de la caja serd

V(z) = (60 — 22)% - = (3600 + 422 — 240z)x = 42> — 24022 + 36002
Para que este volumen sea méaximo utilizamos la primera derivada
V'(z) = 122 — 480z + 3600 = 0 = = = 30, = = 10

Para comprobar cial de estos valores es el mdximo recurrimos a la segunda
derivada
V’(30) =240 > 0

" _ .
Viz) = 24z — 480 = { V(10) = —240 < 0

Luego cuando x = 30 el volumen es minimo, mientras que cuando x = 10 el
volumen es méaximo y, por tanto, la observacion es correcta.

Problema 148 Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados de modo
que: el perimetro de uno de ellos sea triple del perimetro de otro, se nece-
siten exactamente 1248 metros de valla para vallar los tres y la suma de las
areas de los tres campos sea la minima posible.

Solucion:

Si el lado del primer cuadrado es x su perimetro es 4zx.

El perimetro del segundo cuadrado serd 12z, y su lado 3z

El perimetro del tercer cuadrado serd 4y

La suma de los perimetros serd 4x + 122 + 4y = 1248 — y = 312 — 4z El
rea del primer cuadrado es x>

El 4rea del segundo cuadrado es 922

El 4rea del tercer cuadrado es y? = (312 — 4x)?

La funciéon suma de areas que hay que minimizar sera

S(x) = 2% 4 922 + (312 — 4x)? = 262 — 24962 + 97344
Para calcular el minimo derivamos
S'(z) = 52w — 2496 = 0 = x = 48

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada S”(x) =
52 > 0 = minimo.
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Las dimensiones de los campos son:

El primer campo tiene de lado 48m
El segundo campo tiene de lado 144m
El tercer campo tiene de lado 120m

Problema 149 Calcular la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro
8 y area maxima.

Solucién:
llI."
b
/ \
'
llln'
F / \."
h \
2l X2 \
J Y
22
S=—>; z+4+2y=8; h= yQ—Z
2 _ z?
/Yy — &
S(x) = 5 L —avi—z
8 — 3z 8
S(2)= ——==0=12=—
@)= i T3
—88 + 21 8 33
S//( )_ + 21x : s ):_\[<0
16(4 —z)v4d — =z 3 4
(. : 8
Luego se trata de un méaximo. Si x = 3 — Yy = 3 y, por tanto se trata de

43
3

un tridngulo equildtero. Su altura sera: h =
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3.4 Dominio y Recorrido

Problema 150 1. Encuentra el dominio de la funcion

-3
f@) = —— 77—
(x+2)Ve+1
Solucién:
Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serr+1>0 = x> —1.
Por otra parte los Unicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serian x +2 =0 = = = —2, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +1 =0 = x = —1, luego eliminando el valor z = —1
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—1,+00)

2. Si f(z) = a® =3y g(x) = |a] caleular (f 0 g)(x) ¥ (g0 f)(x)
Solucion:
(fog)(z) = fg(x)) = f(|z[) = [z]> =3
(g0 f)(z) =g(f(x)) 5 —-3)) = |2® - 3|

I
)
—~

8

3. Sea f(z) = -%: en el dominio D = (—1, 4+00), calcular f~1(z)

Solucion: o
fx) = ;7 = @+ 1f(x) =2 = zf(2)+ flz) = v =
ef(x) —w=—fz) = 2(f(x)~1) = —fz) = z= 712 En
conclusion:

@)=

Problema 151 1. Encuentra el dominio de la funcién
r—4

IO =G Ve

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serr+2>0 — x> —2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serfan x4+ 3 =0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +2 =0 = x = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2,+00)

2. Si f(z) = 2% — 2y g(a) = |a| caleular (f 0 g)(x) y (g f)(2)
Solucion:

(fog)(@) = flg(x)) = f(lz]) = |o]* -2 =27 -2
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(9o f)(x) =g(f(x)) = g(z* = 2)) = [2* - 2|

3. Sea f(z) = 2% en el dominio D = (—1,400), calcular f~!(x)

Solucion: i
f(z) = f—fl = (z+1)f(z) =2z = zf(zx)+ f(z) =22 =

pf(@) =20 = —f(2) = 2(f(2) —2) = —f(x) = == ;5%
En conclusién:

Problema 152 .

1. Encuentra el dominio de la funcién

(r—4)Vz+2

flw) = z+3

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serr+2>0 — x> —2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cion serian z +3 = 0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +2 =0 = x = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2,+o0)

2. Si f(z) =2 =2y g(z) = /& caleular (f 0 g)(z) y (g0 f)(x)

Solucion:
(fog)(x) = flg(x) = (Vo) = (W)’ =2 =2 -2

(go f)z)=g(f(z) =g(z* —2)) = Va2 -2

3. Sea f(x) = 5,57 en el dominio D = (~1/2, +00), calcular )
Solucién:
flx) = T = e+ 1) f(z) =2 = 2zf(x)+ f(zx) =2 =
2uf(z) =2 =—f(z) = 22f(x)—1) = —flr) = z= 5L,
FEn conclusién:

Problema 153 Resolver

1. Encuentra el dominio de la funcién

(r —4)Vx+2

fla) = 20
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Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx+2>0 = x> —2.

Por otra parte los tnicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serian x +3 =0 = = = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +2 =0 = z = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2,+o0)

2. Si f(x) =a? -2y g(x) = Vz caleular (f o g)(z) y (g0 f)()

Solucion:
(fog)(z) = flg(x) = (Vo) = (Va)* =2 =2 -2
g(a? = 2)) = Va? — 2

(go f)(z) =g(f(2))

3. Sea f(z) = 5,57 en el dominio D = (—1/2, +00), calcular fH(z)

Solucion:
f@) =57 = Qe+ 1)f(z) =2 = 2zf(x)+ f(z) =12 =
20f(x) —a = —f(x) = o(2f(x) —1) = —f(z) — == AL
En conclusién:

f@) =5 = %

Problema 154 Resolver:

1. Encuentra el dominio de la funcién

(x+5)vVr —2

fla) = N

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serr—2>0 — x> 2.

Por otra parte el tinico valor que anula el denominador es x — 2 =
0 = x = 2, podemos concluir con que el dominio de la funcién sera:

(2, +0)
2. Si f(z) =2+ 1y g(x) = Vo — 1 calcular (fog)(z) y (g0 f)(z)
Solucién:

JWE—T) = (Va1 +l=z—1+1=2z
g@® +1) =VaZF1-T=4

(f o g)(x) = f(g(x))
(9o f)(x) =g(f(z))

3. Sea f(z) = 22 en el dominio D = (1, +00), calcular f~!(z)
Solucién:
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f@) = & = (@-1Df@) =3 = 2f(2) - f(2) = 30 —
vf(z) =3z = f(x) = a(f(2) —3) = f(2) = = =45 En

conclusion:

3.5 Continuidad y Derivabilidad (Teoremas)

Problema 155 1. Calcular
o Vz2—-7-3
lim —m—

z—4 r—4

Solucion:

Va2 =7 -3 (Va2 =7 = 3)(VxZ =7 +3)

lim —— = lim =

t—4 T —4 T—4 (x —4) (Va2 —T7+3)
(Va2 —17)% - 32 , 2~ 16

A (x —4) (Va2 =7 +3) A (x—4) (Va2 —7+3)
(z —4)(z +4) 8 Va?—T-3 4

= lim = — lim -
e—4 (z —4) (Va2 —T7+3) V9+3 e—4 x—4 3
2. Encuentra los valores de k para los que la funcién
2w —k2 si xz<l1
flz) = kx?2 si ox>1
Solucion:
Vamos a calcular los limites laterales:

es continua en todo R

lim f(z)= lim (22— k%) =2 — k?

r— 1~ r— 1~

lim f(z)= lim kz®=k

z—s1t jr—

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funcién que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor
dicho, en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademas el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

2-k'=k = K +k-2=0 = k=1 k=-2

Problema 156 1. Encuentra los valores de k para los que la funcién

2r —k* si owz<1 .
flz) = { I continua en todo R
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Solucion:
Vamos a calcular los limites laterales:

lim f(z)= lim (2z—k*) =2—k?

r—1— r—1—

. T 2

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funcién que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor
dicho, en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademads el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

2—k'=k = kK+k-2=0 = k=1 k= -2

. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

2 si < =2
x
—4+3 si —2<z< 0
f(z) = 2+ . o € enz=-2 yenz=0
) si T = 0
r+3 si z> 0
Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
lim  f(z)= lim 2=
T———2~ T——
x
x—1>H_12+ f(l‘) — 2 (2 + )
f(=2)=2
1 = 1 = f(-2)=2
i f()= lmf(x) = f(-2)
Luego la funcién es continua en el punto z = —2.

Ahora estudiamos en x = 0

lim f(z) = lim (;E + 3) =3

lim f(z) = lim (z+3)=3 =
F0)=5
dim f(x)= lim f(z) # £(0)

Luego la funcién no es continua en el punto = 0.



3.5. CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD (TEOREMAS) 103

Problema 157 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcion
f R — R dada por:

2?2 +3 si <0
flx)=<% ar+b si 0<x<2
x3—1 si x> 2
Solucién:
e Enx=0:
lir% f(z)=3
r—U™ —_ 3 4
lim f(z)=b = b = 3 para que [ sea continua en x = 0.
z—0t
e Enx =2:

=—> a = 2 para que f sea continua.

lir%if(x):2a+b:2a+3
lim f(z)=7

r—2+

en r = 2.
En conclusién, f es continua si a =2 y b= 3 en todo R.

Problema 158 Encuentra los valores de k para los que la funcion
20 —k? si x<1 .

f(z) = ke? si x> 1 es continua en todo R

Solucién:

Vamos a calcular los limites laterales:

lim f(z)= lim (2z — k%) =2 —k?

r—1— r— 1~

. . 2
Reflexionando un poco llegaremos a la soluciéon pedida. La funciéon que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor dicho,
en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea continua en
ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que ademaés el valor
de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos por tanto con que
basta igualar estos limites laterales para obtener los valores que buscamos:
2—-k*=k = kK*+k-2=0 = k=1 k= -2
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Problema 159 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

2 si < =2
x
—+3 si —2<z< 0
f(z) = 2+ o =r= enz=-2, yenz =0
5) si T = 0
r+3 si T > 0
Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
lim f(z)= lim 2=
r——27 rT——
x
li = 1 —+3)=2 =
x—1>r£12+ f(l‘) 1 2 (2 * )
f(=2)=2
lm f@)= lm f(z) = £(=2)
Luego la funcién es continua en el punto x = —2.

Ahora estudiamos en x = 0

. , x
IE%_ f(z) = xlino (2 + 3) =3
i f(@) = lm (2 +8)=3 =
f0)=5
i f(a)= Tm () £ (0

Luego la funcién no es continua en el punto x = 0.

Problema 160 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcién
f: R — R dada por:

z2+3 si z <0
flz)=2% arx+b si 0<z<2
-1 s > 2
Solucion:
e Enz=0:

= b = 3 para que [ sea continua en x = 0.



3.5. CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD (TEOREMAS) 105

e Enx =2:
xlin;f(:c)zZa—i—b:Qa—i-?) ‘
{ xinb flz) =7 = a = 2 para que [ sea continua.
en xr = 2.

En conclusién, f es continua si a =2 y b= 3 en todo R.

Problema 161 Calcular

1. Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcién f : R —

R dada por:
22 +2 si r< —1
f@)=13 az+b si -1<x<2
23+ 1 si > 2
Solucion:
e Enz=-1:
r——1— _ _ ) _
lim f(z)=—a+b —> —a+b = 3 para que f sea continua en x = 0.
r——11
e Enz=2:
r—2 B .
lim+ flx)=9 = 2a+0b = 9 para que f sea continua.
r—2

en r = 2.
Tenemos el sistema
—a+ b= 3 a=2
{ 2a+ b= 9 :>{ b=5
En conclusién, f es continua si a =2y b =5 en todo R.

Problema 162 Dada la funcién

3az?

—br+1 si <2
flx) =
azx® + ba? siox>2
Calcular los pardmetros a y b, de manera que la funcién f(z) sea continua

y derivable en = = 2.

Solucion:
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e Para que la funcién sea continua en z = 2:

2
—br+1=6a—-2b+1

lim f(z)= lim Sax

r—2~ T—

lim f(z)= lim2 ax® + bx? = 8a + 4b

r—2F

6a—2b+1=8a+4b=—=2a+6b—1=0

e Para que sea derivable:

F(a) = 3ar—b si x<2
T 3ax? 42z si x> 2

Para que sea derivable se tiene que cumplir que f/(2%) = f/(27):

6a—b=12a + 4b— 6a+5b =0

e Resolvemos el sistema:

% +6b —1=0 26

Problema 163 Dada la funcién

ar? —1

flz) = 2

axd +bx? —1 si z>2

+br+1 si <2

Calcular los parametros a y b, de manera que la funcién f(z) sea continua
y derivable en x = 2.

Solucion:

e Para que la funcién sea continua en = = 2:

21 4a +4b+1
lim f(z)= lim @@ +bx+1:u
T—2— T—2 2
>
lim f(z) = lim az® +b2? — 1 =8a +4b— 1
r—2t r—2
da+4b+1

5 =8a+4b—-1=12a+4b—-3=0
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e Para que sea derivable:

f’(w)— ar+b si <2
) 3ax?2+4+2bx si oz >2

Para que sea derivable se tiene que cumplir que f/(27) = f/(27):

2a+b=12a+4b = 10a+3b =0

e Resolvemos el sistema:

9
a=——
12 +4b —3=0 . 4
b= —
2

Problema 164 Dada la funcién
22 —br—1 si z<1
f(m)—{ axd3 —3z+b si x>1

Calcular a y b de manera que f(x) cumpla las condiciones del teorema del
valor medio.
Solucién:

e Para que f(z) sea continua:

lim f(z) = lim (2a2® —bz —1)=a—3+b

r—1— r—1

lim f(z) = liml(a:v3 —3z+b)=2a—b—-1

r—17+

Luego —a+2b—2=0
e Para que f(z) sea derivable:

, _ daxr —b si rz<1
f(x){3ax2—3 si o z>1

ffA)=4a-0b, ff(1T)=3a-3=a—-b+3=0
Como f(z) tiene que ser continua y derivable:

—a+2b—2=0 . a=—4
a—b+3=0 b

—1
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Problema 165 Dada la funcién

f(z) = 202 —ar+b si r<l1
) ax?—br+1 si x>1

Calcular a y b de manera que f(x) cumpla las condiciones del teorema del
valor medio.
Solucién:

e Para que f(z) sea continua:

lim f(x)= Iiml(QmQ—ax—i—b):Z—a—i-b

z—1— Tr—
lim f(z) = lim (a2® — bz +1)=a—b+1
r——1t r—1
Luego 2a —2b—1=0
e Para que f(z) sea derivable:

f’(m):{ dr —a si x<1

ar—b si x>1
ffA)y=4—a, ff(01T)=2a—b=3a—-b—-4=0

Como f(x) tiene que ser continua y derivable:

7

20 —2b—1=0 . 4
3a—b—4=0 5
4

Problema 166 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcién
f: R — R dada por:

2 +3 si <0
flx)=< ar+b si 0<2x<2
2 —1 si x> 2
Solucion:
e Enz=0:

Iir%_ f(z)=3
lim f(z)=b = b = 3 para que [ sea continua en x = 0.

z—0F
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e Enax=2:
lim f(z)=2a+b=2a+3
T—27 . .
lim+ flx)="17 = a = 2 para que f sea continua.
T—>2

en r = 2.
En conclusién, f es continua si a =2 y b= 3 en todo R.

Problema 167 Halla los valores de a y de b para que sea derivable y con-
tinua la funcién f: R — R dada por:

22 4+ar+b si <0
X

si >0
en el punto x = 0.
Solucion:

Tenemos que estudiar la continuidad, y para que f(x) sea continua en z = 0
tiene que cumplir

lim f(z)= lim f(x) = f(0)

r—0* z—0~

lim f(z)= lim0($2 +ar+b)=5b

r—0~

. (14w T
x%+f(x)_xlin07_xlino =1

f(0)=»b
Luego b=1

Si la funcién es derivable en z = 0, entonces es continua en ese punto.
Para que sea derivable debe de cumplirse que f/(07) = f/(07)

Para calcular f'(07) calculamos la derivada de la rama correspondiente y

sustituimos x = 0
fllz)=2z+a= f(07)=a

Para calcular f/(07) calculamos la derivada de esta rama empleamos limites,
hay que tener en cuenta que f(0) =b=1

In(14+h) 1

Pt = i JOEW IOy, B

h—0 h—0
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o -1 1—(1+h)
o Sl 4h 7 gy — T
h—0 h? o 2h o 2h(1+ h)

h -1 1

lim = i =
o2k £ 2h2 el 2 4 4h 2

1
Para que sea derivable f/(07) = f/(07) = a = ~3

1
Portantobzlyaz—i

3.6 Integrales

3.6.1 Sustitucion

Problema 168 Comprueba el valor de las siguientes integrales resolviéndolas
por sustitucién:

(522 +1)3

1. /(53;2 + 1)%(10z)dz = 3

+C

[\]

3 3/2
. /1:2«/3:3+1dx:2(x—|_1)+0

9
T
— /2
3./mdx— +14+C
1
4. /sechtaanc&z
2cos2x
3
5. /taansec2 xdx = tar; v +C
COS T 1
6./ ——dr = —— +C
sin® x sinz
2z +1)°
7. /(1+2x)42dx:(x—5i_)+0
2_14
8. /(x2—1)323:dx:(x4)+0
3_15
9. /$2(l’3—1)4d1':(x)+0
15
2 2_1 4
10. /x(1—2m2)3dm:—(x)+0
16
. 2_18
11. /x(m2—1)7dx=(xl(5)+0
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12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

/(:c3—1)2d$_3(1—w3)+c
2
/mdm‘—llvx 1+C
6x 3
/(1+x2)3dx__2(x2+1)2+0
, 2 4/3
/5a:€/1+a;2dx = 15(95;1) +C
_ a\7/2
/3 3)°2dx: —M—I—C
7
-3
17./7*d = -3V2z+3+C
53 x T+ 3+
/ 4x 4+ 6 v 1
(22 +3x4+7)3" (224 3z +7)2
/ z+1 1
(22 + 2z — 3)? 2(z2 4 2z — 3)

20.

21.

2

[\G)

23.

24.

25.

26.

27.

28.

X

2

1

4 3/2
/£3‘/$4+2d$:($—{_2)+0

+C

+C

4x3+6x2+4x+1

6
/1 do=——2 4
Vet v T T a1
1\3 1
x2 1
LA . . N .
/(1+m3)2 Y=y T
/ T J _2\/:63—|—1+C
V1+ a3 S 3
x x4 +1
/ ﬁjLz‘ldx 5 +C
/x+2x2 $:2x3/2(6x+5)+c
NS 15
2fdx—f+0
1 1

+C

111
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29, /—dx_@+c

30. /3x2 :——+c

2 2
~ /x +3x+7dx:2\/5(a: +5x+35)+0
NZ 5

/x5/2+5:v1/2 22 -5

32. de = —+C

x5/2 T

2,2
33. /x2<x—2)dx:M+C

3 1 x4 1
4 [y )= -2 4¢C
3 /<3+4x2 TE T wm

22%/2(15 —
35. /(9—x)\/§dx:x(55x)+c
2 _..3/2
36. /27rx(8 )y = T (147 ™) so
9 (22 —1)3
37. /(2;U—1) dsz—l-C
2 _1)\3
38. /x(a:2 —1)%dx = (:UGU +C
_ 213/2
39. /1:\/x—3d:c = 2($+2)(5$ 3) +C
. 3/2 _
40. /33\/2:U+ ldz = (22 + 1)15(3x D +C

2(1 — x)3/2(152% 4+ 12z + 8)

41./x2\/1—xdﬂv:— +C
105
20 — 1 2V + 3(2z — 15
42. z dr = z + 32z )+C
vVor+3 3
-1 \/2 — 1322+ 22— 13
B 2 i x — 1(3z* + 2z )+C
V2r—1 15
2 2)3/2(3522 — 6022 + 962 — 128
44./x3\/:v—|—2d$: (w +2)°/%(352 3159” + 0 )¢

45. dr=-2vVe+1—a+C

/ (z+ 1)—x\/m
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(z + 1)*3(4z — 3)
28
(x —1)v2zx+1

XT
. do — c
/\/2134-1 v 3 +

+C

46. /x\S/x+ ldx = 3

47

2(2 — )32 (z + 3)

5 +C

48. /(x—l— V2 —zdr = —

2
49. /sin2xdw = _(3052 * +C

COS 1‘2

+C

50. /xsinxzd:p = —

2

+C

51. /xcosxzdac = s1n2:1:

sin 6x

+C

52. /cos 6xdr =

2 (T _ i
./sec <2>dm—2tan<2)+0

2 (% _ i
./csc (2>dx— 2(30t<2>+0

1
55. /sec(l —z)tan(l — z)dx = Teosz —1) +C

5

w

)

=

cos4x

+C

56. /sin 2x cos 2xdr = —

57. +C

/ csc? xd tan? x
x pry
cot3 x 2

58. /csc 2z cot 2xzdxr = 3

sin 2x

59. /cot2 zdr = —(x +cotzx) + C

i 1
60. / L e = ——+C
COS“ X COS T

tan® x
5

61. /tan4xse(32 zrdr = +C

2(cot z)3/?

62. /\/cotxcsc2 rdr = — 3

+C
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3.6.2 Partes

Problema 169 Comprueba el valor de las siguientes integrales resolviéndolas
por partes:

29 — 1 2x
1./$62d:n:(x4)6+0

20% — 2z + 1)e**
/.’E2€2zd.’£:(x jf‘f‘ )e s

N

2

3. /xexzdac: %—FC

3

4. /xzex3daz = % +C

2 1 —2x
5. /xe_%da::—(m—i_ll)e+0
T _
6. e—mdx:—(xjtl)e r+C
Alnx — 1)zt
7. /m3ln$dfv:(n$16)x+0

Qo

Inz—1)z3
./x21nxdxzw+0

©

. /x?’exd:v = (2% — 32% + 62 — 6)e” + C

1/x
10. /e sdz = —c/* 4 C
T

2(z2 —1)In(z + 1) — z(x — 2)

1 +C

11. /mln(x + 1)dz =

1 1
1 / x(lnx)3dx " 2(lnx)? +c

13. /(lna:)2da: =z((Inz)*> —2Inz+2)+C
14. /In3xdaﬁ:x(lnx—3)+6’

2 3
15 /Unfﬂdx:ﬂnfv)w
T 3

I mz+ 1
1(3./“—23”czgg:—m+ +C
Z Z
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meZw e2x
17. dr = C
/ (2z 4 1)? . 42z + 1) +
3 e’
18. dx = C
/ @+ T oa@Ern T
_1)3/2
19. /x\/m—ldm: 2z 1)15(3x+2) +C
(z —1)%2(152% + 122 + 8)

20. /xzx/x—ldﬂs:2 +C

105

21. /(a;2 —1)e%de = e*(z® =22+ 1)+ C

In2 In2z + 1
22, / e = - Tl o
X X

23. /lnul:c =z(lnx—-1)+C

_ 20 -4V i2

Xr
24. d
/ NoEETa %

25. /xcosacd:c:cos:c+:vsinx+0
26. /wQCosavdx:2xcosx+(w2—2)sinx+0

27. /xsec2 zdr = In(cosz) + ztanz + C

2
28. /xsecxtanxd:r: v —ln(tan( w—i_ﬂ))—i-(}'
COS T 4

2z arcsin 2z + V1 — 4x2 Lo

29. /arcsin 2xdr =

2

2 i 21— 22 —

30. /arccos:cdx — Tarcsinz + 2\/795 T L
2 t —In(z?2+1
31. /arctanmdx: rarc an:zz n(z” + )—i-C
T T )

32. /arctan§ dxr = x arctan 5~ In(z? +4) +C
33. / ¢ sin g dy — 20T —500836)62”” L C

2sin 2 22)e*
34. /€$C082$d$:( Sin -f—gCOS T)e s
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in2x — 2 2
35. /xsin2xdxzsm m 4$COS x—{—C
2 : 2 /1 — 4
36. /xarcsina:de: :c arcs1nx2+ z +C

(sinz — cosz)e”

2

3z 2
38. /xzeg‘xdx _ ¢ (92 276x+2) +C

+C

37. /exsinxdx =

39. /x2cosxdm =2z cosx + (x2 —2)sinx 4+ C

40. /ln(l +2%)dx = 2arctanz + zIn(z? +1) — 22 + C

_on3/2
41, /2;1;\/233 M Gl 1)(?5 7 L o
_ 3/2
42. /x\/4—|—:1cda:: 203z —8)( +4) +C

/ 3 dw—<x2_8) z2+4
) VAt 2 T 3

43 +C

.N3/2
44. /1:\/4—x dr = —2(3$+8)1E54 ?) +C

3.6.3 Racionales

Problema 170 Comprueba el valor de las siguientes integrales:

1 1
1./ dr = —-1In
2 -1 2

r—1
r+1

./de:hl x
224+x—2 x+2
1 1 20 — 3
. _— = —1
/43:2—9‘&C 12"

2¢+ 3

r+1

4. ——dzx =1 3|+ C
/x2+4x+3 v =Infe+ 3|+

R

[\S]

R

w

R

5—x d$:31n\2x—1|—4ln|x+1]+0

2 222+ —1 2
322 —Tx — 2 1 4, 9 r—1
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(z—2)°

dz = In | = —=)_
v nar3(a:—|—2)

22+ 122+ 12
7/ +a:+ Lo

3 _ 2
8. /de—ln\(x—l)(:c+2)|+x2—a:—i—C

2 +x—2
273 —15z+5 , 1 (v —4)3 9
O T d@’—z<lnm+2x e
T+ 2 1, |(x—4)3
10. de = -1
0/:E2—4:Ex 9 T e

dx? + 22 — 1 1
11./%dm:ln]m3(m+l)\+*+0
2+ X x

2¢ — 3 1
12. | ———=de=——-+21 -1
/(33—1)2 v=——+ nle—1+C

13./(mfll)gdx:mn\x—l\—ﬂgj__f)z—i-f—i-?m—i-(?
14. 2:(;(;2xjgxl+ 3 dmz%ln (lef) 2($?’+1)+C
15. /:ng_ija;wdx:?)ln|x—3|—x3_$3
16./%dm:3lnm;1’ 2‘2:1;+;+0
17./§§;;dx:—1n :1:221‘—1—0
18. /x?)x_ldac:\égarctan <\g§(2$+1)> —%ln 93;—#_3:1;1 +C
19./%dwz?arctan(?‘x>+élnz;;‘—FC
20. /de:arctan(g)m+c
21./xdx:11n4x21 +C

1624 — 1 16 472 4+ 1
22. /:ngi;fi;—j_:%dx:;ln m +C
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23.

w

+C

22 +x+2 V2 V2 1
/ 2 )Ty

Z TP e = X2 arct - -
@2+ 2) x 5 arctan 219)

152

x3 1 9

+5 2
25./ vt dz = V2 arctan £-(:U—l) +hnjz+1/+C
3 —a?4+x+3 2

26. + C

22 +2x+3 V3 V3 1
/ AT

2T e = Y arct ——
262249 g e z2 + 3)

62 — 3z + 14 1 " )
27. /$3_2$2+4x_8d:c:2arctan(2>+ln[m +4|+4ln|z—-2|+C

z(2z —9) x+3
28. de=2Inje -2+ ——_ 4 C
/x3—6x2+12m—8 Hil i e PR

222 — 2z + 3 3 In |22 1
29. / i vt dz = —/3 arctan £ -2z +1) +M+
3 —z2—x—2 3 2

+Injz—2|+C
4 3 2
- 5z° — 9 3z — 6
30./ ror o dr = arctanx+2In |z —1|—-3n|z+1|+
-t —x+1
2
+ +C
z—1
3 2 +1
3. | —5———dz =1 C
/2a:2+5x+2 re x+2‘+
1 1 x—2
2. [ ——dzx=-1
’ /x2—4x 4nx+2’+0
33 / 1l g tanz+ L || 4 c
. | ———dx =arctanz + —In|——
z(xz? +1) T AT T
z—1 1 z+1
M., | ————dr=—-21 C
/:132(3:—|—1) - " ’+

35.

4 4 3_ .2 5 1
/93 AT =T 0T dr = 3arctan(z+1)—arctan x+In [z —1|+C

24t ad -2 -2

22—z 9
36. /7d:c:x—ln|x +z+1]+C
22+zx+1



3.6.

37.

38.

39.

40.

41.

INTEGRALES

i -1
/ sinx dr — —1In Ccos T ‘+C
cosz(cosz — 1) cos T
hacer el cambio u© = cos x.
i 1
[t | e
COS T + COs“ x CcCos T
hacer el cambio u = cos z.
e’ 1 e’ +1
der = -1 c
/(ew—1)(ex+4) r=Em ex+4‘+
hacer el cambio u = e*.
ev 1 1. |(e® —1)?
dr = —= arct T+ -In|————-"21|+C
/(62””4-1)(69”—1) v 2&1"C ane +4 1 e 41 +
hacer el cambio u = e*.
/ - SCos‘x de — In 1.—sin:c L C
sin“x +sinz — 2 sinz + 2

hacer el cambio © = sin z.

3.6.4 Trigonométricas

Problema 171 Comprueba el valor de las siguientes integrales:

1

2

1 1
) ——dx = - arcsin(3z) + C
/\/1—9m2 3 in(3z)

dx = arcsin z +C

== 2

1 1
3. / T a2 dx = = arctan(2z) + C

W

(=}

2

1 1
) /md:c:§arctan§+C

1
) ———— dx =arcsec(2z) + C
/x\/4az2 -1 v (22)

1 1 r—1
> - dx=- t
/4+(:c1)2 T 2arcam( 5 )+C
3

2

1
7./ S dr =~ e +1)+C

oo

2 +1 2

4 3
x*—1 x
} —dr = — —
/x2+1 T 3 z+C

119
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x = arcsin(x + 1) + C

1
9'/md

T 1 22
10. /deZSarctan<4> +C

11. /\/iiledx = %arcsin(a:Q) +C
12. / P Ti = dr = 4&1"(38603322 +C
13. /arctan:z: d — arctan® s

1+ 22 2
14. / 1) (i_ V2 _4dm = %arcsec x;l +C
15. % o = arcs;n% +C
16. % de = %(ﬂ' -arcsinx — arcsin®z) + C
17, /\/iﬁdx:—M+c
18. /1%32%: %ln|$2+1|+0

oF

19. /m dx = arcsin(e”) + C
20. \/% dx = arcsin <51r21x> +C
21. /94_(;_3)2 dr = éarctan (x3—3) +C
22. /;2111 dx = arctanx + %111(:52 +1)+C
23. / \/5?(11+5U) dr = 2arctan(y/z) + C

1 V3 V3(z —2)
24. /3—1—(:2—2)2 dr = 5 arctan (3) +C

25. / T g = — arctan(cosx) + C
1+ cos? z
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26

27.

28.

29.

30.

31

32

33

34

3

t

36.

37.

38

39

40.

41

42

-/
/
/
/
/
-/
-/
-/

/
/
-/
-/
/
-/
|/

2x 2x
e 1 e
m dr = Z arctan <2> + C

3

)+c

1
mdx:arctan(x—l)—i-c
1 1 z+3
————dx = - arct — C
2246z 413" 2arcan< 2 )+
2
ngs—i—li’) dx = 1n|z? 4+ 6z + 13| — 3arctan <$—2|—
2$_5 2
—————dr=In|z*+ 22+ 2| — Tarctan(z + 1) + C
2 4+ 20 +2
1 T+ 2
———— dx = arcsin <>+C’
vV—z? -4z 2

2 /

1
\/ﬁ dm = arcsin(x — 1) —+ C

r—1
———dr=Vz2 -2z +C
V2 -2z

2x — 3 -2
L — (w) — 2 Az — 22+ C

Vazr — 2?2 2
1
RSNy dx = arctan(vz? — 2x) + C
r—1)Va? -2z
x

xd + 222 + 2 2

€T d 1 . 22
—— dx = — arcsin
VO + 822 — 24 2 5

1
V—16x2 + 162 — 3 4

1
(x —1)vV92% — 18z + 5 2

1
dr = — arctan

1
dx = - arctan(z? + 1) + C

oy

1
dxr = = arcsin(4z — 2) + C

(\/9332 - 18z+5> LC

a:x— ! dx =2vx —1—2arctan(vz — 1) + C

Vo —2
$—|— 1 de = 2vV/x — 2 — 2v/3 arctan
T

(

V3r —6

2

)+

121
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43. /\/el’ —3dx = 2v/e* — 3 — 2v/3 arctan <3e3—9) +C

1
44. /WZQarctan\/E—FC

3.6.5 Aplicaciones de la Integral Definida
Calculo de areas

Problema 172 Comprueba el valor de las siguientes integrales:

1
1./2wd3::1
0
7
2./3dx:15
2
0 5

. /_1(x—2)dx:—§

w

Ne)

273 1
13

1
10. / (32° — 92+ 7)dx = —
0 4

2
11. / (521 + 5) dz = 36
1

3
12. / 23 dr =4,87+2,81 i
-3

1
13./ (T — 2) dw = —2,875 + 0,65 -
—1
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14. / \|—dx=1,172

-2 €T
15. / <x—2> dr = -2

-2 X

dr—2 2
16. der = -

/1 Y73

Ly — Vo 1
17. do = ——
7/0 3 TR

2
18. / (2 — z)v/z dr = 1,508
0
0
19./ (213 — 23y dx = 0,675 + 0,13 - i
-1

1 p— g2
20. ———dx = —28,56 + 49,46 - ¢
/_8 2\3/5 X , + 49, ?

4
ol | gr =2
/0\/21:—1—1 .

1 1
22. / zV1—22dx = =
0

3

1
23. / z(x? +1)*de =0
-1

2
24, / T dr=1
0 V1+2x2

2
25. / zv4+ 22 dx = 3,619
0

9 1 1
26. /1 mdwz§

1
27./ |z|dx =1
-1

3 9
28. / |22 — 3| de = =
0 2

4
29. / |2? — 4z + 3| dz = 4
0

1 1
30. / |23 dox = =
—1 2
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2 4

31. / (x —1DV2—axdr=—
1 15

/4 x 10
. - dr = —
0 V2xr+1 3

7
33. / v —3dr = %
3

32

34 x = 0,552

1 1
) . —
/0 Ve +Vr+1
7
35. / xv/r + 1dx = 43,18
0
6
36./ 22z + 2dx = 135,77
—2
5
37. / z2Vx — 1dz = 67,505
1

w/2
38. / sin2zxdx =1
0

w/2 2
39. /0 cos (3 ac) dr = 3;{3

w/2
40. / (x + cosx)dx = 0,819
w/3

2m/3
41. / sec? (x) dr = 1,464
w/2 2

w/2
42, / csc? ($> dr = 1,464
/3 2
/4

™

43. csc2zxcot2zdx = 0,5
/12

3

/8

1
44. sin 2x cos 2z = 3

S—

1

45. sec(l —z) tan(l —z) = 0,851

S—

/41 —sin? x

T
cos? z 4

46.

S—
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Problema 173 Calcular el area de las siguientes graficas en los intervalos
indicados:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1
y = 2 — 2° en el intervalo [0, 1]. Solucién: 6

2
.y = —2% 42z + 3 en el intervalo [~1,3]. Solucién: %

8
y =1— 2" en el intervalo [—1,1]. Solucién: 5

1 1
y = — en el intervalo [1,2]. Solucién: .
x 2

.y = V2x en el intervalo [0,4]. Solucién: 6.

y = (3 — x)y/x en el intervalo [0, 3]. Solucién: 4, 157.

x
y=cos en el intervalo [0, 7]. Solucién: 2.

y = x +sinx en el intervalo [0, 7]. Solucién: 6,935.

y = 2sinz + sin 2z en el intervalo [0, 7]. Solucién: 4.

y = sinx + cos 2z en el intervalo [0, 7]. Solucién: 2.

2
y =4 — % en el intervalo [~2,2]. Solucién: %

1
y =22 — 22 + 1 en el intervalo [0, 1]. Solucién: 3

8
y = V4 — 22 en el intervalo [0,2]. Solucién: 3
z? , 1 .
Yy = 5— en el intervalo |-, 2]. Solucién: 3.
x 2

y = x — 2/ en el intervalo [0, 4]. Solucién: —;

2
y = TP en el intervalo [0, 2]. Solucién: 3

y = sinz en el intervalo [0, 71]. Solucién: 2.

1 1
y = cosmx en el intervalo [0, 2} . Solucién: —.
0
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Problema 174 Calcular el drea de cada una de las regiones siguientes, en
los contornos indicados:

[\]

w

y=3z>+1entre =0, 2 =2, y=0. Solucién: 10.
28
y=1++/zentrex =0, v =4, y=0. Solucién: 3

y =3 + z entre = 2, y = 0. Solucién: 6.

9
.y = —x + 3z entre y = 0. Solucién: 3

Calculo de areas entre Funciones

Problema 175 Calcular el drea encerrada entre las siguientes gréficas:

1.

2.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

fx) =a* =6z, g(x) =0
fl@)=a*+22+1, g(z) =22 +5
flx) =2? — 4o +3, g(z) = 2>+ 22+ 3
f(x) =22, g(x) = 2°

f(z) =3(2® —z), g(x) =0
fl@)=(z=1)° g(z) =z -1

f(z) = 2* — 4z, g(z) =
f(z)=3~2x—2% g(z) =0

flx) =2® + 22 +1, g(z) =32 +3
fx)=—2*+4x+2, g(z) =z +2
fx) =2, 9(z) =2—=, h(z) =0



3.6.

18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

Calcular la longitud del arco de curva en el intervalo correspondiente:

1.

2.

INTEGRALES

1
fx)=—,g(x)=—-a2?+42—-2,2>0
x

flz)=3% g(x)=22+1

1 2
f(z)= 1+ 22 g(x) = )
flz) =2, gla) =seca, —— <z < =
3 3
f(x) =2sinz, g(z) = tanz, —g— <z< g
5
f(x) =sin2zx, g(z) = cosx, % <z< g

f(z)=2sinz +sin2z,y=0,0<z <7
f(z) =2sinz+cos2z,y=0,0<z<m7

f(x):xer,y:0,0S:USl

1 1/x
= = <z <
f@) =5 y=00<r<3
6x
f@) = y=00<w<3
4
f($)=*=$:07y217y24

2
y:§$3/2+17 T E [071]

y=a?-1, zel0,4]

127
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x? 1

Ly = — 1,2

3 y=g+ 2 ¢l
3 23

4.y:§x , ¢ €ll,8§
5
X

9. Yy=—+—= 1,2

y=15t g3 *€L2

1 X —T

6. y=5(" +e®), w02

Longitud de un arco de curva

Problema 176 Plantear la integral de la longitud de un arco de curva en
el intervalo correspondiente:

1
l.y=—, z€[l,3]
x

2. y=2% x€[0,1]

3.y=a’+x-2, xe[-21]

4.y x € [0,1]

-1
5. y=sinz, x € [0, 7]
6. y=1Inz, x€[l,5]

7. x=4—y% yel0,2

8. x=cosy, yE [—g,g]

9. z=¢Y ye|0,2]
a
10. = +/a? — y? 0,2
z=/a?—y? ye0,;]

Calculo de Volumenes

Problema 177 Calcular el volumen de rotacion al girar sobre el eje de
abcisas:

l.y=—z+1, z€[0,1]
2. y=4—2* z€]0,2]
3.y=V4—a? z€l0,2]

4. y=2a% x€]0,1]
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5. y=+w, z€[1,4]
6. y=v4—2a2 xel-272
7. y=2a? z€l0,1]

2

Problema 178 Calcular el volumen de rotacién al girar sobre el eje de or-
denadas:

1. y=2% z€(0,2]

2. y=V16— 22, z €0,4]
3. y=a*3 zel0,1]
4z =—y*+4y, ye[l,4]

Problema 179 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre el eje indicado:

l.y=+z, y=0, =4

(a) del eje =
(b) del eje y
(c) de larectaz =4
(d) delarecta z =6

3. y=2a? y=dz —2?

(a) del eje =
(b) de la rectay =6
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4. y=6—-20—2a2 y=x+6

(a) del eje
(b) de la recta y =3

Problema 180 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre la recta y = 4:

4. y=secz, y=0, 0<z <

Problema 181 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre la recta x = 6:

Problema 182 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre el eje x:
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50 y=¢e* y=0, =0 z=1
6. y:ez/z, y=0,x=0, =4

7. y=+vsinz, y=0, =0, z =

8. y=+/cosz, y=0, =0, z =

ST

3.6.6 Varias y de Selectividad
Problema 183

Calcular las siguientes integrales:

1
1. /ﬂdl'
2
2. /3$d:c
2r3 — 1
3. /emsinewdx
2
4. /idx
1+ 22
e dzx
/2:6263”3_1 dz
/:1:2952+1 dz
2
/ 24l
24+x—-1
222
9. ——d
/cosZ(x?’) \

10. /x\/x2 —1dz

&

=~

*®

Solucion:
2
1. /lnm dr = x) +C
322 1n(2x3 —1)
72x3_1dm—72 +C

3. /emsinefﬂdx = —cose’ +C
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2z 9
4. /1+x2d1‘:ln(l—i—a} )+ C

1
5. /1+ 2dﬂ::arctanx+0
x
2 z3—1
6. /2.1’26963_1(1%': 63 +C

2

$2+1 21'
7. | 22 der = — +C
In2

2 1

8. /dezln\mQ—i—x—l\—i—C
2+r—1

222 2 tan 3

9. | ——do=—"-—"-+C
/COSQ(.%'?’) N 3
2 1)3/2

10. /x\/xQ—ldxz(x(g)—l-C

Problema 184 Calcular las siguientes integrales

. 3 5
1. 23— ——_+°) d
/(x \/4m—8+:c) .

2. /1:(6932+ D2 dx
2x +3
3. | ————=d
/(:U2+3:U—1)5 >

52
4. d
/ 3+ 8 A

5. /(6x2 - 1)623”3_9” dz

(=}

' /53:2 sin(32° + 2) dx

[
C )1+ (a3 4 1)2

22
| = d
8 /cosz(a:3 +3) ’

Solucion:

3 5 zt 3
Lo (22° - ———=+ = =L 2 iz —8+51
/<x \/m+x> dx 5 ~gVir 8+ 5In|z|+C

dx
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622 +1)13
2. (6?1 1) de= D" 0
/x( z° 4+ 1) dx w6 T
2z +3 1
3. dr = C
/(:U2+3:U—1)5 v 4(3:2—|—3313—1)4+

B

52 5 3

5. /(6:B2 - 1)62x3_m dz = 2" ~" 4 C

(=)

)
. /5:62 sin(323 + 2) dox = —g cos(3z3 +2) + C

2

X 1 ,
. /14’(3334‘1)2 da::garctan(g; +1)+C

z? 1
. — = dr =<t 343)+
8 /c (% +3) T 3 an(z 3)+C

Problema 185 Calcular el area que encierran las graficas de las funciones
flz)y=222+2—1yg(x)=3z+3.

Solucion:

Primero buscamos los puntos de corte de ambas graficas, bastara igular-
las:

22+ —-1=32r+3=—=2’-2-2=0=2=2, z=-1

El area que encierran estas graficas estara comprendidad entre estos dos
puntos y serd [2, |f(z) — g(z)|dz. Calcularemos la diferencia entre las dos
funciones, después su integral definida, y el valor absoluto de este valor serd
el drea pedida

2 23
/ (222 — 22 — 4) dx = %—ﬁ—@; =9
—1

S=|-9 =9u
Problema 186 Calcular el area que encierran la grafica de la funcién

52

T =s

el eje de abcisas, la recta x = 0 y la recta x = 2.

Solucion:
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Primero tendremos que comprobar si la funcién corta al eje de abcisas en el
intervalo de integracién [0, 2], para ello hacemos f(z) = 0 = = = 0, luego
la gréafica de la funcién estd o por encima o por debajo del eje de abcisas en
todo el intervalo, por tanto, el drea sera

2 52 5 2 5
— _drx= SInl|z® 8}:12
/Ox3+8x glofe” +8] =gl

S = ‘ghﬂ’ = gln2 u?

Problema 187 Hallar todas las funciones f cuya derivada es:

4
foy Tt +x+1
fz) = 2+
indicando el dominio de definicion de éstas.
Solucion:

e Tenemos que calcular las primitivas de f’(x), como el polinomio del nu-
merador es de mayor grado que el del denominador, primero dividimos
los dos polinomios:

2t + 023 + 022 + 2 + 1 |22 +z
—z* — 23 z?—x+1
—23 4+ 022 2+ 1
+ad + 22
2 +z+1
—z? —x
1

Tenemos, por tanto, que calcular la siguiente integral:

i 1 1 d
/de:/<x2—x+l+ )dmz/(ﬂcQ—x—l—l)dx—i—/ -
2z 2+ 2+

x3 :U2+ +/ dzx
= — — — x -
3 2 x(x+1)

Tendremos que calcular esta ultima integral, lo haremos por descom-
posicién polinémica:

- A=1

1 A B Alx+1)+Bz A+B=0 A=1
z(z+1) z xz+1  z(x+1)

Luego tendremos:

/m4+x+1d x> $2+ +/<1 1 )d
el T 1 N
2+ 3 2 r x+1
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D de esta funcién seria: D = {z € R tales que

Para hallar esta region tenemos que estudiar el signo de

3 a;
3 2
3 a2
3 2
23 x2
3 2

vor [©

+ x4+ In(x

/w—i—l

) —In(zx+1)+

a:—i—ln( x )—I—C
z+1

e Ahora calculamos el dominio de estas funciones:
Como tenemos un logaritmo neperiano podremos decir que el dominio

>0
170y

+1

(_007_1) (_170) (0,—|—OO)
51gno x — - i
signo (x +1) - + +
s1gno wH + - +

En conclusién, tendremos que el dominio sera:

D=C

1)U

(0, +00

)]

135

C

# -1}

Problema 188 Calcular el drea del recinto limitado por las curvas y =
2?2 —1,y =11 -z y el eje OX. Dibujar el recinto.

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

y:x2—1
y=11—=x

El recinto pedido estard encerrado entre los puntos (1,0), (3,8)
Luego el area sera:

=>x2—1:11—m=>{

A:/lg(m2—l)dx—i-/;l(ll—m)dx:

r=3
r=—

y (11,0).
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1
Problema 189 Calcular / T dx
3+ 22 — 62

Solucion:

Descomponemos el denominador en factores
23 4+ 2% — 62 = x(x —2)(x +3)
Empleamos el método de descomposicion polinémica

z+1 A B C

B+a2—6r =z -2 z+3
A(x — 2)(z +3) + Bx(x + 3) + Cz(x — 2)
z(z —2)(z + 3)
r4+1=A(x—2)(x+3)+ Br(x+3) + Cx(x — 2)

Dando valores a 2 tenemos:

Siaczo:l:—GA:A:_%

3
Sia::2:>3:10B:>B:1—O

Six:—3:>—2:15C:>C:_135

Sustituyendo estos valores en la integral tenemos

z+1 ~1/6 3/10 / —2/15
T ge= [Py 212 20 gy =
/:L‘3+£L‘2—6£L‘ v / x x+/:v—2 T r+3 v
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1 3 2
:—éln]a:|+1—oln|x—2]—1—51n|x+3|+K

Problema 190 Calcula el area que tiene el inico recinto cerrado y limitado

6

por las gréficas de las funciones y = —22 +7 e y = — (ver dibujo).
x

Solucién:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

III:
L6
-4
2 R
2 \ 4
6 — 2?4 T=—-={ z2=2 = (2,3)
V=3 o r=-3 (=3,-2)

El recinto estd comprendido entre los puntos (1,6) y el (2,3).

2 3 14
A:/ (—:c2—|—7—6) da::[—:;+7x—6ln]a:|] = 5 —6ln2v’
1

r 1

Problema 191 La grafica de la curva y = xz cosz, cuando 0 < z < g, y el

eje OX limitan una superficie. Determinar el drea de esa superficie.

Solucion:

T
La funcién y = zcosx en el intervalo {0, 2} es positiva, luego el area



CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

138
L @.5 ]
o
i AT "_:’_ i
i I
/- i R 2
'--. A
L -@.5 i
que buscamos es
A= /2 T cosT dx
0
que vamos a resolver por partes
u=2x du = dx
dv = cosz dx v =-sinx

/xcosx d:x:arsinat—/sin:r dx = zsinx + cosxz + C

T
= - 12

Luego
A:/2xcosx dz = [rsinx + cosx]d 5
0

Problema 192 Calcular integrando por partes, el valor de:

2
/x2lnxd;r
1
Solucion:
1
du = — dx
u=Inzx T
dv = 22 dx 3
T
V= —
3
3 1 3 1
/m21nazdx:%lnx—/§a:2 dwz%lnx—gxg
Luego
2 3 1 2
/x21nxd:€: x—lnxffx?’ :§11127z
1 3 9 L 3 9
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Problema 193 Calcular el 4rea limitada por la pardbola y = v/2 22, la cir-
cunferencia 22 + y? = 1 y el eje OX (ver dibujo).

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

-0 7078, 7071) (2 7071, 0. 7071)
r'f !
4 ll"li
i 1
J\ }l

V2

_ 2 2
{z2+\/gx_ —2ui=1-2=

v V2

2

2 V2
Luego el punto buscado es (%, \/7_>
2 1
A:/ \/§$2d$+/\/§\/1—x2d:c
3 2
Calculamos las dos integrales independientemente.

2 BT
/ Vet de= V3. | =
0 31,

Para resolver la segunda integral hacemos un cambio de variable
r =sint = dx = cost dt

Los nuevos limites de integracién seran

2
Sixz%zsintﬁtz%
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Silezsint:t:g. Luego

1 3 3
_ 2 — _ ain2 _ 2 N
[@\/1 T dm—/ﬂ v/ 1 smtcostdt—/z cos“t dt =
2 4 4

3 14 cos2t 1 sin2t\12
5 [2( T H

[

>~ =

f
8

INE

i
El resultado final seré:

T 1 T 1
A= =" _
+8 8 12

4

| =

Problema 194 Sea f(z) una funcién derivable en (0, 1) y continua en [0, 1],

i
tal que f(1) =0y / 2z f'(x)dx = 1. Utilizar la férmula de integracién por
0
1
partes para hallar / f(z)dz.
0
Solucién:

Hacemos u = 2z y dv = f'(x)de = du = 2dx y v = f(z). Aplicando
la férmula de integracién por partes

/udv:uv—/vdu

/1 af'(x)de = 2z f ()]} — 2/1 flz)der =1=
0 0 0

/1 . 22 £( )] _1-2f() 1
0 0

3.7 Representaciones Graficas

2 2

3.7.1 Asintotas

Problema 195 Hallar, si existen, las asintotas verticales, horizontales y
oblicuas de las siguientes funciones:

_9:1:2+2
 3x+45

Solucion:
Verticales:
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De existir una asintota vertical en © = p se debera de cumplir que
lim f(x) = co. El punto p que buscarfamos seria tal que anularia el

I—>p
denominador: 3x +5=0=— z = _g
Tendremos:

922 + 2 27

23z 45 0

wlot

Luego tenemos una asintota vertical x = —

Nos podemos preguntar, el porqué hemos resuelto el limite si habiamos
escogido un x que anulaba el denominador. La explicacién es porque si
ese limite hubiera sido finito o no existiese, estariamos en la situacién
de que no habria asintota.

Horizontales:

De existir una asintota horizontal en z = ¢ se cumpliriaque lim f(z)=—c¢
r—>00

Calculemos este limite:

. 92?42 9+ % 9
hm = 1m 3 5:—:00

Podemos concluir con que no hay asintotas horizontales.
Oblicuas:

Para que la recta y = axz + b sea una asintota oblicua debe de ser
a= lim @yb: lim (f(x)— ax).
xr—>00 rT—>00

Calculemos estos coeficientes:

2
2
a — lim @: lim %7—1_:9_3
rT—00 z—o00 312 4 Hx 3
. . 922 +2 9
b=l (f(z) —ax) = lim (5=~ 2a) = =5
Existe una asintota oblicua, la recta: y = %x -5
2.
2
x
9@0) = 3750
Solucién:
Verticales:

Veamos si se anula el denominador:3 + 222 = 0 = 222 = -3 —
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2?2 = —% — T = \/—% y como no existen soluciones reales, al ser la

raiz cuadrada de un nimero negativo, no hay asintotas verticales.

Horizontales:

.T2

. 1
lim = —
=00 3 4 222 2

Luego existe una asintota horizontal en y = %
Oblicuas:

2
i 90y ”3

a =

m —— =
T—00 T r—00 31 + 223

Luego la funcién no tiene asintotas oblicuas.

3.7.2 Representaciones

Problema 196 Representar graficamente las siguientes funciones:

1.

flz) =23 —32°+3

2.
flo) = —5 (e ~ 3w +2)
3.
flx)=2—z—2°
4,
f(x) =2 +32% + 32 +2
5.
flz) =322 -9z +1
6.
f(@) = (z+1)(z - 2)(z - 5)
7.

f(@)=—2® + 32> + 91 — 2
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8.
fla) = S(z —1)° +2
9.
f(z) = 32 + 423
10.
f(z) = 32 — 62°
11.
f(z) = 2* — 423 + 162
12.
f(z) = z* — 823 + 1822 — 162 + 5
13
f(z) =2 — 423 + 162 — 16
14.
fl@)=a2"+1
15.
f(z) =2° -5z
16.
fla) = (z—1)
17.
flx) =22 = 3|
18.
f(z) = |2* — 6z + 5|
19.
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20.
x
21.
flx) =32%3 — 22
22.
flax) = 323 — 2
23.
x
) =
fle) z2+7
24.
4z
x _—_——
25.
: L.
f(x)zsm:v—ﬁsmiix 0<xz<2m
26.
1
f(x):cosx—icos%v 0<z<2m
27.
s v
=2 —t T T
f(x) =2z —tanx 5 <T <3
28.
f(z) =2z +cotx O0<z<m
29.
1
fa) = -
30.
2
1
fla) =
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31.
2
@)= 5
32.
x? — 6 + 12
flay = 0
33.
flz)=av4d—=z
34.
f(z)=2v4—2?
35.
T+2
fr) ==
36.
32
flx) =z + 2
37.
2+ 1
floy= 2
38.
23
flo) = e
39.
25
f(w) = 212 — 8
40.
20% — 52z +5
fo ==

Problema 197 Dada la funcién:

f(x) = —2® + 322 + 9z — 2

Calcular:
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1. Puntos de corte con los ejes.
2. Crecimiento y decrecimiento de la funcion.
3. Maximos y Minimos.

Solucion:

1. Para calcular los puntos de corte con el eje de ordenadas hacemos
r =0 = f(0) = —2, es decir, el punto de corte serfa (0,—2).
Para encontrar los puntos de corte con el eje de abcisas hacemos

f(z) = 0 = —2% + 322 + 92 — 2 = 0 donde obtenemos las solu-
ciones x = 5_§/ﬁ, T = 5+%/ﬁ

, = —2 En resumen todos los puntos
de corte serian:

5—+/21 5+\/ﬁ0)

(072)7 (770)7 ( 92 ’ (_270)

40
30
20

10

-10

-20

-30

40

2. Para calcular los intervalos en los que crece y decrece la funcién bus-

camos los puntos criticos, es decir, aquellos que anulan la primera
derivada:

fl(x)=-322+62+9=0= =3, z=—1

Es decir:f'(z) = —3(z — 3)(z + 1) y sabemos que la funcién crece si
f'(x) > 0y decrece si f'(z) < 0. Veamos la siguiente tabla:
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(—OO,—l) (_1’0) (0’3) (3’00)
(x —3) - - - +
(x+1) - + + +
(x —=3)(z+1) + — - +
—3(x —3)(x+1) - + + —
f(z) decrece | crece | crece | decrece

3. Por lo visto en el apartado anterior Hay un maximo en el punto = =
3 = (3,25), y hay un minimo en el punto z = -1 = (—1,-7).
Otra forma de comprobarlo es calculando la segunda derivada:

f'(x) = —6x+6 = f"(3) = -18+6 = —12 < 0 = Madximo en
= 3.
f'(z) = —624+6 = f"(—1) =6+6 = 12 > 0 = Minimo en z = —1.

9 2
Problema 198 Representar la funcién f(x) = i 1
T —
Solucidn:
e Dominio
El denominador se anula cuando z — 1 = 0 luego el dominio sera

R-{1}.

e Puntos de corte

Si hacemos x = 0 = f(0) = 0= (0,0) es un punto de corte.

2
a N 0= 22 =0—=2=0— (0,0), obtenemos el
;I‘ —_—
mismo punto de corte.

Si hacemos

e Simetrias

= no hay simetrias.

e Asintotas

1. Verticales El denominador se anula cuandoz—1=0=— 2 =1
es la posible asintota.

212

= 400, luego £ = 1 es una asintota

m1£11f(x) Qi
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vertical.

2. Horizontales Calculamos el limite de la funcién cuando z —

Fo0

. o 2q? . .

lim f(z) = lim = 00, luego no hay asintotas horizon-
T—00 T—00  —

tales.

3. Oblicuas La recta y = ax + b es una asintota oblicua si

22 2

. fl=z . - . 2z

a = lim L = lim £ = lim 5
r—00 T—00 T—00 T4 —

1,2
b= lim (f(x)—az)= lim <2 1—2.75):

r—>00 r—00 \ 1 —
. <2x2—2x2+2x>
Iim (| —————— | =2
T—00 z—1

Luego la asintota oblicua buscada es y = 2z + 2
20
15

10

i
y=2x42

e Puntos criticos Para calcularlos hacemos f/'(z) =0

g Az(z—1)—22%  2z(z —2) B
fiz) = @-12  (z-12 -

Para comprobar si se trata de un maximos o un minimos observa-
mos que el denominador de la segunda derivada es siempre positivo.
Por tanto, para decidir el signo de f’(x) sélo tenemos que estudiar el
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numerador.

(—00,0) (0,2) (2,400)

T — + +
T —2 - — +
x(x —2) + - +

creciente | decreciente | creciente

En el punto (0,0) la funcién pasa de crecer a decrecer, luego es un
maximo.

En el punto (2,8) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego es un
minimo.

Con estos datos tenemos suficiente informacién para dibujar la grafica
de esta funcién.

Problema 199 Se considera la funcién:

f(x):a:2+3x—|—1

x
1. Estudiar el dominio, simetria y puntos de corte con los ejes de f.
2. Hallar las asintotas de la grafica de f.

3. Hallar los puntos criticos, si los hay.

4. Dibujar la gréfica de f.

Solucion:

1. Dominio: R — {0}

Puntos de Corte:

e Con el eje de abcisas no hay puntos de corte, ya que al hacer
x = 0 la funcién no existe.

e Para calcular éstos con el eje de ordenadas, hacemos f(x) = 0:
f(x)=0= 2> +3z+1=0= (—0,3819;0) (—2,6180;0)
2. Asintotas:

e verticales:

24341
limof(x) = lim raertl +oo
xr—

z—0 €T

Luego la recta x = 0 es una asintota vertical.
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e horizontales:

. . at43c+1
lim f(z)= lim —— =0
T—00 T—>00 €T

Luego no hay asintotas horizontales.

e oblicuas:

2
4= lim f(x): lim R +§x+1 ::c2+3:c+1:

T—00 I T——00 T 72

1

2 1 1
b= lim (f(zr)—az)= lim <x+3x+—m>: lim 5o+ =3

T—00 T—00 T T—00 T
Luego la recta y = « + 3 es una asintota oblicua.

3. Maximos y Minimos: Para calcularlos utilizamos la primera deriva-
da igualada a cero, y decidiremos por el criterio de la segunda derivada.

2 _
fa) =5
flle)=0=22-1=0=2a2=1, o =—-1= (1,5), (-1,1)
@) = =

ffy=1>0, f'(-1)=-1<0

En el punto (1,5) la funcién tiene un minimo, mientras que en el
(—1,1) tiene un maximo.

4. Dibujo de la grafica:
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Problema 200 Sea la funcién
3
@)= e =1
1. Estudiar el dominio, puntos de corte, intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, y determinar sus extremos relativos.
2. Calcular sus asintotas.

3. Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibujar la grafica
de la funcion.

Solucién:
1. Consta de varios apartados:

(a) Dominio: Domf(z) = R —{-5,3}

(b) Puntos de Corte:
e Coneleje OY: x =0= f(0) =0= (0,0)
e Con el eje OX: f(z) =0= (0,0)

(c) Simetria: La funcién no es ni par ni impar
(o

(—z)?24+2(—z)—15 22—-2x—15

fl=x) = # £f(x)

(d) Monotonia:

o 2 (x? + 4z — 45)
fz) = (22 4 22 — 15)?

=0=z=0,2=-9, =5

Para estudiar el signo de f/(z) observamos que tan sélo basta
con estudiar el signo de 22 + 4x — 45 pues los otros factores estdn
elevados al cuadrado y, por tanto, son siempre positivos.

(—00,—9) | (—=9,5) | (5,+00)
z+9 - + +
-5 — — +
f(x) + - +
crece | decrece | crece

(e) Extremos relativos: A la vista del apartados anterior observa-
mos que en el punto de abcisa r = —9 la funcién pasa de crecer
a decrecer y, por tanto, se trata de un maximo, que corresponde
al punto (—9;—15,19). Si observamos ahora el punto de abcisa
x = 5 la funcién pasa de decrecer a crecer y, por tanto, estamos
ante un minimo, que corresponde al punto (5;6,25)
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2. Asintotas:

e Verticales:

73

lim

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

s 2y or—15
=z =-5
3
m ——e = 400
t——5+ 22 + 2z — 15
. 3
hm —— = —
t—3— 22 + 2 — 15
— =3
23
lim ————— =4+
e—3+ 2 + 22 — 15
+308
+208
+18
-18 -k 5 1@
y=x-2
+—18 x=
Mdxino (-9:-15,19)
=5 +—28
+
1-3@
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e Horizontales:

3

mhjlm ﬁ = oo = No hay Horizontales

e Oblicuas: La recta y = mz + n es una asintota oblicua si

i 1@ @
- T T

LUS
n= lim (f(z)—nz)= lim ( x):

00 v—oo \ 22 + 21 — 15

. —2x% + 15
lim ————— = -2
a—o0 g2 4+ 22 — 15
La recta y = x — 2 es una asintota Oblicua.

3. Representacién Grafica de la funcién: Con los datos obtenidos
hasta ahora es suficiente para hacer una representacién grafica bas-
tante precisa de la funciéon que nos ocupa.

Problema 201 Dada la funcién f(z) = 2% — 22+ 1 y la recta y = 22 + 1
1. Calcular los extremos relativos de f(z).
2. Estudiar la concavidad de f(z).

3. Dibujar las gréaficas de la funcién, de la recta, y senalar el recinto que
encierran.

4. Calcular el drea de dicho recinto.

5. Calcular la recta tangente y la recta normal a f(z) en el punto de
abcisa x = 2.

Solucion:

1. Extremos relativos:

fl)=32-2=0=2=—

f’ <_§> = —2v/6 < 0 = Minimo (—@7 9*3\/6>

f'(x) = 62 =

() = 2v6 > 0= Maximo (¥, 236
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2. Concavidad:
Observando la derivada f”(z) = 6z nos damos cuenta que f”(z) > 0
en el intervalo (0, +00) y, por tanto, en este intervalo la funcién serd
convexa. Por el contrario, f”(z) < 0 en el intervalo (—o0,0) y, por
tanto, en este intervalo la funcién es céncava.

3. Dibujo de las graficas:
De la funcién f(z):

(a) Dominio: Domf(z) =R

(b) Puntos de Corte:
e Coneleje OY: z=0= f(0) =1=(0,0)
e Coneleje OX: f(z)=0=

— (—1,618033988; 0), (0,6180339887;0), (1,0)
(c) Simetria: La funcién no es ni par ni impar
F(=2) = (—a)® — (=) 41 = —2% + 20 +1 £ +£()

(d) Monotonia: No es necesaria

(e) Asintotas: No hay

De la recta y = 2z + 1:

Con dos puntos de ella tendremos suficiente, por ejemplo el (0,1) y el
(—=1/2,0).

4. Célculo del area:
Para calcular el area de este recinto calculamos los puntos de corte de
las dos funciones:

P -2r+l=22+4+1=—2=-22=2 2=0

Tendremos que calcular el drea en el intervalo [—2,0] y luego en el
intervalo [0, —2]. Calculamos la integral

4
/(x?’—2x+1—2x—l)da::/(x3—4x)dx:%—2:624—0

En el intervalo [—2,0]:

0 4 0
x 2
/(m3—4x)d:r:——2x =4
2 1 _2
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En el intervalo [0, 2]:

’ x
/ (23 — 4z) dox = Z—2x2 =—4
0 0

La razon por la que el area en este caso es negativa es porque la recta
estd por encima de la funcién, tendremos que coger su valor absoluto
y nos queda:

Area= |4| +| — 4] =8 u2.

5. Calculo de la tangente y la normal: Para calcular la pendiente
de la recta tangente a f(z) calculamos su derivada primera

fllz) =322 -2=m=f'(2)=10

Por otra parte f(2) = 5 y tendremos que la ecuacién de la recta
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tangente es
y—5=10(x — 2)

y la ecuacién de la recta normal es

1
y—>5= —E(@“ —-2)
Problema 202 Sea la funcion
3
T
1@ =

1. Estudiar el dominio, puntos de corte, intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, y determinar sus extremos relativos.

2. Calcular sus asintotas.

3. Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibujar la grafica
de la funcién.

Solucién:
1. Consta de varios apartados:

(a) Dominio: Domf(z) = R —{—4,3}

(b) Puntos de Corte:
e Coneleje OY: z=0= f(0)=0= (0,0)
e Con el eje OX: f(z) =0= (0,0)

(c) Simetria: La funcién no es ni par ni impar

(—a)? 3
f(-2) = (—x)2 + (—z) — 12 T2z 12 7 /(@)

(d) Monotonia:

2?(x? 4 22 — 36)

(22 +x —12)2 reh T O =D

f'(z) =

Para estudiar el signo de f’(x) observamos que tan sélo basta
con estudiar el signo de x2 + 2z — 36 pues los otros factores estdn
elevados al cuadrado y, por tanto, son siempre positivos.

(—00,—7,08) [ (=7,08,5,08) | (5,08, +00)

x+ 7,08 - + +
z—5,08 - — +
f'(z) + - +

crece decrece crece




3.7. REPRESENTACIONES GRAFICAS 157

(e) Extremos relativos: A la vista del apartados anterior observa-
mos que en el punto de abcisa x = —7, 08 la funcién pasa de crecer
a decrecer y, por tanto, se trata de un maximo, que corresponde
al punto (—7,08; —11,43). Si observamos ahora el punto de ab-
cisa x = 5,08 la funcién pasa de decrecer a crecer y, por tanto,
estamos ante un minimo, que corresponde al punto (5,08;6,94)

2. Asintotas:

e Verticales:

. 3
llm ———m—=-
r——4— l'2 +x — 12
—xz=-4
l il +
im —-——=+400
r—s—4+ 1'2 +x — 12
I o
im ——=-
e—d- 2+ —12
= =3
li « i
im ———— = +00
r—s4t I2 +x — 12
e Horizontales:
23
lim —————— = oo = No hay Horizontales

z—00 g2 4+ — 12

e Oblicuas: La recta y = mx 4+ n es una asintota oblicua si

3
lim f(z) = lim L

m =

z—00 a—s00 13 4+ 22 — 120

3
n=_lim (f(x) nx)—xlm < 5 5 %)=

, —x2 412
lim

B N B
z—o0 g2 + 1 — 12

La recta y = z — 1 es una asintota Oblicua.

3. Representacién Grafica de la funcién: Con los datos obtenidos
hasta ahora es suficiente para hacer una representacién grafica bas-
tante precisa de la funcién que nos ocupa.
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Iad
20
.-'-""_F'_F'_FFF.
o ,'_;_'_,—'-’_/_/_/_/_
= Asimtota Obcen y=x-f
fﬁ
& i@

gt

simiota Varricol x=1

Problema 203 Dada la funcién f(z) = 2f2 Calcular:

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Representacion grafica aproximada.
Solucién:

1. Dom f=R—{1}

2. Con el eje OY : x =0= (0,0)

Con el eje OX : f(x) =0 = (0,0).
3.
27
flma) = ——

Luego ni es par ni es impar.
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4. e Verticales: z =1
lm fla) = o =+
im T) = — = +00
r—1t 0t
lim () = =
im )= — =—00
r—1— 0~
e Horizontales:
Jim f(x) = oo
Luego no hay
e Oblicuas: y=mx+n
2 2
i T g 2y
r—0c0 T—00 4 —

Tr——00 T—00

n= lim (f(z)—mx)= lim <2x23—2x> =2

y=2x+2

=2et2

28 -15 -18 -5 5 i@ 15

2r —3
2 _

Problema 204 Dada la funcién f(z) = Calcular:

X

1. Dominio.
2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

159
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4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Representacion gréfica aproximada.

8. Calcular el drea encerrada por f(z), las rectas x = 1, x = 2 y el eje
0X.

9. Calcular la recta tangente y normal a f(z) en x = 2
Solucién:
1. Dom f = R — {0,3}

2. Con el eje OY : No tiene

Con el eje OX : f(x) =0 = (3/2,0).

3.
—2x—3
(=) (—x)? + 3z
Luego ni es par ni es impar.
4. e Verticales: t =3y x =0
lim f(z)= 3 —00
z—3t 0t
lim f(x)= 3 +oo
r—3~ N 0- B
lm f(x)= 2=+
im f(r)=— =+
z—0F 0~
lm f(x) =
im f(zr)=—-—=—-
r—0~ 0+

e Horizontales:
lim f(x)=0=y=0

r—00

e Oblicuas: No Hay

—222 + 62 — 9
!/
r)=——5———5—<0
La funcién es siempre decreciente y por tanto no tiene ni maximos ni
minimos.
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IS

[S]

6. No tiene.

3/2 20 — 3 2 223
/ 5 der/ S dr =
1 r¢—3x 3/2T° =T

3/2 2 9
In|a? — 32| ? nja? - 32| =2 () = 0,2355660712
1 3/2 8

9.
) 1
2)=-2, f2)=—=
P =2 f@)=-
1 5
t te: y— - =——(z—2
angente : y — 1 (x—2)
1 4
l:y——=—-(x—2
normal : y -5 = ¢ (x —2)
. 2z -1
Problema 205 Dada la funcién f(z) = — Calcular:
x —_—

1. Dominio.
2. Puntos de corte con los ejes.
3. Simetrias.
4. Asintotas.

5. Monotonia.
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6. Maximos y Minimos.
7. Representacion gréafica aproximada.

8. Calcular el drea encerrada por f(z), las rectas © = 2, x = 3 y el eje
0X.

9. Calcular la recta tangente y normal a f(x) en x = 2
Solucién:
1. Dom f=R—{0,1}

2. Con el eje OY : No tiene

Con el eje OX : f(x) =0 = (1/2,0).

3.
—2r —1
f( l‘)— (—1‘)2—$
Luego ni es par ni es impar.
4. e Verticales: t=1yxz =0
lim f(r) = o =+
im r)=-— =400
z— 17t 0t
lm f(z) =
im r)=-—=—-00
r—1~ 0-
lim f(r) = o2 =+
im r)=-—=+400
z—07F 0~
lm f(x) =
im T)=-—F]=-—
r—0~ 0+

e Horizontales:
lim f(z)=0=y=0

r—00

e Oblicuas: No Hay

=227 42z -1

f/(x) _ (1,2_1‘)2 <0

La funcion es siempre decreciente y por tanto no tiene ni maximos ni
minimos.

6. No tiene.
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<

2=0

7.
8.
32z —1 3
/ g dlen\$2—:c|} =1In3
2 T —X 2
9.
) 3
92y = =2 92) — 2
FR)=-2 f@=>
3 )
Ly 2= 2 (2
tangente : y 3 1 (x —2)
3 4
l: y—=—=—-(x—2
normal : 'y — o = o (x —2)
3
Problema 206 Dada la funcién f(z) = 2 Calcular:

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Curvatura y puntos de inflexién

8. Representacion gréafica aproximada.
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Solucion:
1. Dom f=R—{-1,1}

2. Con el eje OY : (0,0)

Con el eje OX : f(x) =0 = (0,0).

Luego es impar.

4. e Verticales: x=1yz=—1

. 1
zlirg*' f(l') y 0+ N~
lim f(z) = —
im T)=— = —00
r— 1~ 0—
lim (o) = —
im r)=—=—0
r—s—17+ 0~
lim  f(z) = — =+
im r) = — = 400
r——1— 0+
e Horizontales:
Jim f(z) = oo
Luego no hay
e Oblicuas: y =mx +n
3
m = lim x =1

y=x
5.
2/..2
/ _ x (JU - 3) _
f(.%')— (1,2_1)2 =0
(—OO,—\/g) (_\/ga \/g) (\/gv OO)
+ — +
creciente decreciente | creciente
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3
6. Maximo en el punto (—\/g, - (\/25) )
3
Minimo en el punto <\/§, (\/5) )
7.
(222 + 6
f”( ) _ ( 5 3)
(z2 - 1)
(—OO,—I) (_170) (0, 1) (1700)
- + - +
concava | convexa | céncava | convexa
En x = —1 y en x = 1 la funcién tiene asintotas y, por tanto, no

pueden ser puntos de inflexién.

20
¥

15

-15

2

4
Problema 207 Dada la funcién f(z) = i

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.
3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Curvatura y puntos de inflexion

5 Calcular:
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8. Representacién gréafica aproximada.
Solucién:
1. Dom f=R—{2}

2. Con el eje OY : (0,0)

Con el eje OX : f(x) =0= (0,0).

3.
2
T
flew) = ——
Luego no es ni par ni impar.
4. e Verticales: =z =
16
zg&f@) =oF = T
16
1 = — = —
2 J@) == = o0
e Horizontales:
Jlim f(r) = o0
Luego no hay
e Oblicuas: y =mx +n
2
m = lim 2433 =4
T—00 12 — 2x
42
n:x@w (:132—2:1: 4:L’> =38
y=4xr+8
5.
, x(4x — 16)
= =0
(—OO, O) (07 4) (47 OO)
+ — +

creciente | decreciente | creciente

6. Méximo en el punto (0,0)

Minimo en el punto (4, 32)
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" 32
f(x) = m

(_ o, 2) (27 OO)
— +
coéncava | convexa

Enz = —1 y en x = 1 la funcién tiene asintotas y, por tanto, no
pueden ser puntos de inflexién, si lo serd = = 0.

&0
¥

60

40
y=4x+8

20

x=2

-8&0

Problema 208 Dada la funcién f(z) = 32*—2023 — 622 +602 — 1 Calcular:
1. Monotonia.
2. Méaximos y Minimos.
3. Curvatura

Solucion:
1.

f(z) = 1223 — 602% — 122 + 60 = (z — 1)(z + 1)(x — 5)

(—OO,—l) (_171) (1¢5) (5700)
— + - +
decrece crece | decrece | crece

Méaximo en « = 1, Minimos en x = -1y x =5
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f(z) = 360% — 1202 — 12 = © = 3,43; = = —0,09

(=00, —0,09) | (—0,09,3,43) | (3,43, )
+ - +
convexa céncava convexa

" (x) =722 — 120 = f"'(—0,09) #0, f"(3,43) #0 =
= —0.09 y x = 3,43 son puntos de inflexién.
Problema 209 Dada la funcién f(x) = z* — 142° + 242 — 1 Calcular:
1. Monotonia.
2. Méaximos y Minimos.
3. Curvatura

Solucion:
1.

fl(z) =42® — 282424 = (z + 3)(z — 1)(z — 2)

(_007 _3)

(_37 1)
+
crece

(1,2)

(2,00)
+
crece

decrece decrece

Méximo en x = 1, Minimos en x = -3y x = 2

() =1222 - 28 = £ =1,53; =z = —1,53

(—OO, _17 53)

(1,53;00)

+

(—1,53;1,53)

_l’_

convexa

céncava

convexa

(@) = 240 = f"(=1,53) £ 0, f"(1,53) # 0=

x=—1,53 y x = 1,53 son puntos de inflexion.
Problema 210 Dada la funcién f(z) = xv4 — 22 se pide:

1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento;
maximos y minimos. Dibujo aproximado de la grafica.

2. Calcular el drea encerrada entre la grafica f(x) y el eje de abcisas.
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Solucion:

1.

(a)

Dominio: La funcién f(z) = zv4 — 22 estd compuesta por el

producto de dos funciones, la funcién h(z) = x cuyo dominio es
todo el eje de abcisas, y la funcién ¢(z) = v4 — 22 cuyo dominio
estd definido por la incuacién 4 — z2 > 0. La solucién de esta
inecuacién serd: —z2 > —4 — 22 < 4 — -2 <2 < 2. En
conclusién podemos asegurar que el dominio de la funcién pedida
serd el intervalo [—2,2].

Puntos de corte con los ejes: Los puntos de corte con el eje de ab-

cisas vendran determinados cuando f(x) = 0, es decir, zv4 — 22 =
0, ecuaciéon que nos produce las soluciones: * = 0, x = 2, y
x = —2. Por tanto la grafica cortard al eje de abcisas en los pun-
tos (0,0), (2,0) y en el (—2,0). Ahora calculamos los cortes con
el eje de ordenadas, es decir, hacemos x = 0, lo que nos produce
una unica solucién que ya habiamos obtenido antes, y es el punto

(0,0).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: Para ello calculamos

la primera derivada, que seria la siguiente:

2

(@)= VA—a22+ 2(4—a?) V2@Qr) = Vi—22 - 2

/@)= S(4=a?) 2@r) = v N
4 — 22
V4 — 22

Ahora tendremos que ver cuando esta derivada es positiva, es

nula, o es negativa. Para ello igualamos la derivada a cero, lo que
nos daria lo siguiente:

fl(x) =

4 — 222
f’(x):ﬁ:02>4—x2202>x:\/§, =2

Ahora, recordando los puntos de corte con los ejes, el dominio de
la funcién y observando que el denominador es siempre positivo,
es facil comprobar lo que nos piden.

Entre x = —2 y x = —v/2 el numerador de la derivada se hace
negativo, luego f'(r) < 0 = decreciente en [—2, —/2]

Entre z = —v/2 y # = /2 el numerador de la derivada se hace
positivo, luego f/(z) > 0 = creciente en [—/2, /2]

Entre = /2 y = 2 el numerador de la derivada se hace nega-
tivo, luego f'(z) > 0 = decreciente en [v/2, 2]
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(d) A lavista del apartado anterior, esta claro que, la funcién tiene un
minimo en —/2 y un méximo en v/2, resultados que al sustituidos
en la funcién original darfan los puntos: Minimo= (—+/2, —2) y
Méximo= (v/2,2)

(e) Para dibujar la gréfica ordenamos los resultados en una tabla, y
los interpretamos cuidadosamente.

x | f(x)
0 0
2 0
-2 0

—V/2 -2 | Minimo
V2 2 | Maximo

}-2

2. Los puntos de corte con el ejes de abcisas son —2, 0, 2. La funcién es

impar, es decir, simétrica respecto al origen, esto se aprecia facilmente
en su representacion grafica. Esto ultimo se puede demostrar compro-
bando f(—x) = —f(x):

f(=z) = (a)\J4 = (—2)? = —zvd —2? = —f(2)

Esto quiere decir que el drea que encierra la curva entre el punto (—2,0)
y el (0,0) es igual que el drea que encierra la curva entre los puntos
(0,0) y el (2,0). Por tanto bastara con calcular una de estas dreas y
multiplicar por 2.

AzQ/jf(a:)zQ/jxﬂdx

Resolveremos por sustitucion.

uw=4-1> = du = —2xdr = xdx = —% y sustituyendo nos
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queda la integral siguiente:
1 1 U3/2 U3/2
/m\/ T 5 Vudu 5 3/2—|—C' 3~|—C
y deshaciendo el cambio de variable nos quedaria:
4 — 22)3/27]2 43/2 1
Ao| @2 4716
3 0 3

Problema 211 Dada la funcién

se pide:

1. Dominio.

2. Corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

5. Maximos y minimos.

6. Dibujo aproximado de la grafica.
Nota: Una funcién es simétrica respecto al eje Y si f(—z) = f(z), y simétrica
respecto al origen si f(—xz) = —f(x).
Solucién:

1. D={z € R tales que 2> —4 # 0} = R — {-2,2}

2. (a) Puntos de corte con el eje Y:
r=0= f(z) = —% —> la gréfica corta al eje Y en (0, —%),

(b) Puntos de corte con el eje X:
flz) =0 = 22+3 =0 = x = +/—3 = la ecuacién no
tiene soluciones reales y por tanto la grafica no corta al eje X en
ningdn punto.

2
3. f(—x) = E:gii = % = f(x) = la funcién es simétrica respecto

al eje Y.
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4.
() 2z(2? —4) — 2x(2® +3) —8r—6x —14x
€Tr) = = =
@ =17 @ =17 = @ -ap
Como (22 — 4)2 > 0 para cualquier z, bastars estudiar el signo del
numerador:

(a) Siz < 0= f'(x) > 0 = creciente.
(b) Siz >0= f'(x) < 0= decreciente.

En el dominio de la funcién tendremos que la funcién es creciente en
(—o0, —2) U (—2,0) y es decreciente en (0,2) U (2, 400).

5. f/(x) =0 = —142 = 0 = x = 0 que corresponde al punto (0, —%),
punto en el que la grafica pasa de ser creciente a ser decreciente, es
decir, estamos ante un maximo.

6. Su representacién grafica serfa:

iills,

]
Calculado las asintotas, las habriamos encontrado verticales en x = —2
2
z 3
y & = 2, y horizontales en y = 1, ya que lim — + =1.
r—00 e —

Problema 212 Responda a las siguientes cuestiones referidas a la curva

_:E2~|—3
y_x2—4
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Se pide:

1.

2.

6.

7.

Dominio de definicion.
Simetria.

Cortes a los ejes.

. Asintotas.

. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Méximos y minimos.

Representacién aproximada.

Solucion:

1.

4.

El dominio sera toda la recta real, excepto en aquellos puntos el los
que se anula el denominador, dicho de otra manera serd D = {z €

R; 22 —4#0} =R —{-2,2}

(—2)*+3  2?+3

f(_x):(_x)2_4 1‘2—4:f($)

Luego la funcién es par, y por tanto simétrica respecto al eje Y.

Con el eje X hacemos y = 0 y nos queda:

2
0= igti — 22 4+ 3 = 0 = no hay puntos de corte con el eje X.
Con el eje Y hacemos x = 0 y nos queda:

f(0) = % = —% = la funcién corta al eje Y en el punto (0, —%).

Asintotas:

e Verticales:
2 +3

im
222 —4
z2+3
m ———-—
z——=2 2 — 4

= 00 = x = 2 es una asintota vertical

= o0 = r = —2 es una asintota vertical

e Horizontales:
. z2+3
y = lim

T—>00 12 —

= 1= y =1 es una asintota horizontal.

e Oblicuas:

y = ax + b es una asintota oblicua, entoces ¢ = lim —— =

22+ 3

m m = 0 = no hay asintotas oblicuas.
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5. Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento calculare-
mos la primera derivada:

Para que exista un punto critico imponemos que 3’ = 0 y nos queda:

Analizamos el signo de y/':

(—00,—2) | (-2,0) (0,2) (2,400)
signo v’ + + - -
Y creciente | creciente | decreciente | decreciente

En resumen:
e La funcién crece en (—oo, —2) U (—2,0)
e La funcién decrece en (0,2) U (2,400)
6. Observamos que en el punto de abcisa = 0 la curva pasa de ser

. . . 3\ ..
creciente a ser decreciente, es decir, en el punto <O, ~1 tiene un

maximo.
7. Representacion gréfica:

Problema 213 Se considera la funcién real de variable real definida por:

1

f@) =3

1. Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de in-
flexién de abcisa positiva de la grafica de f.

2. Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de
f, la recta anterior y el eje z = 0.

Solucion:

1. Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos
en los que se anula la segunda derivada:

N —2x
T ey
x? —
f//(x) — 6( 1)

(2 +3)3
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+8.25383

+B.18977

18.12652

+B.863258

B.69246 ' 1.3849 20774
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Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(z) = 0. Como
el denominador (x? + 3)3 no se anula nunca, los puntos buscados son
aquellos que anulen el numerador, 22 — 1 = 0 = z = +1, de estas
dos soluciones sélo nos interesa la positiva, que es la que nos pide
el problema. Si sutituimos este punto en la funcién obtendremos la
ordenada correspondiente: f(1) = %, luego la recta pedida pasard
por el punto (1, i) Para encontrar la pediente utilizamos la primera
derivada m = f'(1) = —% En conclusién, la recta tangente sera:

1 1
y—Z:—g(x—l):Mr—l—Sy—S:O

2. El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

L | 33—z
—d d
/0 2+ 3 x+/1 g

Calculamos la integral
1 dx 1 dx V3 dt
[e=e- ] sl -5 e
3[() -1 P () -

v3 VB,

= arctant = — arctan —
3 3

V3

Hemos utilizado el cambio de variable % =t dx =+/3dt
Luego:

| 33—z V3 z |
d dr = | — arctan —
/()$2+3 a:—i—/l 3 €T [garcan\/g

0
Ve

1
18 1

Sl

_l’_

3z _:c2 3
8 16

1

Problema 214 Se considera la funcion:

2 .
el g g > ]

1. (Estudiar el dominio y la continuidad de f.

2. Hallar las asintotas de la grafica de f.

3. Calcular el area del recinto plano acotado y limitado por la grafica de
fylasrectasy=0x =1, x = 2.
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Solucion:

1. Calculamos el dominio:

. 2 . .
e Si z > 1 tenemos que f(z) = % es un cociente de poli-

nomios, y en este caso el dominio sera todo el intervalo excep-
to en los puntos en los que se anula el denominador, es decir,
[—1,0) U (0, +00).

e Si x < —1 tenemos que f(x) = %, como en el caso anterior
tenemos que buscar puntos que anulen el denominador, y resulta
que no hay ninguno. FEl tdnico plosible seria el x = 1, pero no
pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio seré:
(—o0, —1).

e En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por
tanto continua salvo en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, los puntos en los que es posible que no sea continua serian en
x = —1 donde puede existir un salto y por supueto en x = 0, donde
como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

e Enx=—1:
22+ 3z +1
1 = 1 =1
um, S = lm
2z
o=
lim f(z)= lim_f@)=f(-1)=1
r——1 T——1"
Luego f es continua en x = —1.
e Enz=0:

2
3 1
lim f(z)= lim e 00
z—0 z—0 T

Luego no es continua en = = 0.

e En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
2. Asintotas verticales:

e Cuando z > —1:

24341
hmof(x) — lim zror Al 00
r—

z—0 €T

Luego = 0 es una asintota vertical en este intervalo.
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e Cuando z < —1:
No hay ningiin valor de x que sea menor de —1 que anule el
denominador, y por tanto, no hay asintotas verticales por esta
rama de la funcién.

Asintotas horizontales:
e Cuando z > —1:

. 22 +3z+1
lim ——— =

T—00 T

(0.¢]

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.

e Cuando z < —1:

I 2x
m—1>IEoo r—1

=2

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si

lim @

r—00

a =

b= lim (f(z)—ax)

T—00
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e Cuando z > —1:

z24+3z+1
a= limwzlim#zl
T—00 T —>00 T
. : 22 +3x+1
b= lim (f(a) —a2) = lim (2 ) =
lim 3r+1 _3
T—00 €T

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta
y=x+3.
e Cuando z < —1:

2z
a= lim M: lim =L =0

r—00 r—00
Luego no hay asintotas oblicuas en este intervalo.

3. El recinto comprendido entre las rectas * = 1 y x = 2 estd en el
intervalo (—1,400) donde la funcién es f(z) = % y como estd
limitado por la recta horizontal y = 0(el eje de abcisas) y la funcién,
podemos concluir con que su drea vale:

22243241 x? 2
/ _ — +3x+Inlz|]| =
1 x

2 1
dx:/(x+3—|——)d:n:
1 T 2 L

4 1
:§+6+ln2—§—3—ln1:g+ln2

Problema 215 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

2z
f(w) = 61'2 +1

1. Calcula las asintotas de la grafica de f.

2. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los ex-
tremos relativos de f (puntos donde se obtienen y valor que alcanzan).

3. Dibujar la grafica de f.
Solucion:
1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales: No tiene, ya que el dominio de la funcién
es todo R.
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e Asintotas horizontales:

2

€T
lim f(z)= lim e=2+1 =’ =1
Tr—>00 rT—r00

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay
oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

2z
2=
lim M— lim e

=0

a =

r—00 r—00

Luego no hay asintotas oblicuas.
2. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

2z
2(1 — 22) - e=?+1

(1:2+1)2 X X

() =

Que serfan los puntos (1,e) y (—1,e7!)
e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada
2x
2(1 — 22) - ex?+1
(22 4+1)2

fi(z) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del denominador es siem-

2z
pre positivo y lo mismo ocurre con e=?+1 el estudio del signo se
reduce al de 1 — 22 = (1 — z)(1 + x)

(—o0,—1) | (=1,1) (1, 400)

1—2z + + —
1+zx — + +
(1—-2)(1+2) — + —

decreciente | creciente | decreciente

En el punto (1,e) la funcién tiene un méximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (—1,e™!) la funcién tiene un minimo,
pasa de decrecinte a creciente.

3. Para dibujar la grafica sélo faltaria algiin punto de corte con los ejes
x =0 = (0,1) dnico punto de corte, ya que con el eje de abcisa no
habria ninguno.
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Problema 216 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

9z — 3
@) =2
1. Calcular el dominio de f.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los ex-
tremos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la grafica de f.
Solucién:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 — 22 =0 =2 =0, z = 2 =
Dom(f) = R —{0,1}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

. . 9z — 3
xh£>10f(x) N xh£>10 2 —2x oo
Luego = = 0 es una asintota vertical.
9z — 3
Jm, o) = Jim, oy = E

Luego x = 2 es una asintota vertical.



3.7. REPRESENTACIONES GRAFICAS 183

e Asintotas horizontales:

lim f(x)= lim M—O

T—00 z—0co 2 — A B

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay
oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

9xr—3
. x . —
a= lim & = lim =2
T—00 T—00

=0

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

3(3z% — 2z +2)

— — 2 —
fl(x) =~ 2z —2)? =0=32"-2x+2=0

Esta ecuaciéon no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-

larlos recurrimos a la primera derivada

v 332 —22+2)
f(.%')—— $2($—2)2

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del denominador es
siempre positivo el estudio del signo se reduce al de 3z2 — 2z + 2,
que es siempre positivo. Luego f'(z) < 0 y por tanto la funcién
es siempre decreciente.

4. Para dibujar la grafica sélo faltaria algin punto de corte con los ejes
y = 0= (1/3,0) tnico punto de corte, ya que con el eje de ordenadas
no habria ninguno.

Problema 217 Considera la funcién la funciéon f : R — R definida por:

z?—2
f(x):1n<2x—1>

1. Calcular el dominio de f.
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2. Calcula las asintotas de la grafica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los ex-
tremos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la grafica de f.

Solucion:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos
2
x4 =2
ue <0
e e —1

2 _
Dom(f):{wER:;x_i >0}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

. . 2 —2
lim f(z)= lim In =to00
r—1/2 z—1/2 20 —1

1 .
Luego x = — es una asintota vertical.

. . 2 —2
lim f(z)= lim In = —0o0
z—+V2 T—+/2 20 — 1

Luego = v/2 y © = —/2 son asintotas verticales.
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e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim In <x2—2> =00

T—00 T—00 2 — 1

Luego no tiene asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que

f(z)

2
z°=2
: . In (2171)
a= lim —% = lim ———2% =0
r—00 T—00 T

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero
2(x2 — 2 +2)
(2 —2)(2z —1)

=0=a22-z+2=0

fl(a) =

Esta ecuaciéon no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

2(x? — x4 2)
(2 —2)(2z — 1)

) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del numerador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de (22 — 2)(2z — 1), que
es siempre positivo en este dominio. Luego f'(x) > 0 y por tanto
la funcién es siempre creciente.

4. Para dibujar la grafica sélo faltarian los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

2_2 2_29 =
y:O:>ln<§ >:0:>x 1:>{x_1+ﬂ

r—1

e Con el eje de ordenadas

r=0=y=In2
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e [os puntos son

(0,In2); (14++2,0); (1—+2,0)

Problema 218 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

2
fl)="3=
1. Calcular el dominio de f.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f
3. Determina los maximos y minimos de f.
4. Determina los puntos de inflexion de f.
5. Dibujar la grafica de f.
Solucién:
1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos
que 23 = 0 = Dom(f) = R — {0}
2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

2 -1

= +00
3

lim f(z) = lim

T— rT—

Luego = 0 es una asintota vertical.
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e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim

r—00 r—00 :1':3

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay
oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

|
T
a= lim Il ): lim -2
r—00 r—00

=0

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Para calcularlos recurrimos a la primera derivada y la igualamos a cero

3 — 2
f’(:c)zix:0:>3—x2:O:>a:=\/§, r=—V3

T4

Para comprobar si son maximos o minimos recurrimos a la segunda

derivada
22’ —6) { F(V3) <0

f”(x) = 5 f”(—\/g) ~0

Tenemos un minimo en (—\/§7 —2\9/§>

)

Tenemos un maximo en (\/§ 9

4. Para calcular los puntos de inflexién hacemos f”(z) =0

2(x? — 6)

——~=0=2"-6=0=2==2V6=
x

(@) =

(o)

(%)

5. Para dibujar la grafica solo faltarian los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

2 —1
3

r=1

y=0= r=—1

:0:>m2—1:0:>{
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1
={

0.5 Lfdimo(T TI2050R07 O 3540001 79)

——

-2 /H =0 2 4
——

Minimo -1 730508070 280000178 | _g &

.

e Con el eje de ordenadas no hay puntos de corte

e Los puntos son
(170); (_170)

1
Problema 219 Representa graficamente la curva y = x + —. Para ello
x
calcula asintotas, puntos criticos e intervalos de crecimiento.
Solucién:
1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

241
lim f(z) = lim vl +00
x—0 x—0
La recta x = 0 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales:
1 2 +1
lim f(x)= lim z+ — = lim + =to00
r—>00 T—00 T Tr—00 €T

Luego no hay asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que
f(zx) o221

a= lim —%* = lim
r—00 z—0o0 2

b= lim (f(z)—az)= lim <x242_1—3:>:0

T—00 T—00 T

Luego la recta y = x es una asintota oblicua.
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v

dagEn(d; <)

ls =k

2. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero
1 22-1

fllay=1- 5 ="——=0=2"-1=0=z =1
x Z

Que serian los puntos (1,2) y (-1, —2)

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

|

T2

fi(a) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del denominador es
siempre positivo, el estudio del signo se reduce al de z2 — 1 =

(x—1)(x+1)
(—o0,—1) (—-1,1) (1, +00)
z—1 — — +
r+1 — + +
(x —1)(x+1) + - +
creciente | decreciente | creciente
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En el punto (—1, —2) la funcién tiene un maximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (1, 2) la funcién tiene un minimo, pasa
de decrecinte a creciente.

Problema 220 Considera la funcién la funciéon f : R — R definida por:

r? -1
0=

1. Calcular el dominio de f y puntos de corte si los hay.

Calcula las asintotas de la grafica de f

Simetrias.

L

Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los ex-
tremos relativos de f, si existen.

5. Dibujar la grafica de f.
Solucién:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 + 1 = 0 => Dom(f) = R.

e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0

2 -1 9
—— =0=2"-1=0=z=1, x=-1
z2+1
Luego los puntos de corte son (1,0) y (—1,0).
e cortes con el eje OY: Para ello hacemos x = 0 = f(0) = —1,
luego el punto de corte es (0, —1).
2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales: No hay ningin valor que anule el denom-
inador de esta fraccién y, por tanto, no tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim =1

T——00 r—00 g2 + 1

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que

x°—1
lim ) _ lim 22+

a =

T—00 I rT—00

Luego no hay asintotas oblicuas.
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3. Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—x):

—r)2 -1 22-1
fe0) = T = g = 1@

Luego la funcién es simétrica respecto al eje OY.

4. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero
22(2% +1) — 2z(2® — 1) 4x

FO=""wp — “wp "

= dr=0=2=0, f(0)=-1

Sélo queda por decidir si el punto (0,—1) es un maximo o un
minimo, lo cual se verd en el siguiente apartado.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

4x

f/(x):m

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del denominador es
siempre positivo el estudio del signo se reduce al de 4z, que es
positivo cuando x > 0, y por el contrario, es negativo cuando
x < 0. En conclusién:

Cuando z < 0 la funcién es decreciente.

Cuando z > 0 la funcion es creciente.

En el punto (0,—1) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego
estamos ante un minimo.

5. Con estos datos ya es suficiente para dibujar la grafica.

Problema 221 Resolver:

+2 —x

1. Dibuja el recinto limitado por las curvas y = e* ™=, y = e * y z = 0.

2. Halla el area del recinto considerado en el apartado anterior.

Solucion:

1. El dominio de y = ¢**2 y yy = e™% es todo R y, por tanto, no tienen

asintotas verticales; ademéds son continuas y positivas. Por otro lado
tenemos:
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‘H""\-\.
-2 {0 f}\ Sy 2
+ M

Milairmo (1)
e lim 2 =¢e>=9
r——00
o lim "2 =¢e® =0
Tr—00
o Ilim e ?=e*=x
T—>—00

o lim e P=e">*=0
Tr—0o

Es decir, las dos funciones tienen una asintota horizontal en comun
y = 0 y, por tanto, no tienen asintotas oblicuas.

Los puntos de corte entre estas dos funciones seran el resultado de
resolver el sistema

y = €x+2
{ y=e= — hO)

Los puntos de corte entre la funcién y = e**+? y la funcién = = 0 serd
el resultado de resolver el sistema

— ,Tt+2
{g_g — (0,¢%)

Los puntos de corte entre la funcién y = e™* y la funcién z = 0 serad
el resultado de resolver el sistema

y=e"
{x:o = (0.1

El area pedida vendra dada por

-1 0 -1 0
/ ez+2dm+/ e_zd:v:/ ez-ezdm+/ e Tdr =
— oo -1 —00 -1

=L 4= =2 (e —0)+ (—e" +e) =2e—1

—00
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\/

Problema 222 Dada la funcién f(z) = zv/5 — 22, se pide:
1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
2. Calcular el drea encerrada entre la grafica de f(z) y el eje de abcisas.
Solucion:

1. e Dominio: Serd el formado por todos aquellos puntos que cum-
plan que 5 — 22 > 0 = Dom(f(z)) = [—\/5, \/5}

e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0
aVb—12=0=2=0,5-2"=0=

z=0, 2=5, z=-V5
Luego los puntos de corte son (0,0), (—v/5,0) v (v/5,0).

e cortes con el eje OY: Para ello hacemos x = 0 = f(0) = 0,
luego el punto de corte es (0,0).

e Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—x):

f(=2) = (=2)y/5 = (—2)* = = f(=)

Luego la funcién es simétrica respecto al origen O.

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero
5 — 22?

= =0

f(x) N
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5 55 5 5
5—22% =0 =4/= \[ —\[—
caoatcoma s (32 (450)

Sélo queda por decidir si estos puntos son méximos o minimos,
lo cual se vera en el siguiente apartado.

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada
5 — 222

5— 22

fi(z) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y de-
creciente cuando f’(z) < 0. Como el dominio de la funcién es

[—\/5, \/5} y f'(z) se anula en los puntos calculados en el aparta-
do anterior, los intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(ol (35

En conclusién;

Cuando z € | —V/5, —\/7 > la funcién es decreciente.

5
Cuando z € ( \/g ; > la funcién es creciente.

| ot

Cuando z € .V/5 | la funcién es decreciente

2

En el punto (—\/; , —2> la funcién pasa de decrecer a crecer,

luego estamos ante un minimo.

55
En el punto (\/; , 2) la funcion pasa de crecer a decrecer, luego

estamos ante un maximo.

e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

2. Como la grafica es simétrica respecto al origen el area buscada sera el

V5
/ :E\/5—x2dx:—;/
0

Podemos concluir: Area=

doble de la encerrada en el intervalo [0, v/5].

_2\3/2
Y =S [M

V5
|

0 0

V125

3
3
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Problema 223 Determinar el dominio de definicién de la funcién f(x) =
x — In(z? — 1) y representar su gréfica, calculando los intervalos de crec-
imiento y los extremos (méximos y minimos relativos).

Solucion:

e Dominio: Serd el formado por todos aquellos puntos que cumplan
que 22 — 1> 0 = Dom(f(z)) = (=00, —1) U (1,00).

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera deriva-
da y la igulamos a cero

2z

=0
2 -1

Sy =1-

— 22— 1=0=—=1a2=1+V2

Como z = 1—1/2 no pertenece al dominio, resulta que el tnico extremo
es x = 1 ++/2. Sélo queda por decidir si este punto es maximo o
minimo, lo cual se verd en el siguiente apartado.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcularlos
recurrimos a la primera derivada

5— 222

flla) =~ =
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Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(z) > 0 y decreciente
cuando f’(z) < 0. Como el dominio de la funcién es (—oo, —1)U(1, 00)
y f'(x) se anula en los puntos calculados en el apartado anterior, los
intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(=00, —1), (1,1—1—\/5), <1+\/§,oo),

En conclusién:
Cuando z € (—oo, —1) la funcién es creciente.

Cuando z € (1, 1+ \/i) la funcién es decreciente.

Cuando = € (1 +/2, oo) la funcioén es creciente
En el punto (1 + v/2;0.84) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego
estamos ante un minimo.

e Concavidad: Para ello calculamos la segunda derivada

nipy = 2@+ 1)
fi(x) = @—12

>0

Como la segunda derivada es siempre mayor que cero, la funcién es

siempre céncava.

e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

| |
| 1.5 \

| \
\
. 1
| J.i'!.n':;:ul;d',';" B O kT
| .S
1 oy ]
I AT II
2 I 2 1

|
I =05

Problema 224 Se considera la funcién f(z) = 22% — 622 + 4. Calcule la
ecuacion de la recta tangente a la curva representativa de esta funcién en
su punto de inflexién. Haga también su grafica aproximada de la funcién en

un entorno de ese punto.



3.7. REPRESENTACIONES GRAFICAS 197

Solucion:

Para calcular el punto de inflexién tenemos que hacer f”(x) = 0.

f'(x) = 622 — 12z

f"(x) =122 — 12 = 0 = z = 1 posible punto de inflexién. f"(z) = 12 #
0 = podemos asegurar que es de inflexién, que sera el (1,0). La pendiente
de la recta tangente a esta funcién een este punto vale m = f'(1) = —6,
luego la ecuacion de la recta buscada es

y—0=-6(zx—1)=6x+y—6=0

En un entorno de este punto la funcién pasard de coéncava a convexa o
reciprocamente, habré que ver también si en ese pequeno entorno (1—e, 1+¢)
la funcion es creciente.

(1-21) | I,1+¢)
f'(z) - -

f(x) | decreciente | decreciente

=) 1], 1+e)
f"(z) - 0 +

f(z) | convexa | PI| céncava

Con estos datos se puede dibujar la grafica.
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Problema 225 Dada la funcién

1'5—1118

Mo =50

1. Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonada-
mente si alguna de las discontinuidades es evitable.

2. Estudiar sin f tiene alguna asintota vertical.

Solucidn:
\ I| i
h _n'
-\._" ) Il q lll.'l
(1357000830 _ !f"
2 &%
J,-’
o {50 Shiisconbnyicid aveichle
-2 / 2 4

f
II
[ —

1. Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se
anula el denominador, es decir, 1 —2® =0= 2 =1, 2 = —1. Para
ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite en estos puntos

: B e . bt —82T af(5—8x3)
i i [8] - B 0

1
z—1 —6x 2

Luego la discontinuidad que hay en x = 1 es evitable.

5 8
0 —x -2
lim r)= lim —=|—|=—00
r——11 f( ) r——1+ 1 — .%'6 O+:|
5 8
z° —x -2
lim r)= lim ——=|—|=40
r——1" f( ) e—-1- 1 —2ab |:0_:|
Luego la discontinuidad que hay en x = —1 no es evitable.
2. Por lo visto en el apartado anterior x = —1 es una asintota vertical.

Problema 226 .
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1. Dibujar la grafica de la funcién g(z) = e* — x

1
2. Calcular el dominio de definicién de f(x) = — y Su compor-
et —x
tamiento para  — 00y £ — —00.

3. Determinar (si existen) los méximos y minimos absolutos de f(x) en
su dominio de definicién.

Solucion:

1. El dominio de g(z) = €” — = es todo R, calculamos los maximos y
minimos de esta funcién

Ja)=e"—-1=0=¢"=1=12=0

J'(x)=e"=¢"(0)=1>0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que g”(z) = e* >
0, Vx € R = la funcién es siempre céncava hacia arriba |J.

\ 2
-lfm'mmm}}
-2 2
2.
1
@)= o—

Como el denominador de esta funcion no se anula nunca tenemos que
el dominio de f(x) es todo R.

Por otra parte, si calculamos los limites

lim f(x)= lim L _ 0

r———00 r—o0c e T 4 g
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=0

lim f(z)= lim

r—00 r—00 e —

Se pueden valorar estos limites ddndonos cuenta de que se puede de-
spreciar e® frente x cuando r — —oco. Y por el contrario, se puede
despreciar x frente a e¢* cuando z — oo.

En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abcisas) es una asintota hori-
zontal.

/ 1—e” x

f(l’):m=0:>l—e =0=z=0

e?® + e (x — 4) + 2
(@ —ap

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un maximo.

f(x) = — f(0)=-1<0

Problema 227 Se considera la funcion

(22 — 1)2

fl) = 472 + 1

1. Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funciéon

f(x).
1
2. Calcular/0 f(x)dx

Solucion:

1. (a) Asintotas:

e Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
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e Horizontales:

(22 —1)?

T =y =1

e Oblicuas: No hay al existir horizontales.
(b) Extremos:

. A2z —1)2z+1) 11
fi(z) = @21 1) —w=g, r=—3

(=00, —=1/2) | (=1/2,1/2) | (1/2,+00)
z+1/2,08 - i ¥
z—1/2 - - ¥
I () + — +
crece decrece crece

1
Luego en el punto (—2, 2) la funcién tiene un maximo y, por el

. 1 . . .
contrario, en el punto (2, 0 ) la funcién tiene un minimo.

/(Qx—l /43: —4a:+1d
- @7 — €r =
422 + 1 422 4+ 1

4z 1 9
_/(1_4x2+1> dw-x—iln(élx +1)+C

(22 — 1) 1 5 T 1
2 =2 — —In(4a?+1)| =1-2>1
/0 LR = * 211(3:—}— )0 2n5

Problema 228 Sabiendo que una funcién f(z) tiene como derivada
F(@) = (z— 4222 — 82+ 7)
1. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f

2. Hallar los maximos y minimos relativos de f.

3. (Es el punto x = 4 un punto de inflexiéon de f?. Justificar razonada-
mente la respuesta.

Solucion:
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flix)=(x—4)>*@*-824+T=0=2=4, 2=1, 2=17

Como (x—4)? > 0 solo tendremos que estudiar el signo de 2% —8z+7 =

(x—=1)(x—T7)

(_007 1) (177) (77 OO)
r—1 — + +
=7 - — +
F@ + | - | +

Luego f crece en los intervalos (—o0,1) U (7, 00), mientras que decrece
en el intervalo (1,7).

. Por el apartado anterior observamos que en x = 1 la funcién pasa de

crecer a decrecer, por lo que podemos asegurar que estamos ante un
Maximo en (1, 1§2), en el punto x = 7, por el contrario, la funciéon
pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en
<7, —122> En x = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por

tanto, en el punto (4,0) no hay ni Maximo ni Minimo.

Miximo(1.12.4)
39 "'.I

|

|I III|

0 | |

\
|

|| +

{]l:l III
\ oy

=10 II-
\ }

=20 II'. ‘|’
|

=30 "-,'.'

Mimimo {7, -32.41
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3. Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cam-
biar de céncava a convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos
la segunda derivada

() = 2(z—4)(20*~162+23) = 0 =z =4, x =1,8787, = =6,1213

Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f”(x) >
0 = f es convexa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f"(z) <

0 = f es concava. Por tanto, podemos asegurar que la funcién f
tiene un punto de inflexién en (4,0). Otra manera de comprobarlo es
através de la tercera derivada:

f"(z) = 6(2z% — 162 +29) = f"'(4) = —18 £ 0
Luego se trata de un punto de inflexion.

20+ 1

Problema 229 Sea la funcién f(z) = m
2+

1. Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

2. Dibujar la grafica de la funcién, utilizando la informacién obtenida en
el apartado anterior, teniendo en cuenta, ademas, que f tiene exacta-
-1-+3

mente tres puntos de inflexién cuyas abcisas son 1 = 5

y L2 =
1 —14++3 :
——, T3 = ———, respectivamente.
2 2
3. Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f, el
eje OX, larecta z =0, y la recta x = 2.

Solucién:
6 1
1. Méximos y Minimos relativos: f'(z) = —m =0=
r = —1, x = 0. El denominador no se anula nunca, y es siempre
positivo.
(—OO, _1) (_L 0) (07 OO)

rz+1 — + +

- + + —

f'(@) - + -
En x = —1 la grafica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

1
estamos ante un Minimo en el punto (—1, 3). En x = 0 la gréafica de

la funcién pasa de crecer a decrecer, luego estamos ante un Maximo
en el punto (0, 1).

Asintotas:
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Miimimoy-JRILTP

e Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.

e Horizontales:

. 2¢ +1 ! 2z + 1 0
1m 5 — 1m P ——— T —~ — > f—
r—too (12 + o+ 1)2 o—moo (22 + @ + 1) Y

e Oblicuas: No hay al existir horizontales.

/2 2z +1 > 1 2 6
- A= —— g
0o (22 +z+1)? 224+ax+1]y, 7

Problema 230 Calcular un polinomio de tercer grado p(z) = az® + bx? +
cx + d sabiendo que verifica:

e tiene un maximo relativo en x =1

e tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0, 1).

e se verifica que

/01 p(z)dr = Z

Solucion:

p(z) =3ax® + 2z +c=p'(1) =3a+20+¢c=0

p"(x) =6az +2b=p"(0) =20=0=b=0

p(0)=d=1
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1 1
_ 37,2 _az®  br®  cx? _
/0 p(z)dw _/0 (ax°+bx*+cx+d)dr = Tttt + dx :

:>g+é+f+d—
4 3 2 N

= ot

En conclusion, tenemos

5
g—i—c+1:Z:>a—&—2c:1, y 3a+c=0=

B
O |

14 3
a=—-, c:f:>p(a:):—gx5+gx+1



